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Introduction

Le projet de � mathématiques à l'envers � de Friedman et Simpson (voir
[Simpson, 1999] pour une présentation détaillée) consiste à isoler les postulats
minimaux d'existence nécessaires à la démonstration de tel ou tel théorème
des mathématiques classiques. Le cadre choisi par ces auteurs est celui de
l'arithmétique du second ordre Z2, dans laquelle une grande part des mathé-
matiques peut être formalisée. La question posée est alors la suivante : si l'on
remplace le schème de compréhension habituel suivant :

∃X ∀n (n ∈ X ↔ φ(n)), (1)

qui postule l'existence de tout ensemble dé�nissable par une formule du se-
cond ordre φ, par des postulats d'existence plus faibles, quels sont les théo-
rèmes que l'on peut encore démontrer ? Un exemple simple de sous-système
de l'arithmétique est le système ACA0 : on l'obtient en ne postulant (1)
que pour des formules arithmétiques, c'est-à-dire pour des formules φ sans
quanti�cation sur des ensembles. Ce système su�t pour démontrer la complé-
tude des nombres réels, mais pas, par exemple, pour prouver qu'une fonction
continue sur un compact est uniformément continue (théorème de Heine).

Mais les � mathématiques à l'envers � ont une autre dimension, que l'on
pourrait appeler sémantique. On travaille ici dans le cadre de la sémantique
de Henkin, dans laquelle on s'autorise à faire varier non seulement l'ensemble
dans lequel les variables du premier ordre prennent leurs valeurs, mais égale-
ment l'ensemble des valeurs possibles des variables du deuxième ordre (voir
ci-dessous, conventions générales). Les sous-systèmes de Z2 admettent alors
des modèles qui ont les entiers standard pour ensemble d'individus, mais
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dans lesquels seulement certains sous-ensembles des entiers existent ; par
exemple, le sous-système ACA0 évoqué plus haut admet un modèle dans
lequel n'existent que les ensembles qui peuvent être dé�nis par des formules
arithmétiques. Ces modèles peuvent être d'autant plus pauvres existentielle-
ment que les postulats du sous-système correspondant sont plus faibles. Ils
re�ètent les limitations que l'on s'est imposées dans le sous-système concerné,
mais peuvent être étudiés avec tous les outils des mathématiques classiques.
En bref, si le premier point de vue considérait les théorèmes démontrés dans
un sous-système de Z2 comme les mêmes théorèmes qu'en mathématiques
classiques, mais démontrés sur la base de postulats d'existence minimaux, le
second point de vue y voit des théorèmes valables dans des univers mathé-
matiques moins riches que l'univers habituel.

Le but de ce travail est d'illustrer cette seconde dimension dans un cas
particulier, celui des mathématiques constructives � correspondant approxi-
mativement au système RCA0 � sur l'exemple de l'analyse élémentaire (dé-
�nition des réels, suites de réels, fonctions réelles continues, et leurs propriétés
élémentaires). L'idée de départ est la suivante : au lieu de ne s'autoriser que
des opérations � e�ectives � dans un sens vague, et de travailler avec une lo-
gique intuitionniste, comme l'exige le programme constructiviste (dans le cas
de l'analyse, cette approche est représentée par [Bishop et Bridges, 1985]),
on peut travailler de manière classique sur des objets calculables au sens
formel que procure la théorie de la calculabilité. Cette traduction n'est pas
directement �dèle, mais rien ne semble véritablement y être perdu (nous re-
viendrons sur ce point au cours de notre travail). Une fois cette traduction
e�ectuée, il est possible d'isoler un sous-système RCA0 de Z2 dont les postu-
lats sont juste assez forts pour n'exiger l'existence dans ses modèles que des
objets calculables ; les résultats que ce système formel permet de démontrer
sont essentiellement ceux dont la reformulation dans un cadre calculable est
valable.

Conventions générales, rappels

À la manière de Simpson [Simpson, 1999], nous travaillons dans le cadre
d'une logique du deuxième ordre. Plus précisément, nous utilisons un langage
à deux sortes, qui contient, en plus des symboles logiques usuels (connecteurs
propositionnels et quanti�cateurs),

� des variables d'individus ou variables numériques, que nous noterons
par des minuscules (a, b, m, n, x, y, etc.) ;

� des variables d'ensembles, que nous noterons par des majuscules (A,
B, X, Y , etc.).

2



De surcroît, le langage de base est équipé de symboles de relation ∈ et = qui
permettent la formation des formules atomiques t ∈ T et t1 = t2, pour t, t1,
t2 des termes d'individu et T un terme d'ensemble.

Une théorie T est alors un ensemble d'axiomes écrits dans ce langage de
base potentiellement enrichi de symboles supplémentaires. Un modèle M =
(|M | ,SM , . . .) de T consiste en la donnée

� d'un ensemble |M | 6= ∅ qui sert à l'interprétation des variables d'indi-
vidus,

� d'une partie ∅ 6= SM ⊆ P(|M |) qui sert à l'interprétation des variables
d'ensembles,

� d'une interprétation appropriée des éventuels symboles supplémentaires
du langage

tels que tous les axiomes de T soient vrais (la relation ∈ étant interprétée
comme l'appartenance entre éléments de |M | et parties de |M |, et la relation
= comme l'égalité entre éléments de |M |). Remarquons que les valeurs des
variables d'ensembles sont ici limitées à un sous-ensemble de P(|M |) : on
parle parfois de sémantique de Henkin pour distinguer cette sémantique de
la sémantique habituelle en logique du second ordre.

Le langage de l'arithmétique du second ordre comporte cinq symboles
supplémentaires : deux symboles d'opérations (entre individus) + et ·, un
symbole de relation (entre individus) < et deux symboles de constantes d'in-
dividu 0 et 1. L'arithmétique du second ordre comporte, outre huit axiomes
du premier ordre portant sur +, · et < que nous ne reproduisons pas (voir
[Simpson, 1999, p. 4]) un axiome de récurrence :

∀X
[(

0 ∈ X ∧ ∀n(n ∈ X → n+ 1 ∈ X)
)
→ ∀n(n ∈ X)

]
et un schème de compréhension : pour toute formule φ(n) dans laquelle X
n'apparaît pas de manière libre, on a la clôture universelle de

∃X ∀n (n ∈ X ↔ φ(n)).

Un sous-système de l'arithmétique du second ordre est une variante de
cette théorie dans laquelle le schème de compréhension et éventuellement
l'axiome d'induction ci-dessus ont été remplacés par des variantes plus faibles.
On appelle ω-modèle d'un tel sous-système de l'arithmétique tout modèle de
la forme

(ω,S ⊆ P(ω),+ω, ·ω, <ω, 0ω, 1ω)

où +ω, ·ω, etc. désignent les opérations usuelles +, ·, etc. dans ω. Un tel
modèle est donc entièrement déterminé par la donnée de S.

Nous disons qu'une formule est arithmétique dès lors qu'elle ne comporte
pas de quanti�cateurs d'ensembles.
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Nous notons ω = {0, 1, 2, . . .} l'ensemble usuel des entiers.

1 Préliminaires

1.1 Calculabilité

Notre objectif ici est double. Nous souhaitons d'une part e�ectuer un bref
survol des quelques résultats élémentaires de théorie de la calculabilité que
nous utiliserons. Pour ce faire, nous nous satisferons d'une approche infor-
melle fondée sur l'idée intuitive de calculabilité algorithmique. D'autre part,
nous voulons donner une dé�nition précise des notions de fonction récursive,
d'ensemble récursif et d'ensemble récursivement énumérable, de manière à
pouvoir en formuler précisément une petite généralisation, légèrement moins
classique, qui nous sera nécessaire ; et surtout de manière à pouvoir donner
une preuve à peu près rigoureuse des lemmes 1.18 et 1.22 (section suivante),
indispensables pour faire le lien entre le système RCA0 et la théorie de la
calculabilité.

En l'absence de précision supplémentaire, fonction signi�e dans cette sec-
tion fonction ωk → ω pour un entier k, et ensemble signi�e sous-ensemble
de ωk pour un entier k.

1.1.1 Fonctions récursives

Nous donnons ici une dé�nition formelle de la notion de fonction récursive,
avant d'en donner une caractérisation intuitive. Tout d'abord, une dé�nition
préliminaire.

Dé�nition 1.1. Soit g : ωk+1 → ω une fonction telle que

∀x1, . . . , xk∃y (g(x1, . . . , xk, y) = 0).

On dit que f : ωk → ω est dé�nie à partir de g par schéma µ si

f(x1, . . . , xk) = min{y | g(x1, . . . , xk, y) = 0}.

On note f(x1, . . . , xk) = µy(g(x1, . . . , xk, y) = 0).

Dé�nition 1.2. L'ensemble des fonctions récursives (totales) est le plus
petit ensemble de fonctions contenant :

� les projections (x1, . . . , xk) 7→ xi ;
� la somme (x1, x2) 7→ x1 + x2 et le produit (x1, x2) 7→ x1 · x2 ;
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� la fonction caractéristique de l'égalité

(x1, x2) 7→

{
1 si x1 = x2

0 sinon,

et clos par composition et schéma µ.

Remarque 1.3. Notons C0 l'ensemble des fonctions initiales, et pour i ≥ 1,
notons Ci l'ensemble des fonctions que l'on peut obtenir à partir de fonctions
de Ci−1 par une opération de composition ou une application du schéma µ.
Alors

C =
⋃
i≥0

Ci

est le plus petit ensemble contenant C0 et clos par composition et schéma µ.
On voit ainsi que toute fonction récursive peut être obtenue par une suite
�nie de compositions et d'applications du schéma µ à partir des fonctions
initiales ; l'ensemble des fonctions récursives est donc dénombrable.

Nous avons l'équivalence fondamentale suivante. Pour la rendre précise,
il faudrait formaliser une notion particulière de calculabilité, par exemple à
la manière de Turing (cf. [Odifreddi, 1989, chap. i]).

A�rmation informelle 1.4. Une fonction est récursive si et seulement si
elle est � algorithmiquement calculable �.

Nous donnons à présent une généralisation des dé�nitions précédentes,
qui capture la notion de calculabilité relative.

Dé�nition 1.5. Pour g1, . . . , gk données, l'ensemble des fonctions récursives
relativement à g1, . . . , gk est le plus petit ensemble de fonctions contenant
g1, . . . , gk ainsi que les mêmes fonctions initiales que précédemment, et clos
par les mêmes opérations. On dit souvent qu'une fonction f de cet ensemble
est Turing-réductible à g1, . . . , gk.

Comme précédemment, on a la caractérisation suivante.

A�rmation informelle 1.6. Une fonction est récursive relativement à
g1, . . . , gk si et seulement si elle est � algorithmiquement calculable � étant
donné des � oracles � capables de fournir toute valeur demandée de g1, . . . , gk.
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1.1.2 Ensembles récursifs, récursivement énumérables

Nous dé�nissons ici les notions d'ensemble récursif et récursivement énu-
mérable et en donnons quelques propriétés fondamentales, que nous justi�ons
informellement. Nous en donnons ensuite une généralisation au cas relatif,
comme ci-dessus.

Dé�nition 1.7. Un ensemble A ⊆ ωk est récursif si sa fonction caractéris-
tique χA est récursive.

Un ensemble A ⊆ ωk est donc récursif s'il existe une procédure algo-
rithmique de décision capable de répondre, pour tout k-uplet d'entiers, s'il
appartient ou non à A.

Remarque 1.8. Tout ensemble �ni est récursif, et le complémentaire d'un
ensemble récursif est encore récursif.

Informellement, un ensemble A ⊆ ωk est récursivement énumérable s'il
existe un programme à k entrées qui termine et renvoie 1 si le k-uplet fourni
est dans A, et ne termine pas ou renvoie 0 sinon ; en d'autres termes, s'il
existe une procédure algorithmique capable de con�rmer qu'un k-uplet donné
appartient à A. Cette notion est plus faible que celle d'ensemble récursif : il
peut exister une telle procédure de con�rmation mais pas de procédure de
décision pour A (voir ci-dessous).

Une formalisation correcte de la dé�nition que nous venons de donner
requiert la notion de fonction partielle récursive, que nous ne développerons
pas ici (voir par exemple [Odifreddi, 1989, p. 126 sq.]). Nous donnons ici
une dé�nition sans doute plus obscure, dont nous justi�ons informellement
l'équivalence avec la précédente.

Dé�nition 1.9. Un ensemble A ⊆ ωk est récursivement énumérable si et
seulement si A est projection d'un ensemble récursif, i.e. s'il existe un en-
semble récursif B ⊆ ωk+1 tel que

A = {(x1, . . . , xk) | ∃y, (x1, . . . , xk, y) ∈ B}.

Justi�cation informelle. Supposons qu'il existe une procédure de con�rma-
tion pour A au sens ci-dessus. L'ensemble

B =

{
(x1, . . . , xk, t)

∣∣∣∣∣ La procédure de con�rmation sur l'entrée
x1, . . . , xk a terminé au bout de t étapes élé-
mentaires de calcul

}

convient. Réciproquement, s'il existe un B convenable, on obtient une pro-
cédure de con�rmation comme suit. Soient (x1, . . . , xk) donnés. On applique
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successivement, pour chaque y ∈ ω, la procédure de décision de B à l'entrée
(x1, . . . , xk, y) ; on s'arrête dès qu'on rencontre un y tel que (x1, . . . , xk, y) ∈
B. Ce programme terminera pour l'entrée (x1, . . . , xk) si et seulement ce
k-uplet est dans A.

Remarque 1.10. Dans le cas d'un ensemble A ⊆ ω, on rencontre souvent
la caractérisation suivante, qui justi�e l'expression employée : A est récur-
sivement énumérable si et seulement s'il existe un algorithme qui énumère
A sans répétitions, i.e. une fonction récursive injective f : ω → ω telle que
A = Im f = {f(0), f(1), . . .}. Or s'il existe une telle fonction f , le graphe

Γf = {(n, f(n)) | n ∈ ω}

de f est récursif puisque f est récursive, et A = Im f est la projection de
Γf sur la seconde variable : donc A est récursivement énumérable. Récipro-
quement, s'il existe une procédure de con�rmation pour A, on parcourt les
couples (n, t) (par exemple dans un ordre � zig-zag �), et pour chacun de
ces couples, on exécute t étapes de la procédure de con�rmation pour n ; on
énumère n si cette procédure a terminé en exactement t étapes.

On a l'équivalence essentielle suivante.

Proposition 1.11. Un ensemble A ⊆ ωk est récursif si et seulement si A et
son complémentaire ωk \A sont récursivement énumérables.

Preuve informelle. La procédure de décision de A donne immédiatement une
procédure de con�rmation pour A et une pour son complémentaire. Récipro-
quement, si l'on possède deux telles procédures de con�rmation, il su�t de
les faire fonctionner en parallèle (i.e. faire alternativement une étape de calcul
de l'une et de l'autre) jusqu'à ce que l'une d'elles termine.

Comme nous l'avons annoncé ci-dessus, récursivement énumérable est
plus faible que récursif. Le résultat suivant fonde toutes les di�érences que
nous étudierons entre l'analyse calculable et l'analyse usuelle.

Théorème 1.12. Il existe un ensemble A ⊆ ω récursivement énumérable,
mais non récursif.

Preuve informelle. Supposons que nous ayons choisi une formalisation pré-
cise de la notion de programme prenant un entier en entrée et (s'il termine)
retournant un entier, i.e. grossièrement parlant que nous ayons �xé un � lan-
gage de programmation � ; tous les programmes possibles sont alors repré-
sentables par des suites �nies de caractères d'un certain alphabet �ni, donc
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par des entiers. On appelle l'entier associé à un programme indice de ce
programme.

On peut alors concevoir un programme à deux entrées, dit universel, qui,
pour un couple (i, n) :

� ne termine pas si i n'est pas l'indice d'un programme à une entrée ;
� simule le fonctionnement du programme d'indice i sur l'entrée n sinon.

Notons U un tel programme.
Considérons l'ensemble A des indices de programmes qui terminent sur

leur propre indice, i.e.

A = {i ∈ ω | U termine sur l'entrée (i, i)}.

Il est récursivement énumérable, car n ∈ A si et seulement si le programme
universel s'arrête sur l'entrée (n, n).

Il n'est pas récursif car son complémentaire n'est pas récursivement énu-
mérable (proposition 1.11) : il s'agit en e�et de l'ensemble des indices de
programmes qui ne s'arrêtent pas sur leur propre indice. Supposons qu'il
existe un programme à une entrée i s'arrêtant ssi i ∈ ω \A : il s'arrêterait ssi
i 6∈ A, donc ssi le programme d'indice i ne s'arrête pas sur l'entrée i. Consi-
dérons maintenant l'indice d de ce programme : sur l'entrée d, s'il s'arrête,
il devrait ne pas s'arrêter ; et s'il ne s'arrête pas, il devrait s'arrêter. Un tel
programme ne peut donc exister et A n'est pas récursif.

Nous donnons pour �nir la généralisation annoncée des dé�nitions précé-
dentes.

Dé�nition 1.13. Un ensemble A ⊆ ωk est récursif relativement à des en-
sembles X1, . . . , Xk si sa fonction caractéristique χA est récursive relative-
ment aux fonctions caractéristiques χX1 , . . . , χXk

. Un ensemble A ⊆ ωk est
récursivement énumérable relativement à des ensembles X1, . . . , Xk s'il est
projection d'un ensemble récursif relativement à X1, . . . , Xk.

La proposition 1.11 s'étend immédiatement à ce contexte.

1.2 Hiérarchie arithmétique

Avant de pouvoir faire le lien entre les réels calculables, que l'on construit
à partir des sous-ensembles récursifs deN, et les théorèmes du système formel
RCA0, il nous faut donner les bases d'une classi�cation des sous-ensembles
de ω du point de vue de la complexité logique des formules nécessaires à leur
dé�nition.
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Dé�nition 1.14. On dit qu'une formule φ est Σ0
0 (ou Π0

0) si tous les quanti-
�cateurs qui apparaissent dans φ sont numériques et bornés. Pour n > 0, on
dit qu'une formule φ est Σ0

n (resp. Π0
n) si elle est de la forme

∃x1∃x2 · · · ∃xk ψ (resp. ∀x1∀x2 · · · ∀xk ψ)

où ψ est une formule Π0
n−1 (resp. Σ0

n−1).

Une formule arithmétique est donc dans l'une de ces catégories dès lors
que tous ses quanti�cateurs non bornés sont regroupés en tête de formule ;
l'indice n correspond au nombre d'alternances entre ∃ et ∀ dans ce pré�xe,
et la formule est Σ ou Π suivant la nature de son premier quanti�cateur.

Remarquons qu'une formule Σ0
n ou Π0

n peut contenir des variables libres
(mais pas liées) d'ensembles.

Dé�nition 1.15. 1. Un ensemble A ⊆ ωk est Σ0
n (resp. Π0

n) s'il existe une
formule Σ0

n (resp. Π0
n) à k variables numériques libres et sans variable

d'ensemble φ(n1, . . . , nk) telle que

A = {(n1, . . . , nk) ∈ ωk | φ(n1, . . . , nk)}.

On dit alors que A est dé�ni par la formule φ.

2. Un ensemble A ⊆ ωk est ∆0
n s'il est à la fois Σ0

n et Π0
n, c'est-à-dire s'il

peut être dé�ni à la fois par une formule Σ0
n et par une formule Π0

n.

3. Un ensemble est arithmétique s'il est Σ0
n ou Π0

n pour un n ∈ ω.

Remarque 1.16. Toute formule arithmétique est logiquement équivalente à
une formule Σ0

n ou Π0
n (des manipulations élémentaires permettent en e�et

de déplacer tous les quanti�cateurs en tête de formule ; voir par exemple
[Odifreddi, 1989, p. 366]). Un ensemble est donc arithmétique si et seulement
s'il peut être dé�ni par une formule arithmétique.

Remarque 1.17. La négation d'une formule Σ0
n est logiquement équivalente

à une formule Π0
n et réciproquement (à équivalence logique près, on a en e�et

¬∃ = ∀¬ et ¬∀ = ∃¬). Un ensemble A ⊆ ωk est donc Σ0
n si et seulement si

son complémentaire ωk \A est Π0
n.

On peut alors faire le lien entre le premier niveau de cette hiérarchie et les
notions de base de la théorie de la calculabilité. Nous utiliserons de manière
essentielle le lemme suivant.

Lemme 1.18. Tout ensemble récursif A ⊆ ωk est Σ0
1.
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Preuve. Nous allons montrer que pour toute fonction récursive f : ωk → ω,
il existe une formule Σ0

1 à k + 1 variables libres φf (x1, . . . , xk, y) qui dé�nit
f au sens où

f(x1, . . . , xk) = y ssi φf (x1, . . . , xk, y).

La conclusion en découle en prenant f = χA et en remplaçant y par la
constante 1 dans la formule correspondante.

Suivons la dé�nition 1.2.
� Les fonctions initiales sont visiblement dé�nissables par des formules
sans quanti�cateurs.

� Si
f(x1, . . . , xk) = g(h1(x1, . . . , xk), . . . , hm(x1, . . . , xk))

et que g, h1, . . . , hm sont représentées par φg, φh1 , . . . , φhm respecti-
vement, toutes Σ0

1, alors f est représentée par

∃z1, . . . , zm

[(
m∧
i=1

φhi
(x1, . . . , xk, zi)

)
∧ φg(z1, . . . , zm, y)

]
.

Tous les quanti�cateurs existentiels apparaissant en tête des φhi
et de

φg peuvent être ramenés en début de formule : on obtient ainsi une
formule Σ0

1 représentant f . Remarquons pour la suite que, les xj étant
�xés, la valeur des zi dans cette formule est déterminée de manière
unique par les conditions φhi

(x1, . . . , xk, zi). Cela nous permet d'écrire
¬φf comme

∃z1, . . . , zm

[(
m∧
i=1

φhi
(x1, . . . , xk, zi)

)
∧ ¬φg(z1, . . . , zm, y)

]
,

et nous autorise si besoin à permuter librement les ∃zi avec tout quan-
ti�cateur portant sur une variable autre que les xj.

� Pour �nir, soit

f(x1, . . . , xk) = µy(g(x1, . . . , xk, y) = 0)

et supposons que g est dé�nie par une formule φg qui est Σ0
1. Considé-

rons alors

φg(x1, . . . , xk, y, 0) ∧ (∀z < y, ¬φg(x1, . . . , xk, z, 0)) .

Tous les quanti�cateurs existentiels qui peuvent se trouver dans φg y
ont été introduits par composition ; d'après les remarques ci-dessus, on
peut donc écrire ¬φg avec des quanti�cateurs existentiels exclusivement
(et éventuellement des quanti�cateurs bornés), puis permuter ceux-ci
avec ∀z < y. Cette formule est donc logiquement équivalente à une
formule Σ0

1.
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Toute fonction récursive pouvant être obtenue à partir des fonctions ini-
tiales par un nombre �ni de compositions et d'applications du schéma µ
(remarque 1.3), cela achève la preuve.

Nous pouvons alors démontrer :

Proposition 1.19. Soit A ⊆ ω.

(i) A est Σ0
1 si et seulement si A est récursivement énumérable.

(ii) A est ∆0
1 si et seulement si A est récursif.

Preuve. (i) Tout ensemble dé�ni par une formule Σ0
0 est récursif (tous les

quanti�cateurs d'une telle formule étant bornés, on a une procédure
de décision évidente). Un ensemble Σ0

1 est par dé�nition projection
d'un ensemble Σ0

0, donc récursivement énumérable. Réciproquement,
le lemme précédent nous garantit que tout ensemble récursif peut être
dé�ni par une formule Σ0

1 ; toute projection d'un ensemble récursif peut
donc toujours être dé�ni par une formule Σ0

1.

(ii) A est ∆0
1 ⇔ A est Σ0

1 et Π0
1 ⇔ A est Σ0

1 et ω \A est Σ0
1 (remarque 1.17)

⇔ A et son complémentaire sont récursivement énumérables ⇔ A est
récursif (proposition 1.11).

Remarque 1.20. Il est plus usuel de dé�nir la hiérarchie arithmétique en
partant, au niveau 0, de la classe des ensembles récursifs : on dit qu'un
ensemble est Σ0

n, par exemple, s'il est dé�nissable par (pour R un prédicat
dé�nissant un ensemble récursif)

Q1x1 . . . Qkxk R(x1, . . . , xm)

avec Qi ∈ {∀,∃} pour tout i, Q1 = ∃ et avec n alternances entre ∃ et
∀ dans le pré�xe. Dans la mesure où chaque quanti�cateur ∃ correspond
à une projection, et où chaque quanti�cateur ∀ (logiquement équivalent à
¬∃¬) correspond à un passage au complémentaire suivi d'une projection
et d'un second passage au complémentaire, on obtient immédiatement la
caractérisation suivante des ensembles arithmétiques : ce sont exactement
ceux que l'on peut obtenir à partir d'un ensemble récursif par une suite �nie
de projections et de complémentations.

Les ensembles Σ0
1 sont alors exactement les projections d'ensembles ré-

cursifs, soit les ensembles récursivement énumérables. Les deux dé�nitions
sont donc équivalentes à partir du niveau 1.

Nous généralisons maintenant ce développement au cas relatif. Reprenons
tout d'abord la dé�nition de la hiérarchie arithmétique.
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Dé�nition 1.21. Soient A1 ⊆ ωk1 , . . ., Am ⊆ ωkm .

1. Un ensemble A ⊆ ωk est Σ0,A1,...,Am
n (resp. Π0,A1,...,Am

n ) s'il existe une
formule Σ0

n (resp. Π0
n) à m variables libres d'ensembles et k variables

numériques libres φ(X1, . . . , Xm, n1, . . . , nk) telle que

A = {(n1, . . . , nk) ∈ ωk | φ(A1, . . . , Am, n1, . . . , nk)}.

2. Un ensemble A ⊆ ωk est ∆0,A1,...,Am
n s'il est à la fois Σ0,A1,...,Am

n et
Π0,A1,...,Am

n .

On a alors les analogues suivants du lemme 1.18 et de la proposition 1.19.
Les preuves sont essentiellement identiques et nous les omettons.

Lemme 1.22. Tout ensemble A ⊆ ωk récursif en A1, . . . , Am est Σ0,A1,...,Am

1 .

Proposition 1.23. Soit A ⊆ ω, et soient A1 ⊆ ωk1, . . ., Am ⊆ ωkm.

(i) A est Σ0,A1,...,Am

1 si et seulement si A est récursivement énumérable
relativement à A1, . . . , Am.

(ii) A est ∆0,A1,...,Am

1 si et seulement si A est récursif relativement à A1,
. . ., Am.

2 L'analyse calculable

Le principe de l'analyse calculable est de se limiter aux réels, suites de
réels, fonctions d'une variable réelle, etc. pour lesquels il existe une procédure
algorithmique d'approximation à une précision arbitraire. Nous donnons ici
les dé�nitions fondamentales de cette théorie et montrons que l'analogue
calculable du théorème de Bolzano-Weierstrass est faux, mais que l'analogue
du théorème des valeurs intermédiaires est vrai. Une référence commode en
la matière est [Pour-El et Richards, 1989].

2.1 Les nombres réels

Un réel est calculable s'il existe un algorithme capable d'en fournir une
approximation rationnelle à toute précision souhaitée. Nous donnons d'abord
une dé�nition préliminaire.

Dé�nition 2.1. On dit qu'une suite de rationnels (rn)n≥0 est calculable s'il
existe des fonctions récursives p, q : ω → ω (avec q(n) 6= 0 pour tout n) telles
que

rn =
p(n)

q(n)
.
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Dé�nition 2.2. On dit qu'un réel ξ est calculable s'il existe une suite de
rationnels calculable (rn)n≥0 telle que

∀n ∈ ω, |ξ − rn| ≤
1

2n
. (2)

Remarque 2.3. Tout rationnel r est calculable selon cette dé�nition : il
su�t de considérer la suite constante rn = r.

Remarque 2.4. Notons qu'il ne su�t pas de demander que ξ soit limite
d'une suite de rationnels calculable : si l'on ne sait pas jusqu'à quel terme
aller pour obtenir une approximation à 2−k près, une telle suite ne nous
fournit pas véritablement de procédure d'approximation. Nous construirons
dans la section suivante un réel non calculable qui est limite d'une telle suite
(proposition 2.10). La simple existence de réels non calculable est claire : dans
la mesure où l'ensemble des fonctions récursives est dénombrable (remarque
1.3), les réels calculables sont dénombrables, donc en un sens, presque tous
les réels sont non calculables.

Il existe de nombreuses autres approches équivalentes : on peut deman-
der la calculabilité d'un développement bicimal de ξ (c'est en fait l'approche
originale de [Turing, 1936]), la décidabilité d'une coupure de Dedekind ap-
propriée, etc. Toutes ces dé�nitions sont équivalentes. Nous montrons par
exemple le résultat suivant.

Proposition 2.5. Un réel ξ est calculable si et seulement s'il existe une
fonction récursive f calculant le développement bicimal propre de ξ, i.e. telle
que (1) f(0) ∈ ω, (2) f(i) ∈ {0, 1} pour i > 0, (3) ∀k ∈ ω ∃k′ > k, f(k′) 6= 0
et (4) ξ =

∑
i≥0 f(i) · 2−i.

Preuve (esquisse). Le développement bicimal propre de ξ fournit immédiate-
ment une approximation rationnelle de type (2), en posant pour tout n ∈ ω

rn =
n∑

i=0

f(i)

2i
.

Réciproquement, supposons ξ calculable. Il faut distinguer deux cas. Si ξ
est de la forme a · 2−i pour un entier a, son développement bicimal propre
est périodique (en fait de la forme 1111 . . .) à partir d'un certain rang, donc
calculable. Sinon, notons (rn) une suite de rationnels calculable véri�ant (2).
Soit à déterminer le ie terme du développement bicimal de ξ. Cela revient à
trouver l'entier a tel que

a

2i
< ξ <

a+ 1

2i
.
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Cela peut être fait si l'on trouve un entier n tel que, pour tout entier b,∣∣∣∣ b2i
− rn

∣∣∣∣ > 1

2n
. (3)

(Il est facile de tester cette propriété, pour un rn donné, en le comparant
aux deux b · 2−i les plus proches de lui.) En e�et, l'intervalle d'incertitude
[rn − 2−n, rn + 2−n] dans lequel doit se trouver ξ ne contient alors aucun b·2−i
et ξ a le même développement bicimal que rn jusqu'au ie terme.

Or il existe nécessairement un n satisfaisant (3). En e�et, puisque ξ n'est
pas un nombre bicimal, il existe n0 tel que∣∣∣ξ − a

2i

∣∣∣ > 1

2n0

pour tout entier a, d'où∣∣∣ a
2i
− rn0+1

∣∣∣ =
∣∣∣ a
2i
− ξ + ξ − rn0+1

∣∣∣
≥
∣∣∣ a
2i
− ξ
∣∣∣− |ξ − rn0+1|

>
1

2n0
− 1

2n0+1
=

1

2n0+1

et donc n = n0 +1 convient. Il su�t par conséquent de calculer les rn jusqu'à
en trouver un qui satisfasse (3).

Remarque 2.6. La distinction de cas qui apparaît dans cette preuve est
importante : elle correspond au fait qu'il n'y a pas de procédure algorithmique
générale permettant de passer d'une approximation rationnelle comme en (2)
au développement bicimal correspondant.

Une telle procédure nécessiterait de pouvoir comparer un réel calculable
quelconque avec des rationnels de la forme a · 2−i. Or il n'existe pas de pro-
cédure algorithmique générale permettant de déterminer si deux réels calcu-
lables décrits par des algorithmes d'approximation sont égaux ou non (aucune
approximation �nie ne peut permettre de décider l'égalité). En revanche, si
les réels calculables α et α′ décrits par les suites calculables de rationnels (rk)k
et (r′k)k sont di�érents, il existe une procédure algorithmique permettant de
déterminer si α > α′ ou α < α′ (puisque α 6= α′ il existe nécessairement un
entier k tel que |rk − r′k| > 2−k ; alors α < α′ si et seulement si rk < r′k).
D'un point de vue constructif, on refuserait donc le théorème

α < β ∨ α = β ∨ α > β, (4)
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mais on accepterait une a�rmation plus faible comme

α 6= β ⇒ α < β ∨ α > β

(voir par exemple [Bishop et Bridges, 1985, pp. 22�24]). D'un point de vue
calculable, on accepte (4), mais on démontre l'inexistence d'une procédure
générale de décision de l'égalité [Pour-El et Richards, 1989, fait 3 p. 23]. C'est
cette approche que re�ète RCA0, où (4) est démontrable [Simpson, 1999,
p. 75].

2.2 Les suites de nombres réels

Nous suivons le modèle de la partie précédente et dé�nissons la notion de
suite calculable de réels, qui étend la dé�nition 2.1 d'une suite calculable de
rationnels.

Dé�nition 2.7. On dira qu'une suite (ξn)n≥0 de réels est calculable s'il existe
une suite double calculable de rationnels (rn,k)n,k≥0 telle que

∀n, k ∈ ω, |ξn − rn,k| ≤
1

2k
. (5)

Remarque 2.8. A fortiori, tous les termes ξn d'une suite calculable sont des
réels calculables.

Remarque 2.9. Comme ci-dessus, d'autres dé�nitions sont possibles, si l'on
part par exemple d'une représentation des réels par leurs développements
bicimaux ou par leur coupure. Mais dans le cas des suites, ces dé�nitions ne
sont plus équivalentes. Le fait qu'il n'existe pas de procédure générale pour
passer d'une représentation par approximations à une représentation bicimale
(cf. remarque 2.6) permet l'existence d'une suite calculable au sens de notre
dé�nition qui ne l'est pas au sens bicimal. Il en est de même de la calculabilité
au sens des coupures ; voir [Mostowski, 1957] pour des contre-exemples.

Nous avons ici un nouvel exemple de la divergence entre les interpré-
tations constructive et calculable (ou classique) d'un même fait. Puisqu'il
n'existe pas d'algorithme de conversion entre représentation par approxima-
tion et représentation par développement bicimal ou coupure, on ne peut
pas prouver constructivement l'équivalence de ces dé�nitions de nombre réel.
Mais comme on peut prouver de manière non constructive, en distinguant cas
rationnel et cas irrationnel, que dès lors qu'il existe un algorithme d'approxi-
mation, il existe aussi un algorithme calculant le développement bicimal ou
décidant la coupure, du point de vue classique les di�érentes dé�nitions des
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réels calculables sont bien équivalentes ; l'inexistence d'une procédure géné-
rale de conversion réapparaît néanmoins dès lors qu'on ne considère plus un
réel isolé mais une in�nité de réels à la fois : les dé�nitions correspondantes
des suites calculables ne sont plus équivalentes, et cela peut faire l'objet d'une
démonstration.

Le système RCA0 re�ète le point de vue calculable : la di�érence n'ap-
paraît qu'au niveau des suites. C'est d'ailleurs cette di�érence au niveau
des suites (dans le cas des coupures) qui a forcé Simpson à changer sa
dé�nition initiale de réel dans RCA0 (voir [Simpson, 1999, note p. 78] et
[Brown et Simpson, 1986, p. 129]).

En quel sens les réels calculables pourraient-ils être complets ? Il est clair
que la limite d'une suite arbitraire de réels calculables n'est pas nécessaire-
ment calculable : tout réel peut en e�et s'écrire comme limite d'une suite
de rationnels. Nous montrons à présent que la limite d'une suite calculable
convergente non plus n'est pas nécessairement calculable. Cet exemple a été
introduit par [Specker, 1949].

Proposition 2.10. Soit A un ensemble récursivement énumérable non ré-
cursif (théorème 1.12), et soit a : ω → ω une fonction récursive injective
telle que A = Im a (remarque 1.10). La suite calculable de rationnels

un =
n∑

k=0

1

2a(k)

converge vers un réel non calculable.

Preuve. La suite u est croissante et majorée par
∑∞

k=0 2−n = 2 (puisque a est
injective) donc converge. Si ξ était calculable, alors son développement bici-
mal propre serait calculable (proposition 2.5) ; or ce développement bicimal
est précisément donné par la fonction caractéristique de A (le développe-
ment en question ne peut être impropre, sinon A serait le complémentaire
d'un ensemble �ni donc récursif). Donc si ξ était calculable, cette fonction
caractéristique serait récursive et A serait récursif, une contradiction.

En particulier, la transposition directe du théorème de Bolzano-Weier-
strass en analyse calculable est fausse : il existe des suites calculables sans
valeur d'adhérence calculable.

2.3 Les fonctions

L'idée de départ est que pour qu'une fonction φ : R→ R soit calculable, il
faut que l'on dispose d'un algorithme permettant de calculer une approxima-
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tion à une précision arbitraire de φ(x) à partir de l'algorithme d'approxima-
tion de x. Pour formaliser cette idée, il faut développer la notion de fonction
récursive d'ordre supérieur (voir [Kleene, 1952, Grzegorczyk, 1955]). Nous
admettrons (cf. [Grzegorczyk, 1957]) que cette dé�nition est équivalente à la
suivante.

Dé�nition 2.11. Soient α < β des réels calculables. On dira que f : I =
[α, β]→ R est calculable si :

(i) L'image par f de toute suite calculable de I est une suite calculable (en
particulier, l'image de tout réel calculable est calculable) ;

(ii) f est calculablement uniformément continue : il existe une fonction ré-
cursive d : ω → ω telle que

∀x, y ∈ I, ∀n ∈ ω,

[
|x− y| ≤ 1

d(n)
⇒ |f(x)− f(y)| ≤ 1

2n

]
.

Remarque 2.12. La propriété (i) seule est moins forte : il existe une fonction
continue véri�ant (i) et pas (ii) [Pour-El et Richards, 1989, pp. 67�68]. De
fait, même si les réels calculables sont dénombrables, il n'existe pas de suite
calculable les parcourant tous (voir par exemple [Weihrauch, 2000, pp. 104�
105], ou [Simpson, 1999, p. 77], sa preuve étant aisément transposable) ; on
ne peut donc pas conclure de l'existence, pour chaque suite calculable par-
ticulière, d'une procédure de calcul de f valable pour tous les termes de la
suite, à l'existence d'une procédure de calcul de f valable pour tous les réels
calculables.

Il est aisé de véri�er que les fonctions usuelles (addition, multiplication,
inverse, exponentielle, fonctions trigonométriques...) satisfont cette dé�ni-
tion [Pour-El et Richards, 1989, p. 27]. En particulier, les réels calculables
forment un sous-corps (dénombrable) de R.

On a une version calculable du théorème des valeurs intermédiaires.

Théorème 2.13. Soit f : I = [0, 1]→ R une fonction calculable. Supposons
que f(0) < 0 et f(1) > 0. Alors il existe un réel calculable 0 < ξ < 1 tel que
f(ξ) = 0.

Preuve. Il nous faut distinguer deux cas.
� S'il existe un rationnel r ∈ I tel que f(r) = 0, alors ξ = r est calculable
et convient.

� Si pour tout rationnel r ∈ I, f(r) 6= 0, on construit deux suites calcu-
lables de rationnels (un) et (vn) telles que ∀n ∈ ω, f(un) < 0, f(vn) > 0
et vn−un = 2−n. Ces conditions garantissent qu'elles convergent vers un
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réel ξ et que pour tout n, |un − ξ| ≤ 2−n, de telle sorte que ξ est calcu-
lable. De plus, par continuité de f , on a alors f(ξ) = limn→∞ f(un) ≤ 0
et de même f(ξ) = limn→∞ f(vn) ≥ 0, donc ξ est un zéro de f .
On �xe u0 = 0, v0 = 1. Supposons u et v dé�nies jusqu'au rang n, avec
vn−un = 2−n. Pourm = 1

2
(un+vn), f(m) 6= 0 puisquem est rationnel ;

on peut alors comparer algorithmiquement f(m) à 0 (remarque 2.6).
Si f(m) < 0, on pose un+1 = m, vn+1 = vn ; si f(m) > 0, on pose
un+1 = un et vn+1 = m. Dans les deux cas, vn+1 − un+1 = 2−n−1. Ces
suites sont donc calculables et véri�ent les propriétés voulues.

Remarque 2.14. Là encore, la preuve repose sur une distinction de cas
entre rationnels et irrationnels et n'est donc pas constructive.

Remarque 2.15. La condition (ii) de la dé�nition de fonction calculable est
en fait inutile à la preuve de ce théorème. En fait, seule une version a�aiblie
de la propriété (i) est véritablement nécessaire, à savoir

(i)′ L'image par f de tout réel calculable de I est un réel calculable.

3 L'analyse dans RCA0

Dans le sous-système RCA0 de l'arithmétique du second ordre, l'axiome
de récurrence est remplacé par le schème de Σ0

1-récurrence, qui consiste en
la clôture universelle de(

φ(0) ∧ ∀n (φ(n)→ φ(n+ 1))
)
→ ∀nφ(n)

pour chaque formule Σ0
1 φ(n) ; et le schème de compréhension est remplacé

par le schème de ∆0
1-compréhension, qui consiste en la clôture universelle de

∀n (φ(n)↔ ψ(n))→ ∃X ∀n (n ∈ X ↔ φ(n))

pour chaque formule Σ0
1 φ(n) et chaque formule Π0

n ψ(n).
Nous commençons par étudier les ω-modèles de RCA0 ; nous montrons

en particulier que RCA0 admet un ω-modèle REC dans lequel les seuls
sous-ensembles de ω sont les ensembles récursifs. Nous rappelons ensuite la
dé�nition des réels et suites de réels dans RCA0 et montrons que dans REC,
les réels et suites de réels en ce sens sont exactement les réels et suites de
réels calculables. Nous interprétons pour �nir dans ce cadre les résultats que
l'on peut prouver dans RCA0 ainsi que les limitations de ce sous-système de
l'arithmétique.

18



3.1 Les ω-modèles de RCA0

Nous dirons ici que S ⊆ P(ω) dé�nit un ω-modèle de RCA0 si

(ω,S,+ω, ·ω, <ω, 0ω, 1ω) |= RCA0.

Proposition 3.1. Un sous-ensemble S ⊆ P(ω) dé�nit un ω-modèle de
RCA0 si et seulement si, pour tout m ∈ ω et tous A1, . . . , Am ∈ S don-
nés, tout ensemble récursif relativement aux Ai est dans S.

Preuve. Dans tout ω-modèle, les axiomes de base ainsi que le schème de Σ0
1-

récurrence sont bien sûr satisfaits. Le sous-ensemble S ⊆ P(ω) dé�nit donc
un ω-modèle si et seulement si le schème de ∆0

1-compréhension est satisfait.
En d'autres termes, il faut et il su�t que tout ensemble dé�nissable à la fois
par une formule Σ0

1 et par une formule Π0
n, pour une certaine attribution

de valeurs dans S aux éventuelles variables libres d'ensembles de ces for-
mules, existe dans le modèle, i.e. soit encore dans S. Or les ensembles ainsi
dé�nissables sont par dé�nition les ensembles qui sont ∆0,A1,...,Am

1 pour cer-
tains A1, . . . , Am ∈ S, soit d'après la proposition 1.23, les ensembles récursifs
relativement à certains A1, . . . , Am ∈ S.

Remarque 3.2. Un tel S ⊆ P(ω) est souvent appelé idéal de Turing ou
degré d'insolubilité dans la littérature.

On en déduit immédiatement :

Corollaire 3.3. L'ensemble des sous-ensembles récursifs de ω dé�nit un ω-
modèle REC de RCA0.

Preuve. Si A1, . . . , An sont des ensembles récursifs, alors tout ensemble ré-
cursif relativement aux Ai est encore récursif.

Remarque 3.4. On peut adapter les méthodes que nous avons employées
ici au cas du sous-système ACA0 : on peut démontrer que l'ensemble des
sous-ensembles arithmétiques (dé�nition 1.15) de ω dé�nit un ω-modèle de
ACA0 [Simpson, 1999, chap. viii].

3.2 Réels, suites de réels et fonctions dans RCA0

DansRCA0, on peut dé�nirN par la formule x = x, où x est une variable
numérique. Dans tout ω-modèle, N désigne alors ω. On dé�nit ensuite les
ensembles Z et Q comme des sous-ensembles de N en utilisant la fonction
de codage

〈n,m〉 = (n+m)2 + n
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qui dé�nit un isomorphisme récursif N2 → N ; nous omettons les détails
(voir [Simpson, 1999, ii.2, ii.4]). Il est facile de montrer que les fonctions de
décodage correspondantes sont également récursives.

De même, on peut représenter un couple (m, q) ∈ N × Q par l'entier
〈m, q〉, et on peut alors représenter une suite de rationnels (qn)n≥0 par le
sous-ensemble

{〈n, qn〉 | n ≥ 0} ⊆ N.

Formellement, on donne la dé�nition suivante.

Dé�nition 3.5. Dans RCA0, une suite de rationnels est un sous-ensemble
X ⊆ N véri�ant les conditions

(i) ∀n [n ∈ X → ∃k ∃l, n = 〈k, l〉]
(ii) ∀n∃q (q ∈ Q ∧ 〈n, q〉 ∈ X)

(iii) ∀n∀m1,m2 [(〈n,m1〉 ∈ X ∧ 〈n,m2〉 ∈ X)→ m1 = m2].

On dé�nit alors les réels de la manière suivante.

Dé�nition 3.6. Dans RCA0, un nombre réel est une suite de rationnels
(qn)n telle que

∀k ∀i, |qk − qk+i| ≤ 2−k. (6)

On dit que deux réels (qn)n et (q′n)n sont égaux, et l'on note (qn) =R (q′n),
dès lors que

∀k, |qk − q′k| ≤ 2−k+1.

On peut alors prouver le résultat suivant. Remarquons que pour ne pas
compliquer inutilement notre langage, on identi�e ici REC à une partie de
l'univers mathématique habituel.

Proposition 3.7. Les réels qui existent dans le modèle REC de RCA0 sont
précisément les réels calculables.

Preuve. Soit (qn) un réel dans le modèle REC deRCA0. Notons ξ la limite de
cette suite de Cauchy dans l'ensemble R habituel. La condition (6) implique

∀k, |qk − ξ| ≤ 2−k,

qui est précisément la condition (2) de la dé�nition 2.2 ; donc ξ est calculable
si et seulement si la suite de rationnels (qn) l'est. Toute suite de rationnels
(qn) correspond, par la méthode de codage précédent, à un sous-ensemble
X(qn) ⊆ ω : il nous reste à montrer que X(qn) est récursif si et seulement si
la suite (qn) est calculable.
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Si (qn) est calculable, on écrit qn = p(n)/q(n) avec p et q récursives ; alors

X(qn) =

{
(n, q) ∈ N×Q

∣∣∣∣ q =
p(n)

q(n)

}
est récursif. Réciproquement, si X(qn) est récursif, il existe une procédure
algorithmique pour calculer les termes de (qn) : pour n �xé, il su�t de par-
courir les couples (n, q) et de leur appliquer la procédure de décision de X(qn)

jusqu'à rencontrer le couple (n, qn) ∈ X(qn).

On peut également encoder les suites doubles de rationnels par des en-
tiers, et donner une caractérisation explicite des sous-ensembles de N qui
dé�nissent ainsi une suite double, sur le modèle de la dé�nition 3.5. On dé-
�nit alors dans RCA0 les suites de nombres réels.

Dé�nition 3.8. DansRCA0, une suite de nombres réels est une suite double
(qn,k)n,k≥0 telle que

∀n∀k ∀i, |qn,k − qn,k+i| ≤ 2−k (7)

On démontre alors comme précédemment le résultat suivant.

Proposition 3.9. Les suites de réels qui existent dans le modèle REC de
RCA0 sont précisément les suites calculables au sens de la dé�nition 2.7.

Preuve. En notant ξn = limk→∞ qn,k (dans l'ensemble R standard) la condi-
tion (7) se réécrit

∀n∀k, |qn,k − ξn| ≤ 2−k

ce qui est la condition (5) de la dé�nition 2.7. Il su�t donc de montrer que
la suite double (qn,k) est calculable si et seulement si le sous-ensemble de ω
correspondant est récursif, ce qui peut se faire sans di�culté particulière sur
le modèle de la démonstration précédente.

En ce qui concerne les fonctions, la situation est beaucoup plus com-
plexe. La dé�nition de fonction continue que donne Simpson dans RCA0

[Simpson, 1999, p. 85] est en fait beaucoup trop faible pour garantir la calcu-
labilité (au sens de la dé�nition 2.11) des � fonctions continues � (au sens de
la dé�nition de Simpson) qui existent dans REC. Il est cependant possible,
pour φ une fonction continue au sens de Simpson, d'établir dans RCA0 que
pour tout réel x de son domaine, φ(x) existe [Simpson, 1999, id.]. Par consé-
quent, la dé�nition de Simpson su�t pour établir que toute fonction continue
φ qui existe dans REC véri�e la propriété (i)′ de la remarque 2.15 : l'image
par φ de tout réel calculable est un réel calculable.
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3.3 Le système RCA0 et l'analyse calculable

Puisque REC |= RCA0, tout résultat démontrable dans RCA0 doit être
vrai dans le modèle REC que nous venons d'étudier, c'est-à-dire doit être vrai
en remplaçant � réel � par � réel calculable � et suite par � suite calculable �.
On peut par exemple en déduire la proprosition suivante.

Proposition 3.10. Le théorème de Bolzano-Weierstrass n'est pas démon-
trable dans RCA0.

Preuve. Si le théorème de Bolzano-Weierstrass était démontrable dans le
système RCA0, il serait vrai dans REC au sens où toute suite calculable
admettrait une valeur d'adhérence calculable. Or nous avons vu en 2.2 qu'il
existe des suites calculables convergentes dont la limite n'est pas calculable
(proposition 2.10).

Remarque 3.11. Simpson prouve en fait que l'on peut démontrer dans
RCA0 l'équivalence entre le théorème de Bolzano-Weierstrass et l'axiome
de compréhension arithmétique qui caractérise le système plus fort ACA0

[Simpson, 1999, chap. iii.2].

Pour illustrer la tension qui peut exister entre le projet de � mathéma-
tiques à l'envers � de Simpson et l'interprétation de ses résultats dans des
modèles di�érents du modèle standard de l'arithmétique du second ordre,
nous mentionnons à présent le résultat suivant [Simpson, 1999, p. 77].

Proposition 3.12. On peut démontrer dans RCA0 que pour toute suite de
réels (ξn)n, il existe un réel ξ′ tel que ∀n, ξn 6= ξ′.

Simpson présente ce résultat comme une preuve dans RCA0 de l'indé-
nombrabilité deR. C'est exact du point de vue des mathématiques à l'envers :
ce résultat correspond, dans le modèle standard de l'arithmétique du second
ordre, à l'indénombrabilité des réels. En revanche, dans REC, l'interprétation
en est très di�érente : il s'agit du fait, déjà évoqué à la remarque 2.12, qu'il
n'existe pas de suite calculable parcourant tous les réels calculables.

Quant au théorème des valeurs intermédiaires, il est démontrable dans
RCA0. Ce résultat s'interprète dans le cadre de l'analyse calculable : on
peut montrer que ce théorème est vrai de toutes les fonctions continues au
sens de la dé�nition de Simpson qui existent dans REC. En e�et, comme nous
l'avons vu à la �n de la section précédente, celles-ci véri�ent toutes la condi-
tion a�aiblie qui su�t à démontrer le théorème des valeurs intermédiaires
calculable (remarque 2.15).
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