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Motivations 1/3

Zone uni�ée incluant de nombreuses villes, avec une stratégie
de con�nement commune.

Valider l'e�cacité ?

• blocage précoce

• ralentissement (hôpitaux engorgés)

• éradication ?
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Motivations 2/3

Observation de la dynamique de propagation spatiale :
http:

//barthes.enssib.fr/coronavirus/cartes/RFrance/

Les grandes aires urbaines comme noyaux de transmission et
une dispersion limitée alentour.

Septembre 2020, Nord Septembre 2020, Sud

http://barthes.enssib.fr/coronavirus/cartes/RFrance/
http://barthes.enssib.fr/coronavirus/cartes/RFrance/
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Motivations 3/3

• Villes comme centres de transmissions -> les noeuds du
réseau

• Distribution à queue lourde des tailles de villes
loi de puissance

• Biais des transmission selon la taille des villes

• Quelle référence pour les restrictions de con�nement ?
Uniforme (�variante U�) vs Proportionnelle (�variante P�)
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Les types de transmission

2 types de transmission entre les villes :

• Un citoyen infecté de la ville X
génère une nouvelle infection
alors qu'il/elle visite la ville Y .
On dit que Y est infectée de l'intérieur.

• Un citoyen de la ville Y est infecté
alors qu'il/elle visite la ville infectée X
et revient en propageant la maladie dans la ville Y .
On dit que Y est infectée de l'extérieur.



Le modèle Analyse théorique Résultats des simulations

Les taux d'interactions

Noyau d'interactions simpli�é, non spatialement explicite.
Fonction des tailles de ville x et y
(de resp. X et Y ) comme suit :

k(x , y) := k0 x
1+by a + k0 x

ay 1+b,

• a biais vers la visite de grandes villes
(neutre est a = 1 mais a > 1 attendu)

• b biais vers plus de voyages
depuis les grandes villes

(neutre b = 0, incertain si b > 0 ou b < 0 est plus valide)
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Le graphe des villes

Distribution de la taille des villes : β.

• avec les 35 000 communes françaises, regroupées en Aires
d'Attraction (INSEE)

• avec les 350 Powiats polonais

• avec les données japonaises (travail en cours à con�rmer)

• avec des lois de Pareto :

β(dx) :=
1{x>xL}

Z
x−ϕdx , avec xL > 0 et ϕ > 1.

ϕ > 2 signi�e premier moment �ni, ϕ > 3 signi�e variance
�nie.
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Le graphe des villes

Aires d'Attraction des villes françaises :

Cartographie
Réseaux de transports inclus

implicitement

Distribution de taille avec ϕ̂ ∼ 1.8
sachant que l'aire parisienne se distingue
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Le graphe des villes

Distribution de taille des Aires
d'Attractions de France,

ϕ̂ ∼ 1.8

et des Powiats polonais,
ϕ̂ ∼ 3.18
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Functional Urban Area

Construction analogue dé�nie pour les di�érents pays de
l'OCDE, en distinguant moins de zones néanmoins.

FUA en France échelle européenne
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Functional Urban Area

Pologne Japon
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Estimation du noyau via les marginales

Les aires d'attraction de villes françaises corroborent le modèle
(mieux que les Communes) :

Estimation de a Estimation de b

En plus, meilleure pertinence pour la cohésion et l'applicabilité
des mesures de restriction.
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Estimation via les marginales

Pour la Pologne Pour le Japon

Pas aussi bon pour les Powiets polonais ou les unités
japonaises, sans que cela soit choquant.
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Les taux de transmission

Réglementation e�cace : juste quelques infections vers
l'extérieur
Au moment d'infection : simple élimination des connexions
vers la ville infectée
Supposons : IX personnes infectées
(dans la ville X au moment de son con�nement)

• Probabilité que la ville Y soit infectée de l'intérieur
par un citoyen de X :
-> Proportionnelle à IX · xb · y a.

• Probabilité que la ville Y soit infectée de l'extérieur
par un citoyen de X :
-> proportionnelle à (IX/x) · xa · y 1+b.
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La stratégie de con�nement

Pour simpli�er, con�nement complet supposé.
→ Plus aucune transmission par la suite (état R).
A l'échelle de la ville infectée :

• Variante ′′P ′′ pour Proportionnel :
seuil �xé en termes de taux d'incidence
-> IX ∼ p0 · x , p0 à ajuster

• Variante ′′U ′′ pour Uniforme (cf. zéro-covid) :
seuil �xé en valeurs absolues
-> IX ∼ L0, indépendant de la ville infectée X .
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Comparaison des stratégies de con�nement
Quelle relation entre p0 et L0 ?

• R0 identique : problème de robustesse

• sinon, quel autre indicateur épidémiologique ?

• coïncident en moyenne lors du choix d'une ville au
hasard ?

L0 :=

∫
R+

p0 x β(dx).

• coïncident en moyenne lors du choix d'un individu au
hasard ?

L0 :=

∫
R+

p0 x
2β(dx)∫

R+
xβ(dx)

.
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Approximation par un processus de branchement

Taille des villes infectées secondairement après X :
M

(X )
A (dy) +M

(X )
B (dy)

Mesures aléatoires de Poisson avec mesure d'intensité
resp. K

(X )
A · νA(dy). et K (X )

B · νB(dy) où

K
(X )
A := kI IX xb Za, K

(X )
B := kI (IX/x) · xa Z1+b,

νA(dy) := y aβ(dy)/Za, νB(dy) := y 1+bβ(dy)/Z1+b,

Zu :=

∫
R+

yuβ(dy).
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Une réduction à deux types

Projection sur un sous-espace bidimensionnel :

• νA, νB distributions de la taille des villes infectées
respectivement de l'intérieur et de l'extérieur

• K
(X )
A ,K

(X )
B nombre moyen de villes infectées

respectivement de l'intérieur et de l'extérieur par X .

• 2×2-matrice W avec des entrées :
WAA =

∫
νA(dx)K

x
A, WAB =

∫
νA(dx)K

x
B ,

WBA =
∫
νB(dx)K

x
A, WBB =

∫
νB(dx)K

x
B .
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Comparaison des stratégies

Lorsque l'épidémie ne s'éteint pas directement :

• Nombre moyen de personnes infectées à un certain temps

IU =

∫
R+

L0 · πU(x)β(dx), IP =

∫
R+

p0x · πP(x)β(dx).

• Nombre moyen d'individus mis en quarantaine :

QU =

∫
R+

x · πU(x)β(dx), QP =

∫
R+

x · πP(x)β(dx).

On calibre L0 et p0 avec IU = IP = I∗.
Avec quelle stratégie a-t-on eu besoin du moins de personnes
isolées ?
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Comparaison des stratégies

Isolement vs infectés

Soit β une mesure de probabilité (non-Dirac),
a, kI , I⋆ > 0 sont donnés et supposons que b = a − 1.

1. Si a < 1, alors QU > QP .

2. Si a = 1, alors QU = QP .

3. Si a > 1, alors QU < QP .
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Généralisation du résultat précédent

Variation de log(IU/IP) selon a et b
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Ajustement des deux stratégies selon le R0

Pour u > 0, soit Zu :=
∫
xuβ(dx).

Seuils vs R0

Dé�nissons γ := max{2a, 2+ 2b} et δ ≤ min{2a− 1, 2b + 1}.
Si Zγ < ∞ :

(p0/L0) · (R (U)
0

/R
(P)
0

) ≤ Zδ/Zδ+1.

Comparaison des seuils à R0 �xé :

• Si a ≥ 1/2, b ≥ −1/2, p0 ≤ L0 · Z1.

• Si a ≥ 1, b ≥ 0, p0 ≤ L0 · (Z2/Z1).
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Probabilité d'infection

en fonction de la taille de la ville

ρ(x) : probabilité qu'une ville de taille x soit infectée.

Formule du branchement :

ρT = 1− exp(−T ρT ),

survie du processus en temps arrière
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Probabilité d'infection

en fonction de la taille de la ville

Prédictions cohérentes, même pour les données françaises très
hétérogènes :

Stratégie U Stratégie P

Via les données d'aires d'attraction, a = 0.96, b = −0.09,
678 villes considérées, ajustement via ρT (x0) = 0.5
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Probabilité d'infection

en fonction de la taille de la ville

Enjeu du bon jeu de donnée

Stratégie U Stratégie P

Via les données des Communes Françaises, restriction à 50km,
a = 0.83, b = −0.27,
11.845 villes considérées
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Probabilité d'infection

en fonction de la taille de la ville

Pour les données polonaises

Stratégie U Stratégie P

Par Powiat, restriction à 30km, a = 1.95, b = −0.11,
341 unités, ajustement via ρT (x0) = 0.5
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Probabilité d'infection

en fonction de la taille de la ville

Pour les données japonaises

Stratégie U Stratégie P

Par "municipalité", restriction à 30km, a = 1.11, b = 0.10,
1600 unités
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Probabilité d'infection

en fonction de la taille de la ville

Sur des cas simulés, avec 10.000 villes.

Exposant 6 Exposant 2
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Probabilité de générer une explosion

en fonction de la taille de la ville
γ(x) : probabilité qu'une ville de taille x soit infectée.

Formule du branchement :

γT = 1− exp(−T ∗γT ),

survie du processus en temps progressif.

Stratégie P Stratégie U
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Méthode de comparaison

Ici variante “U ′′, plus régulière.
Modèle ajusté sur la probabilité d'une ville infectée
Ajustement de la référence temporelle entre les 200
exécutions :

• seuil L sur le nombre d'infectés
(début aléatoire de la nouvelle échelle de temps)

• nombre total d'infectés : L = 30

Estimation du R0 avec régression des moindres carrés
(en échelle log) sur intervalles de longueur variable
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Données réelles des Aires d'Attraction en France

a = 0.96, b = −0.09, Nc ∼ 650, exposant ϕ̂ ∼ 1.8.

via le nombre total d'infectés
en duplicant chaque ville dix

fois
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Loi de puissance avec un exposant de 4

Présenté dans le cas a = 0.8, b = 0.2, Nc = 100, 000.

ajustement à une croissance
exponentielle

Estimation de R0

Référence pour une situation plutôt régulière.
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Données réelles des Powiats polonais

a = 1.95, b = −0.11, Nc ∼ 350, exposant ϕ̂ ∼ 3.2.

via le nombre total d'infectés
avec réplications des villes par

10
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Loi de puissance avec un exposant de 2

a = 1.2, b = −0.1

Stratégie U Stratégie P
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Loi de puissance avec un exposant de 2.14
Nombre variable NC de villes

NC = 100, 000 NC = 350, 000

NC = 1, 000, 000

Exposant choisi comme pour les Gemeindeverbände, proche de
celui des Communes.
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Loi de puissance avec un exposant de 3
Nombre variable NC de villes :

NC = 100, 000 NC = 300, 000

NC = 1, 000, 000
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Conclusion

• Très grande hétérogénéité des tailles de ville qui rend
di�cile le contrôle

• Des situations assez contrastées entre pays

• La stratégie uniforme n'est pas si favorable
qu'initialement pensé

• Di�culté de comparaison entre stratégies adaptatives

• Enjeu de la bonne dé�nition d'unité locale



Le modèle Analyse théorique Résultats des simulations

A garder à l'esprit :

• Incertitude quant au nombre réel d'infectés au moment
du con�nement

• Transmissions locales d'une ville à ses voisines

• Hétérogénéité du taux de croissance entre di�érentes villes

• Fluctuations temporelles
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Merci de votre attention !
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