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Le modéle de "'optimum mobile

Taux de croissance décroissante avec la distance a un optimum mobile
Profil en translation a vitesse v

trait of the population trait for different populations

. Erowth
rate e

Pour simplifier, les populations seront supposées homogénes
a tout instant t :

= a priori plus adapté aux populations asexuées
= temps de fixation négligé
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Un couplage entre les dynamiques écologiques et évolutives

'Xt:x—vt%—z Wi,
T:.<t

I'écart a I'optimum mobile

t t
N, = n +/ (r(Xs) Ns — ¢, (Ns)?) ds + a/ V/Ns dB,
0 0

la taille de la population

tant que t < 7y,

\

ou |'extinction de la population est naturellement définie par

Ty = inf{t, N; =0} : N0



Dynamique évolutive

® (Xi)>0 : écart a I'optimum
= translation & vitesse v sans mutations

® Fixation des mutations régie par un processus ponctuel :
® Taux de fixation d'une mutation W € dw (X;— — Xi— + W) :

produit f(N;) x g(X—, w) x v(dw)
v(dw) : profil des mutations pour un individu
g(Xi—,w) : probabilité de fixation
f(N¢) : taux d'apparition d'une mutation dans la population entiére
— f(n) = C n est un choix naturel
® Processus de Markov : pas d’autre dépendance dans le passé
= Processus ponctuel de Poisson
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Une dynamique écologique, mais pourquoi ?

® [Extinction plus probable pour une population mal-adaptée
= Un deuxiéme niveau de sélection naturelle
car seules les populations survivantes sont considérées

® Une taille de population plus réduite pour une population maladaptée
= moins de mutations
= premier niveau de sélection naturelle ralenti

Caractériser le seuil de perturbations a partir duquel la population est incapable
de s'adapter?
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Un exemple typique 3 :

trait for different populations

time

time time
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Distribution quasi-stationnaire et notions associées pour
mieux appréhender |I'adaptation des populations soumises
a la transformation de leur environnement

travail de thése en collaboration avec Michaél Kopp et Etienne Pardoux
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De quelle quasi-stationnarité est-il question ?

Nous allons pouvoir &tre plus précis que :

P, n((Xe, Ni) € (dX', dn’), t < 75) ~ e *h(x, n) a(dx’, dn').

Convergence exponentielle en variation totale!

Il existe h positive bornée sur X xR et une mesure de probabilité « tels que
Jaw, h(x, n)a(dx, dn) =1 et

sup || Pun((Xe, Ne) € (d¥', dn'), t < 7o) — h(x, n) a(dx’, dn')||;, < Ce™*
xeX

cf Adaptation of a population to a changing environment under the light of

. L O®
quasi-stationarity COnDE



Propriétés a vérifier 7 1/2

On repart des critéres proposés dans mes preprints
Unique Quasi-Stationary Distribution, with a possibly stabilizing extinction
Exponential quasi-ergodicity for processes with discontinuous trajectories

On a recours a une décomposition de I'espace d'états, pour s'approcher de plus
en plus des bords et de I'infini :

(Dp)n>1 définit une séquence de fermés emboités dans X,
au sens ot :V n, D, C int(Dy11).
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Propriétés a vérifier 7 2/2

® (A1) Mélange, par minoration locale du semi-groupe
via une mesure de référence ( (style Doeblin)

® (A2) Echappée des transitoires,
éloignement du bord (par répulsion ou contre-absorption),
a comparer a une estimée de survie

® (A3) Comparaison asymptotique de survie,
. _ P, (t < 1)
estimée en temps long limsup sup ———= .
t—o0o xeX ]P)C(t < 7-8)
® (A3r) Absorption avec contrdle des échecs,
pour se ramener a un contrdle d'événements sur une période de temps finie.



Dynamique évolutive

® (Xi)>0 : écart a I'optimum
= translation & vitesse v sans mutations

® Fixation des mutations régie par un processus ponctuel :
® Taux de fixation d'une mutation W € dw (X;— — Xi— + W) :

produit f(N;) x g(X—, w) x v(dw)
v(dw) : profil des mutations pour un individu
g(Xi—,w) : probabilité de fixation
f(N¢) : taux d'apparition d'une mutation dans la population entiére
— f(n) = C n est un choix naturel
® Processus de Markov : pas d’autre dépendance dans le passé
= Processus ponctuel de Poisson

IO

BY NC



Un couplage entre les dynamiques écologiques et évolutives

'Xt:x—vt%—z Wi,
T:.<t

I'écart a I'optimum mobile

t t
N, = n +/ (r(Xs) Ns — ¢, (Ns)?) ds + a/ V/Ns dB,
0 0

la taille de la population

tant que t < 7y,

\

ou |'extinction de la population est naturellement définie par

Ty = inf{t, N; =0} : N0



Conditions suffisantes 1/2

Probabilité positive pour toutes les mutations potentielles de se fixer :
g(x,w) >0

r(x) — —oo avec ||x|| — oo
(suffisamment faible devrait suffire en pratique, méme en restant positif)
conditions de régularité

des bornes inférieures pour f, g et v
pour garantir |'apparition de mutations d'effet donné
et rendre diffuse la loi de I'écart phénotypique

succession ordonnée de temps de sauts :
le plus simple avec g bornée par 1, v mesure de proba ©O0®
(extension : accumulation de sauts ?) S



Conditions suffisantes 2/2

® Seules les mutations avantageuses sont fixées :
|x + w| > |x| < g(x,w) =0, sinon g(x,w) >0

® |es autres hypothéses sont identiques

« Toujours valable pour toute vitesse v > 0
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Profils de DQS «

population size density

P(x,n (X, N)e € (dx, dn) ; t < 7]
= a(dx, dn)

Adaptation spontanée

pseudo-adaptation : sélection par |'ex-

Régime intermédiaire AR
tinction
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Profils de DQS «

En reprenant la probabilité d’invasion sans effet de taille de population.

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

U
Pix,n (X, N)e € (dx, dn) ; t < 7]
= a(dx, dn)

Ecart a I'optimum

Adaptation spontanée

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

pseudo-adaptation : sélection par I'ex—— 0

L. . T
RAaima intarmadiniva



""capacité de survie"

population size

Adaptation spontanée

Régime intermédiaire .
I'extinction

pseudo-adaptation : sélection par

©.08



Profils 3D de la "capacité de survie"

pseudo-adaptation : sélection par I'ex

Régime intermédiaire



Q-processus

Existence du Q-processus :

Il existe une famille (Q,), e, (xxw, ) de probabilités sur € définie par :

lim Pu(As ; t < 79) = Qn.u(As)

t—00

pour tout As Fs-mesurable.

ol hy,pu(dx) := %u(dx)
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Convergence du Q-processus

Unique distribution stationnaire 5 := h,« i.e. 5(dx, dn) = h(x, n) a(dx, dn).

Convergence pour le Q-processus
Avec le méme ¢ > 0 :
Vu € Mi(XxRy), 3C(pn) >0, Vt >0,
Q. . ((Xe, Ne) € (dx, dn)) — B(dx, dn)|| 1, < C(u)e™"

A priori, convergence non exponentielle pour le Q-process
©O0®



Générateur du Q-processus

Caractérisation du générateur
(X:¢) de Markov sous Q.  Générateur Q; t.q.

e/\t

<5X Qt| 90> = h(X)

(0x Pe| h < )
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Générateur infinitésimal du Q-processus

Pour le processus de départ :
Lo(n, x) :=(r(x) — ¢ n) nBpd(n, x) + Z"2H(n, x) — v d(n, x)
+ [ vldw) £(n) gl w) (9 x + ) = 9. ),
Pour le Q-process, sous conditions de régularités (encore & prouver) :
£9(n, %) = [(r(x) — ¢ 1) + 0 B, log(h(n, x))] n Bud(n, X)

+ Z2026(n, x) — v Okd(n, x)

[ ) £ gt U S 004 w) = om0

(via la formule sur @; et le fait que £91 = 0)
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Log-dérivée selon x de la "capacité de survie"

population size

Oxh(x,n
ax |Og(h(X, n)) = hl(7)(<,n))
ici représentée.

pseudo-adaptation : sélection par
I'extinction

Régime intermédiaire
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Log-dérivée selon y oc 4/n de la "capacité de survie"

Peu de différence selon v (flucuations démographiques rapides)

On log(h(x, n)) = %)

ici représentée.

pseudo-adaptation : sélection par |'ex-
tinction

On repére néanmoins que la zone d’adaptation favorable se voit renforcée !

Adaptation spontanée



Quasi-ergodicité pénalisée a la Feynman-Kac
AF) = lim_o0 Hlog E,, [exp(ct (Je| F)), t < T9).

Ye(c) serait la valeur pour laquelle pour tout 11 et € > 0 :

lim Q) [|(Je| F) — vr(c)| > €] =0,

t—00
ol pour tout ensemble F;-mesurable A; :

E, [exp[ct (Jr | F)] ; Aet < 9]

(cF),t -
@ M = E, [explct (J:| F)] ; t < 73]
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La moyenne des sauts sous pénalisation

On peut relier Yr(c) a alcF) (le QSD pénalisée),
a 7{F) (la capacité de survie pénalisée),
et au taux de sauts j(x, dy) de x a y par :

br(c) = /X o) (dx) /X jx. dy) 1P (y) exple Fx, y)] Flx,y).
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Exemple illustratif
F(x,y)=—6(y —x) si y —x € (0.05,0.1), 0 sinon
On voit clairement la déstabilisation du systéme, avec un taux d'extinction beaucoup plus

important.

D’autre part, le profil des mutations semble presque inchangé.
Il semble donc que cette direction de déformation soit particuliérement colteuse.
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Comparaison avec des sauts indépendants

F(x,y) = —c(y —x) si y — x € (0.05,0.1), 0 sinon,
pour différentes valeurs de ¢

Exponential rate of decay

>
20 « Empirical estimate of the jumps on a traiectery
- Theoretical estimats threugh the junp rate of the Q-processes
+* » Independent increments (comparison)
15 +
o -
>
2%
>
1.0 ]
<
+ 5 - -
- L]
-+ o
o] ® e
= ¥ e
-
e 3
-
0.0 ® L em &
—2.8 —2.4 —2.2 —2.0 —1:8 —1.8 —1.4

Averaged value of the penalizing function
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Hypothése 1

Pour une mesure de probabilité { € M1(X') (vue comme paramétre a ajuster) :

Vn>1, dm>n, Jdt,c>0, VxeD,,

P, (Xt €dx; t<ty, Vs<t, Xs € Dp) > c ((dx).




Hypothése 2

Etant donné p > ps, il existe E C Dy tel que, avec
e =inf{t>0; X, € E}:

supeexy Ex (exp[p (e A 79)]) < o0,
oU nous définissons comme un taux de survie :

ps=sup{p >0 ; supliminf e” Pc(t <79 A Tp,) =0} V0.
L>1 t>0

Controéle des composantes de descente ©



Confinement par le déclin de population

taille de population v
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Hypotheése 3

Px(t < Ta)
t—oo x€Dg ]P)C(t < 7—8)

limsup sup

Grace a cette estimation, a condition que T soit assez grand :

WA(dx) > d x C(dx) = phepr(dx) > cd x CAT(d)
ot pA(dx) =P, (Xe € dx | t < 7p)




"Absorption avec échecs"

Avec les notations précédentes (, E, et p > ps :

Vee (0,1), 3t >0, 3¢ >0, VxeE,
U= o0, Py-ps.sur {t A7y < U}
avec P, (t <19 A U) < e exp(—pt)
et pour un temps d'arrétV :
Po(X(U) € dx; U<t) <cPe(X(V)edx; V<),

+ des conditions de régularité de cette définition de U par rapport & x afin que la
propriété de Markov puisse étre satisfaite.




Preuve de la comparaison asymptotique de survie
dans un modéle discret 1/2

lim s . Px(t < 7‘3)
| u up ———
t—>oop XE.)E' PC(t < 7-3)

Si le processus peut "facilement" atteindre un état x a partir de la condition
initiale ¢, alors la survie depuis x entraine la survie depuis (. Ainsi :

[im sup su Px(t = Ta)
t%oop xelE Pg(t < 78) .

est valide pour tout ensemble fini F.
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Complexité du modéle & dimension infinie

® [dée 1 :Se ramener a un systéme découplé
par la transformation de Girsanov
en dehors d'un événement de probabilité assez faible (ce™**)

® |dée 2 : en adaptant les inégalités de Harnack
mais dans un petit intervalle de temps, le cas sans saut n’'est pas rare
et dans un grand intervalle de temps, c’est le cas avec beaucoup de sauts
n'est pas rare
® [dée 3 : en s'arrétant au premier temps de saut,
maintenant que l'indépendance avec le Brownien est obtenue !
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Controle des irrégularités

On part d'une condition initiale aprés sortie du domaine transitoire,

donc assez réguliére.

En temps trés court, on s'attend alors 3 pouvoir préserver une bonne régularité
(pour les contréles par Girsanov), c'est-a-dire :

® Pas de remontée rapide des moments
(méme conditionnellement a la dynamique de Xp)

® Xp a une distance minorée de ses bords 0 et 1

® La descendance des types regroupés a l'instant initial
vouée 3 rapidement disparaitre
= perte de dépendance dans ces types
(3 une légére variation de densité prés) 0O
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Perspectives a éclaircir

® Une notion de vitesse critique du changement environnemental grace a la
quasi-ergodicité :
® Comparer le taux d'extinction (de la DQS) au taux de convergence (via les corrélations)
® |dée : via la variance de h(X, N) ot (X, N) ~ a(dx, dn)

® Plus d'informations sur la dynamique du processus avec un horizon de survie

® Etude de la dynamique du Q-processus
= dérivés du logarithme de la capacité de survie

® Etude de I'advenue de I'extinction par le processus de retour dans le temps passé
= dérivées du logarithme de la DQS

® FEtude du profil des mutations maintenant la stabilité

= Contraintes de grande déviation données par les modéles pénalisés de Feynman-
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