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Un couplage entre les dynamiques écologiques et évolutives

(S)



Xt = x − v t +
∑
Ti≤t

Wi ,

l'écart à l'optimum mobile

Nt = n +

∫ t

0

(
r(Xs) Ns − cp (Ns)

2
)
ds + σ

∫ t

0

√
Ns dBs ,

la taille de la population

tant que t ≤ τ∂ ,

où l'extinction de la population est naturellement dé�nie par
τ∂ := inf{t, Nt = 0}:
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Le modèle de l'optimum mobile

Fitness décroissante avec la distance à un optimum mobile
Pro�l en translation à vitesse v

Pour simpli�er, les populations seront supposées homogènes
à tout instant t :

⇒ a priori plus adapté aux populations asexuées
⇒ temps de �xation négligé
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Dynamique évolutive

• (Xt)t≥0 : écart à l'optimum
⇒ translation à vitesse v sans mutations

• Fixation des mutations régie par un processus ponctuel :
• Taux de �xation d'une mutation W ∈ dw (Xt− → Xt− +W ):

produit f (Nt)× g(Xt− ,w)× ν(dw)

ν(dw) : pro�l des mutations pour un individu
g(Xt− ,w) : probabilité de �xation

f (Nt) : taux d'apparition d'une mutation dans la population entière
→ f (n) = C n est un choix naturel

• Processus de Markov : pas d'autre dépendance dans le passé
⇒ Processus ponctuel de Poisson
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Une dynamique écologique, mais pourquoi ?

• Extinction plus probable pour une population maladaptée
⇒ Un deuxième niveau de sélection naturelle
car seules les populations survivantes sont considérées

• Une taille de population plus réduite pour une population
maladaptée

⇒ moins de mutations
⇒ premier niveau de sélection naturelle ralenti
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Présentation du modèle

Quasi-ergodicité exponentielle

Interpretation
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Convergence vers une unique QSD

Convergence exponentielle uniforme en la condition initiale :

Pour tout L ≥ L̂, il existe une unique QSD α ∈M1 ((−L, L)× R+)

telle que, avec τ∂ := inf{t > 0, Nt = 0} ∧ inf{t > 0, |Xt | ≥ L}
∃C > 0, ∃ζ > 0, ∀µ ∈M1 ((−L, L)× R+) , ∀t > 0,

‖Pµ ((X , N)t ∈ (dx , dn) | t < τ∂)− α(dx , dn)‖TV ≤ Ce−ζt

Estimée de couplage
suivant les critères dé�nis par N. Champagnat et D. Villemonais [1]
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Conditions su�santes

• Seules les mutations avantageuses sont �xées :
|x + w | > |x | ⇔ g(x ,w) = 0, sans quoi g(x ,w) > 0

• conditions de symétrie et de régularité

• minorants de f , g et ν pour garantir que des mutations vont
en e�et apparaître et faire di�user l'écart à l'optimum

• g bornée par 1, ν mesure de probabilité.

∗ Aucune valeur critique pour le changement environnemental v
Valable pour tout v > 0
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Un quasi-équilibre ?

• α QSD ⇒ mesure propre "à gauche" du semi-groupe de
transition, ie

∀ t > 0, Pα ((X , N)t ∈ (dx , dn) | t < τ∂) = α(dx , dn)

• λ0 : taux d'extinction → ∀ t > 0, Pα(t < τ∂) = e−λ0 t

• la "capacité de survie à long terme" η :

P(x , n)(t < τ∂)

Pα(t < τ∂)
−→
t→∞

η(x , n)

• η fonction propre "à droite" du semi-groupe de transition, ie

∀ t > 0, ∀ (x , n), η(x , n) = e+λ0 t E(x , n) [η(Xt , Nt) ; t < τ∂ ]
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Pro�ls de QSD α

L'extinction améliore peu
l'adaptation ici

P(x , n)

[
(X ,N)t ∈ (dx , dn)

∣∣∣ t < τ∂

]
−→
t→∞

α(dx , dn)

Régime intermédiaire
pseudo-adaptation : sélection
par l'extinction
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Pro�ls de la "capacité de survie à long terme"

L'extinction améliore peu
l'adaptation ici

η(x , n) := lim
t→∞

P(x , n)(t < τ∂)

Pα(t < τ∂)

Régime intermédiaire
pseudo-adaptation : sélection
par l'extinction
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Critères à véri�er

Choisir αc (mesure de couplage) véri�ant:

Génération de la mesure de couplage

il existe t1 > 0, c1 > 0 tels que :

∀v ∈ V, Pv (Vt1 ∈ dv | t1 < τ∂) ≥ c1 αc(dv)

Persistance de la mesure de couplage

il existe t2 > 0, c2 > 0 tels que :

∀t ≥ t2, Pαc (t < τ∂) ≥ c2 sup
v∈V

Pv (t < τ∂)

modèle couplé

1. Vt = (Xt ,Nt)

2. V =]− L, L[×R+
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2 grandes étapes pour la "génération"

∀(x , n), P(x , n)((X ,Y )t1 ∈ (dx , dn) | t1 < τ∂) ≥ c1 αc(dx , dn)

• Sortie du bord

• Migration d'un état quelconque aux états de αc
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3 grandes étapes pour la "persistance"

Pαc (t < τ∂) ≥ c2 P(x , n)(t < τ∂), ∀(x , n), ∀t ≥ t2

• Dc : domaine accessible depuis αc (sans conditionnement)

• Etats transitoires + Etats mortifères :
moment exponentiel du temps de sortie contrôlé par (eT )

• Estimée de régénération :
dé�nit le moment exponentiel
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Objectif de travail en cours

Convergence exponentielle plus générale :

Il existe une unique QSD α telle que,

avec τ∂ := inf{t > 0, Nt = 0}
∃ζ > 0, ∀µ ∈M1 (R× R+) , ∃C (µ) > 0, ∀t > 0,

‖Pµ ((X , N)t ∈ (dx , dn) | t < τ∂)− α(dx , dn)‖TV ≤ C (µ) e−ζt

Requiert d'aller au-delà des critères obtenus en [1]
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Perspectives

• Plus de réalisme au modèle (en cours)
• Limite L→∞ vers le modèle X ∈ R?
• Inclure des mutations délétères

• Variation de l'environnement plus générale
⇒ borne uniforme sur une classe de fonctions : t 7→ Et

(le modèles précédent correspond au cas E 0

t := v t)

• Description de la QSD
• Régularité : densité solution d'une EDP non-locale

• Dérivée de la QSD selon ses di�érents paramètres

• Convergence du pro�l empirique des mutations
vers un pro�l déterministe (qui dépend de α et η)
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Je vous remercie pour votre attention

Des questions?
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Supplementary material
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Convergence in total variation towards the QSD

Population naturally adapting :
little risk of extinction Intermediate regime

Mortality dominates



Présentation du modèle Quasi-ergodicité exponentielle Structure de la preuve

Convergence of the mortality rate
Di�erent regimes visible for the gap relative to the moving
optimum :

Population naturally adapting :
little risk of extinction Intermediate regime

Mortality dominates
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3D view of the QSD

Population naturally adapting :
little risk of extinction Intermediate regime

Mortality dominates
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3D view of the capacity of survival

Population naturally adapting :
little risk of extinction Intermediate regime

Mortality dominates
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rate of extinction as a function of environmental change
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Persistence : escape from the transitory domain
Numerous domains to consider :
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Escape out of the boundary



Présentation du modèle Quasi-ergodicité exponentielle Structure de la preuve

Dynamique évolutive (2)
Di�érent régimes visible pour l'écart à l'optimum :

Adaptation spontanée : faible
taux d'extinction Régime intermédiaire

La disparition des populations trop mal-
adaptée explique l'adaptation apparente



Présentation du modèle Quasi-ergodicité exponentielle Structure de la preuve

Modèle simpli�é

(S1)


Xt = x − v t +

∫
[0,t]×R×R+

w 1{u≤h(Xs− , w)} M(ds, dw , du)

tant que t < τ∂ ,

avec extinction au temps t (τ∂ = t) :

• à taux ρ(Xt)

• ou dès lors que X sort de ]− L, L[
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