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Introduction :

Contexte initial :

adpatation d'une population à un environnement qui change

Processus à 2 dimension :

• Caractère d'adaptation des individus ↔ taux de croissance

• Taille de la population :

avec variations stochastiques et extinction

Variation de l'environnement ⇒ Caractères plus du tout adaptés

⇒ déclin puis extinction

Mais les mutations peuvent assurer l'adaptation

→ sauts du caractère

Seuil de perturbations au-delà duquel la population ne parvient plus

à s'adapter ?
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Quasi-ergodicité exponentielle

Hypothèses illustrées

Éléments de preuve
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Modèle général de processus de Markov considéré

• Processus (Xt)t≥0 de Markov de �ltration (Ft)t≥0
• Temps continu ou discret

• Espace polonais : X avec décomposition : ∪
n≥1
Dn = X

où (Dn) fermés et Dn ⊂ D◦n+1

• Etat absorbant : ∂

• Extinction : τ∂ := inf{t > 0, Xt = ∂}

〈µ
∣∣ f 〉 :=

∫
X
f (x)µ(dx)
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Convergence vers une unique QSD

Convergence exponentielle
(non-uniforme en la condition initiale) :

Il existe une unique QSD α ∈M1 (X ) t.q.

∃ζ > 0, ∀µ ∈M1 (X ) , ∃C (µ) > 0, ∀t > 0,

‖Pµ
(
Xt ∈ dx

∣∣∣ t < τ∂

)
− α(dx)‖TV ≤ C (µ)e−ζt
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Condition sur la C.I.

Attendu de la décomposition par Dn :

Convergence uniforme sur les ensembles :

Mn, ξ := {µ ∈M1 (X ) ; µ (Dn) ≥ ξ} , with ξ > 0.

i .e. sup {C (µ) ; µ ∈Mn, ξ} <∞
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Un quasi-équilibre ?

• α QSD ⇒ mesure propre "à gauche" du semi-groupe de

transition, ie

∀ t > 0, Pα
(
Xt ∈ dx

∣∣∣ t < τ∂

)
= α(dx)

• λ0 : taux d'extinction → ∀ t > 0, Pα(t < τ∂) = e−λ0 t

• la "capacité de survie" à long terme η :

Px(t < τ∂)

Pα(t < τ∂)
−→
t→∞

η(x)

• η fonction propre "à droite" du semi-groupe de transition, ie

∀ t > 0, ∀ x , η(x) = e+λ0 t E(x) [η(Xt) ; t < τ∂ ]
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Convergence vers la capacité de survie

Convergence exponentielle vers η :

Avec le même ζ > 0 :

∀µ ∈M1 (X ) , ∃C ′(µ) > 0, ∀ t > 0,

|Pµ(t < τ∂) eλ0 t − 〈µ
∣∣ η〉| ≤ C ′(µ)e−ζt

A fortiori valable pour les Diracs µ := δx
Même condition surMn, ξ (mais pas même constante)
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Estimée en temps long

Premier ordre d'approximation :

Pµ (Xt ∈ dx ; t < τ∂) ≈ 〈µ
∣∣ η〉 e−λ0 t α(dx)

Terme d'erreur d'ordre au plus : e−(λ0+ζ) t

La contribution des composantes de la C. I. µ est caractérisée

par la capacité de survie η.
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Q-processus

Existence du Q-process :

Il existe une famille (Qµ)µ∈M1(X ) de probabilités sur Ω dé�nie par :

lim
t→∞

Pµ(Λs

∣∣ t < τ∂) = Qη∗µ(Λs)

pour tout Λs Fs -mesurable.

où η∗µ(dx) :=
η(x)

〈µ
∣∣ η〉µ(dx).

Caractérisation du générateur

(Xt) de Markov sous Qx . Générateur Qt t.q.

〈δx Qt

∣∣ϕ〉 =
eλ0 t

η(x)
〈δx Pt

∣∣ η × ϕ〉
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Convergence du le Q-processus

Unique distribution stationnaire β := η∗α i.e. β(dx) = η(x)α(dx).

Convergence pour le Q-processus

Avec le même ζ > 0 :

∀µ ∈M1 (X ) , ∃C (µ) > 0, ∀ t > 0,

‖Qη∗µ(Xt ∈ dx)− β(dx)‖TV ≤ C (µ)e−ζt

A priori, convergence non exponentielle pour le Q-process
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Illustration : convergence vers la QSD

Dirac initial Dirac initial

Di�usion Di�usion

Abscisse : trait adaptatif

Ordonnée : Taille de la population
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Illustration : convergence vers la QSD 2

Disparition du Dirac Disparition du Dirac

Stabilité de la QSD Stabilité de la QSD
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Illustration : vitesse de convergence

Ecart en variation totale,

en fonction du temps
log de cet écart

convergence du taux

d'extinction

écart entre les taux

d'extinction
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Pro�ls de QSD α

L'extinction améliore peu

l'adaptation ici

P(x , n)

[
(X ,N)t ∈ (dx , dn)

∣∣∣ t < τ∂

]
−→
t→∞

α(dx , dn)

Régime intermédiaire
pseudo-adaptation : sélection

par l'extinction
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Pro�ls de la "capacité de survie à long terme"

L'extinction améliore peu

l'adaptation ici

η(x , n) := lim
t→∞

P(x , n)(t < τ∂)

Pα(t < τ∂)

Régime intermédiaire
pseudo-adaptation : sélection

par l'extinction
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Quasi-ergodicité exponentielle

Hypothèses illustrées

Éléments de preuve
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Hypothèses communes
Plusieurs jeux d'hypothèses proposés

(pour divers niveaux de di�cultés)

2 sont communes :

(A0) "Sauts limités"

Pour tout n ≥ 1, avec TDn := inf {t ≥ 0 ; Xt /∈ Dn},
il existe m ≥ n t.q. pour tout x ∈ Dn, Px p.s. :

soit τ∂ ≤ TDn ou bien : X (TDn) ∈ Dm.

(A1) "Mélange"

Pour une certaine mesure αc ∈M1 (X ) :

∀ n ≥ 1, ∃m > n, ∃ t, c > 0, ∀ x ∈ Dn,

Px (Xt ∈ dx ; t < τ∂ , ∀ s ≤ t, Xs ∈ Dm) ≥ c αc(dx).
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Mélange

Condition apparentée à Doeblin

⇒ décrire les trajectoires, estimées de di�usion...

Restriction : rester sur Dm

αc : mesure de couplage

Quelles régions atteignables ? Quelle régularité ?

En général, uniforme sur un domaine D
Pour le reste de la preuve, utile de choisir D "grand"
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Question de connexité

1

2 3

λ2 λ3

∂

ρ1

ρ2

ρ3

Source et deux puits
Coexistence d'espèces : ici 2

Frontière perméable dans un

seul sens

Di�usion contrainte par

l'extinction
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Tension : énoncé 1

(A2) "Echapée hors du domaine transitoire"

Pour tout ρ > 0, on peut dé�nir Dc ∈ D⊃• t.q., avec

τDc := inf {t ≥ 0 ; Xt ∈ Dc} :

eT := sup
x∈X

Ex (exp [ρ (τDc ∧ τ∂)]) <∞.

(A3) "Domaine de couplage"

Pour cet ensemble Dc ∈ D⊃• et le αc ∈M1 (X ) de "Mélange" :

∃ c > 0, ∃ tY > 0,

∀ t ≥ tY, ∀ x ∈ Dc , Px(t < τ∂) ≤ c Pαc (t < τ∂)
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Enoncé 1

Théorème v2

Sous les hypothèses (A0-A3), tous les résultats de la section

précédente s'appliquent :

QSD, capacité de survie et Q-process bien dé�nis comme limites,

convergences exponentielles associées.
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Tension : énoncé 2

En réalité, condition nécessaire : ρeT > ρsv
ρsv déduite de "Mélange" ou plus généralement d'une :

(A4) "Estimée de Survie"

Pour ρsv > 0 et un certain Ds ∈ D⊃• , il existe c > 0, m ≥ 1,

Dm ⊃ Ds t.q. :

∀ t ≥ 0, ∀ x ∈ Ds ,

Px(t < τ∂ ; ∀ s ≤ t, Xs ∈ Dm) ≥ c exp(−ρsv t)
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Enoncé 2

Théorème v2

Sous les hypothèses (A0-A4), avec (A2) associée à ρeT > ρsv et

(A4) à ρsv , tous les résultats de la section précédente s'appliquent.
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(A3) : contrainte sur la forme du domaine Dc

Cadre d'une di�usion simple : Harnack⇒ (A5.1)⇒ (A3)

pour tout Dc = Dn

(A5.1) : "Absorption 1"

∃ t > 0, ∃ tα > 0, ∃ c > 0,

∀ x ∈ Dc , Px

(
Xt ∈ dx ; t < τ∂

)
≤ c Pαc

(
Xtα ∈ dx ; tα < τ∂

)
.

De même pour les espaces discrets avec Dc �ni.
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(A5.2) : extension du résultat précédent

(A5.2) : "Absorption 2"

Il existe tZ, c > 0 t.q. :

pour tout x ∈ Dc , il existe Ux ≤ tZ et Ux
α temps d'arrêt t.q. :

Px

(
XUx ∈ dx ; Ux < τ∂

)
≤ c Pαc

(
XUx

α
∈ dx ; Ux

α < τ∂
)
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(A5.3) : en excluant les singularités

Singularités rares en probabilité :

• Sauts en temps très courts (si di�use par ailleurs)

• Type de saut exceptionnel

• Maintien pendant un temps très long

⇒ inclure la possibilité d'échec, alors K ≥ 1

Temps d'arrêt auquel l'échec est déclaré : T 1
f `

Doit arriver vite dans l'échelle de temps de l'extinction
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(A5.3) : en excluant les singularités

(A5.3) : "Absorption avec échecs"

Pour αc ∈M1 (X ), Dc ∈ D⊃• , et ρAF > 0 :

∀ f` ∈ (0, 1), ∃ tZ > 0, ∃ c > 0, ∀ x ∈ Dc ,

avec Ux ≤ tZ, Px -p.s. sur {K = 0}
et Ux

α un autre temps d'arrêt :

Px

(
X (Ux) ∈ dx ; Ux < τ∂ , K = 0

)
≤ c Pαc

(
X (Ux

α) ∈ dx ; Ux
α < τ∂

)
,

T 1
f ` ≤ tZ a.s. on {K ≥ 1}

et Px(K ≥ 1) ≤ f` exp(−ρAF tZ).

Plus général que (A5.1) et (A5.2)
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Enoncé 3-4

Théorème v3

Supposons (A0,A1) -avec αc - et que pour tout ρ, il existe Dc t.q.

(A2) et (A5.3) sont satisfaites avec ρeT = ρAF = ρ. Alors tous les
résultats de la section précédente s'appliquent.

Théorème v4

Supposons (A0,A1) -avec αc - et (A4) -avec ρsv . Si de plus il existe

Dc t.q. (A2) et (A5.3) sont satisfaites avec ρeT > ρsv et

ρAF = ρsv . Alors tous les résultats de la section précédente

s'appliquent.
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Tension

1

2 3

λ2 λ3
µ3

∂

ρ1

ρ2

ρ3

Source et deux puits
Coexistence d'espèces : ici 2

Frontière perméable dans un

seul sens

Di�usion contrainte par

l'extinction
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Tension 2

Extinction aux bords Sans augmentation de surface

∂

v

v

Modèle d'adaptation

∂

forte di�usion
faible di�usion

Contrainte par sa di�usion

à rester au centre du tube
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Quasi-ergodicité exponentielle

Hypothèses illustrées

Éléments de preuve
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2 étapes intermédiaires

Stabilisation

Il existeMxt =Mnxt , ξxt avec nxt ≥ msv , ξxt > 0 t.q. :

∀ n ∈ N, ∀ ξ > 0, ∃ txt > 0,

∀µ ∈Mn, ξ, ∀ t ≥ txt , µAt ∈Mxt .

Persistance

Il existe tps , cps > 0 t.q. :

∀ x ∈ X , ∀ t ≥ tps , Px (t < τ∂) ≤ cps Pαc (t < τ∂) .
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Corollaires et couplage

Régénération

Il existeMrn =Mnrn, ξrn (avec nrn ≥ msv , ξrn > 0),

hcm1cdb, tdb > 0 t.q. :

∀µ ∈Mrn, µAtdb(dx) ≥ cdb αc(dx) et
µAtdb(Drn)− cdb

1− cdb
≥ ξrn
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Illustration couplage

Figure � Coupling procedure
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Corollaires et couplage

Mesure minorante

αc [th](dx) :=
∑

k tdb+tps≤th

cdb
cps

[
1− cdb

cps

]k−1
αcAth−k tdb(dx)

Minoration

∀µ ∈Mrn, ∀ th ≥ tps , µAth ≥ αc [th]
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Corollaires et couplage : 2

Cadre général

∀ n ∈ N, ∀ ξ > 0, ∃ txt > 0,

∀µ ∈Mn, ξ, ∀ t2h ≥ t1h ≥ txt , µAt2h
≥ αc [t1h − txt ]

⇒ ∀µ1, µ2 ∈Mn, ξ,

‖µ1Ath − µ2Ath‖TV ≤ 2

[
1− cdb

cps

]
∧
(
th − txt − tps

tdb

)
.
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Illustration extraction

Sorties et retours

T i
out := inf

{
t ≥ τ ibk ; Xt /∈ Dout

}
, T 0

out := 0,

τ i+1
bk := inf

{
t ≥ T i

out ; Xt ∈ Dbk

}
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Stabilisation : preuve

L'idée essentielle est de garantir que "le processus n'a pas pu rester

longtemps dans le domaine transitoire sans que l'extinction associée

ne soit forte".

te : horizon en temps

tm : limite du temps à remonter pour revenir dans Dout

Dernière excursion

∃Cv > 0, ∀µ ∈M1 (X ) , ∀ tm > 0, ∀ te > tm,

Pµ
(
T

I (te)
out ≤ te − tm , te ≤ τ I (te)+1

bk , τ1bk ≤ te

∣∣∣ te < τ∂

)
≤ Cv e

−(ρeT−ρsv ) tm ,

with I (te) := max
{
i ≥ 0 , T i

out ≤ te
}
<∞.
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Dernière excursion : principes

• Se ramener à des temps d'arrêts ( les T j
out )

+ condition postérieure (pas de retour)

• Décroissance en proba au taux au moins ρeT
• Compétition avec d'autres trajectoires partant de X (T j

out)

• Condition : ne pas ressortir ⇒ T j
out = T

I (te)
out

• Temps �ni pour atteindre Ds puis maintien au taux ρsv
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Premier retour
Avec les mêmes principes :

Premier retour

∀ n ∈ N, ∀ ξ > 0, ∃Ce(n, ξ) > 0, ∀ te > 0, ∀µ ∈Mn, ξ,

Pµ
(
te ≤ τ1bk

∣∣∣ te < τ∂

)
≤ Ce(n, ξ) e−(ρeT−ρsv ) te .

Reste à contrôler des trajectoires partant d'un Dn sur des temps

�nis ⇒ par l'hypothèse de Mélange et de survie :

Retour et maintien

∃ nxt > n`j , Dxt := Dnxt , ∃ cxt > 0,

∀ x ∈ D`j , ∀ t > 0, with Txt := inf {s > 0 ; Xs /∈ Dxt}
Px

(
t < T 1

out ∧ Txt ∧ τ∂
)
≥ cxt exp[−ρsv t].
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3 grandes étapes pour la "Persistance"

Px (t < τ∂) ≤ cps Pαc (t < τ∂) , ∀ x ∈ X , ∀ t ≥ tps ,

• Dc : domaine accessible depuis αc (sans conditionnement)

• Etats transitoires + Etats mortifères :

moment exponentiel du temps de sortie contrôlé par (eT )

• Estimée de survie :

dé�nit le moment exponentiel
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Conclusion

• Critères relativement naturels
pour garantir la stabilité d'une unique QSD :

• Con�nement à justi�er :
comparaison entre le taux de survie

et le taux de retour au domaine de couplage
• Non-dégénérescence à justi�er :

contribution de l'étape de couplage
non-négligeable à long terme

• Bien adaptés à des processus assez généraux :

temps et espaces continus, sauts assez généraux

(même si limite aux expulsions tout de même)

• Mais très dépendant de la méthode de Doeblin

↔ convergence en variation totale
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Perspectives

• Rédaction à �naliser :

• Modèle d'adaptation : trait 1D, non borné (grand ⇒ très
délétères)

• Cas avec mutations délétères + cas où elles sont bloquées

• Plus de réalisme au modèle (envisagé)

• Trait multidimensionnel

• Variation de l'environnement plus générale
⇒ borne uniforme sur une classe de fonctions : t 7→ Et

(le modèles précédent correspond au cas E 0

t := v t)
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• Non plus unique QSD mais unique Yaglom :

Cas où eT dépend de Dn ? version Lyapunov ?

Mais gestion des sauts bien plus délicate !

• Description de la QSD
• Régularité : densité solution d'une EDP non-locale

• Dérivée de la QSD selon ses di�érents paramètres

• Convergence du pro�l empirique des mutations

vers un pro�l déterministe (qui dépend de α et η)
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Je vous remercie pour votre attention

Des questions ?
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Supplementary material
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Convergence in total variation towards the QSD

Population naturally adapting :

little risk of extinction
Intermediate regime

Mortality dominates
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Convergence of the mortality rate
Di�erent regimes visible for the gap relative to the moving

optimum :

Population naturally adapting :

little risk of extinction
Intermediate regime

Mortality dominates
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3D view of the QSD

Population naturally adapting :

little risk of extinction
Intermediate regime

Mortality dominates
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3D view of the capacity of survival

Population naturally adapting :

little risk of extinction
Intermediate regime

Mortality dominates
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rate of extinction as a function of environmental change
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Persistence : escape from the transitory domain 1
Numerous domains to consider :
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Persistence : escape from the transitory domain 2
Numerous domains to consider :
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Dynamique évolutive (2)
Di�érent régimes visible pour l'écart à l'optimum :

Adaptation spontanée : faible

taux d'extinction
Régime intermédiaire

La disparition des populations trop

mal-adaptée explique l'adaptation

apparente
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Modèle 2D


Xt = x − v t +

∫
[0,t]×R×R+

w 1{uf≤f (Zs)} × 1{ug≤g(Xs−,w)}

M(ds, dw , duf , dug ),

Zt = z +

∫ t

0

(
r(Xs) Zs − c (Zs)2

)
ds + σ

∫ t

0

√
Zs dBs ,

où Zt décrit la taille de la population

et Xt son décalage phénotypique.

Extinction au temps :

TZ
0 := inf{t ≥ 0, Zt = 0}.
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Modèle simpli�é

(S1)


Xt = x − v t +

∫
[0,t]×R×R+

w 1{u≤h(Xs− , w)} M(ds, dw , du)

tant que t < τ∂ ,

avec extinction au temps t (τ∂ = t) :

• à taux ρ(Xt)

• ou dès lors que X sort de ]− L, L[
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