Développement 1
Théoreme de Springer

Théoreme. Soit (V,q) un k-espace quadratique anisotrope et K/k une extension de corps
vérifiant ['une des conditions suivantes :

(i) K est transcendante pure.
(i) K est algébrique de degré impair.

Alors Vi est anisotrope.

En se placant dans une base orthogonale, on se ramene au cas ou ¢ est de la forme
q(r) = a12? + - - - + a,72.

(i) Si Vi est isotrope, V devient déja isotrope sur une extension transcendante pure de type
fini de k. Par récurrence sur le degré de transcendance, on peut supposer K = k(7).
Si Vi est isotrope, il vient, en éliminant les dénominateurs éventuels, des polynomes
Py, ..., P, de k[T] tels que :

a P+ +a,P2=0

On peut de plus supposer les P; premiers entre eux dans leur ensemble, et en particulier
non tous divisibles par T'. En évaluant alors en 0, il vient :

a1 P1(0)* + -+ a,Py(0)> =0 avec (Pi(0),...,P,(0)) # (0,...,0)

ce qui contredit ’anisotropie de V.

(ii)) Comme précédemment, on peut supposer K = k(a) monogene, et I’on raisonne alors
par récurrence sur le degré d = [K : k|. Soit R € k[T] le polynéme minimal de «. Si
Vi est isotrope, il existe des polynomes P, ..., P, de degrés < d tels que :

a P+ +a,P? = QR pour un certain Q € k[T

On peut les supposer premiers entre eux dans leur ensemble. Posons alors m = max(deg P;).
En considérant les coefficients dominants des polynoémes qui interviennent dans I’équa-
tion précédente, on voit que deg () = 2m—d. En particulier, deg () est impair et inférieur
a2(d—1)—d = d—2. Choisissons alors une racine § de () dans une cloture algébrique

de k. On a visiblement :

a1P1(6)2 +-+ anpn(6)2 =0

et les P;(3) ne sont pas tous nuls par primalité. Par conséquent, Vi) est isotrope, ce
qui contredit I'hypothese de récurrence.



Développement 2

Formes de Pfister

Théoréme. Soit V =2 (a4, ...,a,) une forme de Pfister.
(i) SiV est isotrope, alors V est hyperbolique.
(i1) D(V) (’ensemble des éléments de k* représentés par V') est 'ensemble des a € k™ tels
que (a) @ V 2 V. En particulier, c¢’est un sous-groupe de k.

Montrons tout d’abord le résultat en admettant le lemme suivant :

Lemme. Soit V une n-forme de Pfister, et b € D(V,). Alors il existe by, ..., b, dans k* tels
que V= «ba b?a R bn>>

(i) SiV est isotrope, elle contient un plan hyperbolique, et donc V), représente —1. D’apres
le lemme, on a donc V' = ((—1,...)), ce qui assure que V" est hyperbolique.

(ii) Comme une forme de Pfister représente toujours 1, si (a) ® V=V, on aa € D(V).
Réciproquement, soit @ € D(V). Comme V = (1) & V},, a s’écrit t* + b, avec ¢t € k
et b € D(V,)U{0}. Sib=0,il n'y a rien a prouver. Sinon, d’apres le lemme, V' =
{(b,bg,...,by,). Ainsi :

(a) @V 2 (a) @ (1,b) @ (b, ..., by) = (a,ab) & {(ba, ..., by)
Mais comme a € D((1,b)), on a (a,ab) = (1,b), ce qui conclut.

Prouvons maintenant le lemme. On admettra les deux résultats suivants sur les 2-formes
de Pfister (valables quand tout a un sens), qui sont des calculs simples :

(0} 22 u, (u+ 7)o et (u,v) = (utv,uw)

On note V' = ((ay,...,a,) et 'on procede par récurrence sur n. Si n = 1 le résultat est
clair. Sinon, posons W = {(ay,...,a,_1)). On a alors V.= W @ (a,)WW, et en particulier,
V, = W,®(a,)W. Le scalaire b s’écrit donc a,z+y avec & € D(W)U{0} et y € D(W,) U{0},
non simultanément nuls.
Premierement, si x = 0, alors b € D(W,) et par hypothese de récurrence, il existe
by, ... by tels que W 22 (b, by, ..., by_1)). Et alors V' 22 (b, by, ..., by 1, ay)), ce qui conclut.
Si maintenant z # 0, il se décompose sous la forme z = zy + 2, avec 2y € D(W,) U {0}

et t € k non tous deux nuls. On a alors V' 22 (a4, ..., ay_1,xa,)). En effet, si o = 0 c’est
clair, et sinon, il existe ¢, ..., ¢, 1 tels que W = ((xg, 9, ..., ¢, 1)). Mais alors :
V2 (@g,¢0,. s Cn1,an) = (@0, €2,y Cnt, (1o +1D)an) = (ay, ..., 0y 1, 70,))

Siy =0, za, = b et on a terminé. Sinon, y € D(W,), et alors W = (y,ds, ..., d,_1)). 1l
vient alors :

V =y dy,...,dy 1,26,) =y + xan,ds, ... dy 1,2ya,) = (b, dy, ... dy 1,xy0,))

ce qui conclut.



Développement 3
Algebres de quaternions

Théoréme. Soit A et A" deux algébres de quaternions. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) A et A" sont isomorphes comme algébres.
(1i) A et A" sont isomorphes comme espaces quadratiques.
(111) Aq et Ay sont isomorphes comme espaces quadratiques.

Comme espaces quadratiques, on a A = (1) ® Ay et A" = (1) @ A}, donc 'équivalence de
(ii) et (iii) résulte du théoreme de simplification de Witt. Supposons maintenant A et A’
isomorphes comme algebre, et soit f : A — A’ un isomorphisme. Comme Aj est caractérisé
algébriquement comme I’ensemble des éléments de A non dans k et de carré dans k, et de
méme pour Af, f envoie A sur Af et préserve donc la conjugaison. Il en résulte que N f(z) =
f(x)f(z) = f(z)f(x) = f(Nx) = Nz pour tout x € A, et donc f est un isomorphisme
d’espaces quadratiques.

Ecrivons maintenant A = (“Tb), de générateurs i et j, et supposons qu’il existe un iso-
morphisme d’espaces quadratiques f : Ay — Aj. Alors Nf(i) = Ni = —a. Mais par ailleurs

Nf(i) = f(i)f(i) = —f(i)%>. Donc f(i)?> = a et de méme f(5)? = b. De plus, f(i) et f(j) sont
orthogonaux, donc f(i)f(j) = —f(j)f (7). Cela montre que A" = (%b) = A, d’ot le résultat.

Corollaire. Soit A une algébre de quaternions. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A = My(k). (ii) A isotrope. (iii) Ay isotrope. (iv) A hyperbolique. (v) A n’est pas une
algebre a division. On dit alors que A est décomposée.

Les propriétés (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes d’apres le théoreme sur les formes de
Pfister. Si A est isomorphe a My (k), A 2 (1, —1)) est bien hyperbolique, et comme il existe un
seul espace hyperbolique de rang 4 & isomorphisme pres, la réciproque est vraie. Enfin, My (k)
n’est pas une algebre a division, et si, a 'inverse, A est un espace quadratique anisotrope,
alors pour tout z € A{0}, Z/Nz est un inverse de = a gauche et a droite, donc A est une
algebre a division.

Corollaire. Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 8. Alors A = (%_1) est une

algébre a division sur Q qui vérifie Aq, = Ma(Qq) pour tout ¢ # p, Aq, # M2(Q,) et
Ar = H.

En effet, comme espace quadratique, on a Ay = (1, p,p), donc A se décompose sur une
extension K de Q si et seulement si la forme quadratique ¢ = 22 4 py? + p2z? y est isotrope.
En particulier, Ag = H et A est une algebre a division. Par ailleurs, si ¢ est un nombre
premier impair, ¢ a un vecteur isotrope dans Fy et le lemme de Hensel permet de le relever
a Zy, donc a Q. De méme, comme ¢(1,1,2) =1+ 5p =0 (mod 8), ¢ est isotrope dans Q.
Enfin, comme —1 n’est pas carré modulo p, ¢ n’a visiblement pas de zéro non trivial dans
Z/p*Z, donc a fortiori pas non plus dans Q.



