
D�eveloppement 1Th�eor�eme de SpringerTh�eor�eme. Soit (V; q) un k-espa
e quadratique anisotrope et K=k une extension de 
orpsv�eri�ant l'une des 
onditions suivantes :(i) K est trans
endante pure.(ii) K est alg�ebrique de degr�e impair.Alors VK est anisotrope.En se pla�
ant dans une base orthogonale, on se ram�ene au 
as o�u q est de la formeq(x) = a1x21 + � � �+ anx2n.(i) Si VK est isotrope, V devient d�ej�a isotrope sur une extension trans
endante pure de type�ni de k. Par r�e
urren
e sur le degr�e de trans
endan
e, on peut supposer K = k(T ).Si VK est isotrope, il vient, en �eliminant les d�enominateurs �eventuels, des polynômesP1; : : : ; Pn de k[T ℄ tels que : a1P 21 + � � �+ anP 2n = 0On peut de plus supposer les Pi premiers entre eux dans leur ensemble, et en parti
uliernon tous divisibles par T . En �evaluant alors en 0, il vient :a1P1(0)2 + � � �+ anPn(0)2 = 0 ave
 �P1(0); : : : ; Pn(0)� 6= (0; : : : ; 0)
e qui 
ontredit l'anisotropie de V .(ii) Comme pr�e
�edemment, on peut supposer K = k(�) monog�ene, et l'on raisonne alorspar r�e
urren
e sur le degr�e d = [K : k℄. Soit R 2 k[T ℄ le polynôme minimal de �. SiVK est isotrope, il existe des polynômes P1; : : : ; Pn de degr�es < d tels que :a1P 21 + � � �+ anP 2n = QR pour un 
ertain Q 2 k[T ℄On peut les supposer premiers entre eux dans leur ensemble. Posons alorsm = max(deg Pi).En 
onsid�erant les 
oeÆ
ients dominants des polynômes qui interviennent dans l'�equa-tion pr�e
�edente, on voit que degQ = 2m�d. En parti
ulier, degQ est impair et inf�erieur�a 2(d� 1)� d = d� 2. Choisissons alors une ra
ine � de Q dans une 
lôture alg�ebriquede k. On a visiblement : a1P1(�)2 + � � �+ anPn(�)2 = 0et les Pi(�) ne sont pas tous nuls par primalit�e. Par 
ons�equent, Vk(�) est isotrope, 
equi 
ontredit l'hypoth�ese de r�e
urren
e.



D�eveloppement 2Formes de P�sterTh�eor�eme. Soit V �= hha1; : : : ; anii une forme de P�ster.(i) Si V est isotrope, alors V est hyperbolique.(ii) D(V ) (l'ensemble des �el�ements de k� repr�esent�es par V ) est l'ensemble des a 2 k� telsque hai 
 V �= V . En parti
ulier, 
'est un sous-groupe de k�.Montrons tout d'abord le r�esultat en admettant le lemme suivant :Lemme. Soit V une n-forme de P�ster, et b 2 D(Vp). Alors il existe b2; : : : ; bn dans k� telsque V �= hhb; b2; : : : ; bnii.(i) Si V est isotrope, elle 
ontient un plan hyperbolique, et don
 Vp repr�esente �1. D'apr�esle lemme, on a don
 V �= hh�1; : : :ii, 
e qui assure que V est hyperbolique.(ii) Comme une forme de P�ster repr�esente toujours 1, si hai 
 V �= V , on a a 2 D(V ).R�e
iproquement, soit a 2 D(V ). Comme V = h1i � Vp, a s'�e
rit t2 + b, ave
 t 2 ket b 2 D(Vp) [ f0g. Si b = 0, il n'y a rien �a prouver. Sinon, d'apr�es le lemme, V �=hhb; b2; : : : ; bnii. Ainsi :hai 
 V �= hai 
 h1; bi 
 hhb2; : : : ; bnii �= ha; abi 
 hhb2; : : : ; bniiMais 
omme a 2 D(h1; bi), on a ha; abi �= h1; bi, 
e qui 
on
lut.Prouvons maintenant le lemme. On admettra les deux r�esultats suivants sur les 2-formesde P�ster (valables quand tout a un sens), qui sont des 
al
uls simples :hhu; vii �= hhu; (u+ t2)vii et hhu; vii �= hhu+ v; uviiOn note V = hha1; : : : ; anii et l'on pro
�ede par r�e
urren
e sur n. Si n = 1 le r�esultat est
lair. Sinon, posons W = hha1; : : : ; an�1ii. On a alors V = W � haniW , et en parti
ulier,Vp = Wp�haniW . Le s
alaire b s'�e
rit don
 anx+y ave
 x 2 D(W )[f0g et y 2 D(Wp)[f0g,non simultan�ement nuls.Premi�erement, si x = 0, alors b 2 D(Wp) et par hypoth�ese de r�e
urren
e, il existeb2; : : : ; bn�1 tels que W �= hhb; b2; : : : ; bn�1ii. Et alors V �= hhb; b2; : : : ; bn�1; anii, 
e qui 
on
lut.Si maintenant x 6= 0, il se d�e
ompose sous la forme x = x0 + t2, ave
 x0 2 D(Wp) [ f0get t 2 k non tous deux nuls. On a alors V �= hha1; : : : ; an�1; xanii. En e�et, si x0 = 0 
'est
lair, et sinon, il existe 
2; : : : ; 
n�1 tels que W �= hhx0; 
2; : : : ; 
n�1ii. Mais alors :V �= hhx0; 
2; : : : ; 
n�1; anii �= hhx0; 
2; : : : ; 
n�1; (x0 + t2)anii �= hha1; : : : ; an�1; xaniiSi y = 0, xan = b et on a termin�e. Sinon, y 2 D(Wp), et alors W �= hhy; d2; : : : ; dn�1ii. Ilvient alors :V �= hhy; d2; : : : ; dn�1; xanii �= hhy + xan; d2; : : : ; dn�1; xyanii �= hhb; d2; : : : ; dn�1; xyanii
e qui 
on
lut.



D�eveloppement 3Alg�ebres de quaternionsTh�eor�eme. Soit A et A0 deux alg�ebres de quaternions. Les assertions suivantes sont �equi-valentes :(i) A et A0 sont isomorphes 
omme alg�ebres.(ii) A et A0 sont isomorphes 
omme espa
es quadratiques.(iii) A0 et A00 sont isomorphes 
omme espa
es quadratiques.Comme espa
es quadratiques, on a A = h1i � A0 et A0 = h1i � A00, don
 l'�equivalen
e de(ii) et (iii) r�esulte du th�eor�eme de simpli�
ation de Witt. Supposons maintenant A et A0isomorphes 
omme alg�ebre, et soit f : A! A0 un isomorphisme. Comme A0 est 
ara
t�eris�ealg�ebriquement 
omme l'ensemble des �el�ements de A non dans k et de 
arr�e dans k, et demême pour A00, f envoie A0 sur A00 et pr�eserve don
 la 
onjugaison. Il en r�esulte que Nf(x) =f(x)f(x) = f(x)f(�x) = f(Nx) = Nx pour tout x 2 A, et don
 f est un isomorphismed'espa
es quadratiques.�E
rivons maintenant A = �a;bk �, de g�en�erateurs i et j, et supposons qu'il existe un iso-morphisme d'espa
es quadratiques f : A0 ! A00. Alors Nf(i) = Ni = �a. Mais par ailleursNf(i) = f(i)f(i) = �f(i)2. Don
 f(i)2 = a et de même f(j)2 = b. De plus, f(i) et f(j) sontorthogonaux, don
 f(i)f(j) = �f(j)f(i). Cela montre que A0 �= �a;bk � = A, d'o�u le r�esultat.Corollaire. Soit A une alg�ebre de quaternions. Les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) A �= M2(k). (ii) A isotrope. (iii) A0 isotrope. (iv) A hyperbolique. (v) A n'est pas unealg�ebre �a division. On dit alors que A est d�e
ompos�ee.Les propri�et�es (ii), (iii) et (iv) sont �equivalentes d'apr�es le th�eor�eme sur les formes deP�ster. Si A est isomorphe �aM2(k), A �= hh1;�1ii est bien hyperbolique, et 
omme il existe unseul espa
e hyperbolique de rang 4 �a isomorphisme pr�es, la r�e
iproque est vraie. En�n,M2(k)n'est pas une alg�ebre �a division, et si, �a l'inverse, A est un espa
e quadratique anisotrope,alors pour tout x 2 Af0g, �x=Nx est un inverse de x �a gau
he et �a droite, don
 A est unealg�ebre �a division.Corollaire. Soit p un nombre premier 
ongru �a 3 modulo 8. Alors A = ��p;�1Q � est unealg�ebre �a division sur Q qui v�eri�e AQ` = M2(Q`) pour tout ` 6= p, AQp 6= M2(Qp) etAR = H.En e�et, 
omme espa
e quadratique, on a A0 �= h1; p; pi, don
 A se d�e
ompose sur uneextension K de Q si et seulement si la forme quadratique q = x2 + py2 + pz2 y est isotrope.En parti
ulier, AR = H et A est une alg�ebre �a division. Par ailleurs, si ` est un nombrepremier impair, q a un ve
teur isotrope dans F` et le lemme de Hensel permet de le relever�a Z`, don
 �a Q`. De même, 
omme q(1; 1; 2) � 1 + 5p � 0 (mod 8), q est isotrope dans Q2.En�n, 
omme �1 n'est pas 
arr�e modulo p, q n'a visiblement pas de z�ero non trivial dansZ=p2Z, don
 a fortiori pas non plus dans Qp.


