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Objectifs et prérequis

Enjeux

Ce cours vise a approfondir les notions de limite déja vues auparavant, a la fois en montrant des
résultats absents des cours de L1 et en adoptant un niveau de rigueur plus précis. Il vise aussi a construire

des fonctions comme la fonction exponentielle, que I’on définira par : ok
VxeC, exp(x)=

.
k:() k-
o k
Pour donner un sens a cette somme infinie, on étudiera les sommes de la forme Z apx"”,oules ay
désigneront des coefficients complexes. k=0

On appellera ces sommes des séries entieres et on montrera notamment qu’elle sont de classe € (a
I'intérieur d'un ensemble précis qu’on appellera le “disque ouvert de convergence”).

Prérequis

Pour suivre ce cours il faut une familiarité avec

¢ Les nombres : entiers, rationnels, réels et complexes.
 Les quantificateurs (les symboles 3 et V)
o Larigueur mathématique (par exemple la notion de contraposée).

e Lanotion de limite.

«Avoir une familiarité » ne signifie pas que vous devez tout savoir sur ces notions, dont certains
aspects seront repris dans ce cours. En particulier les appendices[1.Alet[1.B|de ce chapitre fournissent de
précieuses informations sur l'utilisation des quantificateurs, et sur la notion de contraposée.

Mise en garde

Quand on commence a se familiariser avec certaines notions mathématiques, on peut facilement
commettre des erreurs si on I’on est pas assez rigoureux dans ce que I'on écrit. Par exemple, dans I'exercice
. 2 1 _
on peut penser avoir prouvé que 5 =0.
Un des objectifs de ce cours est d’adopter une rédaction suffisamment rigoureuse pour ne pas
commettre ce type d’erreurs.



Objectifs de 'UE

Les chapitres successifs traiteront plusieurs notions, en particulier concernant les suites réelles et leur
limites, les séries de nombres complexes, les suites et séries de fonctions, et les séries entieres.
Lobjectif de cette UE est qu’a 'issue du semestre :

 Vous sachiez traiter des “Exercices type ou classiques” directement liés a ces notions, comme ceux
présents en début de chapitre.

» Vous soyez capables de rédiger des preuves rigoureuses, qui peuvent étre plus ou moins guidées (par
des questions intermédiaires aidant a construire la démonstration). Les preuves du cours, comme
les exercices “Autres démonstrations” sont de bons entrainements.

» Vous sachiez reconnaitre des arguments erronés et/ou insuffisants, comme dans les exercices
“Exemples a ne pas suivre” de la feuille de TD.

Evaluations

Votre note de premiere session est constituée d'un contrdle terminal (2 tiers de la note) et d'une note
de contrdle continu. Le contréle continu consiste en des controles en amphi pendant le créneau de CM.
Lun de ces contrdles aura lieu le 19 octobre (10h15-12h15, amphis Gevrey et Niepce). D’autres contréles
peuvent avoir lieu lors de n'importe quel-s CM.

Pour sa part, votre note de deuxieme session est issue d'une seule note de controle terminal.

Le bareme pour noter les copies pourra tout a fait étre non-linéaire.

Déroulé

Ce CM est associé a des séances de TD, et au sein de notre université, la présence est obligatoire a la
fois en CM et en TD.

Au dela de cette obligation, 'enjeu est d'une part de permettre de traiter I'’ensemble du contenu du
cours dans le volume horaire prévu. Le contenu des CM est nécessaire pour étre en mesure de suivre
les TDs; les séances de TDs ne pourront donc se dérouler correctement que si les étudiant-e-s sont
préalablement venu-e-s en CM.

Concretement, les séances CM ne reproduiront pas en totalité le contenu de ces notes de cours.
Chaque semaine, il vous sera demandé de lire une certaine partie des notes de cours, sur laquelle vous
pourrez poser des questions la semaine suivante. Ainsi les séances de CM se focaliseront sur un résumé
synthétique du cours, et/ou sur des exercices (qu’il vous sera aussi demandé de regarder a ’avance).



Chapitre 1

Suites réelles

1.1 Ladroite réelle

1.1.a Introduction

Entiers naturels On suppose connue la notion de nombre entier. Pour rappel les entiers peuvent étre
vus comme
» Les classes d’équivalences des ensembles finis, pour la relation de bijection. Cela signifie que par
exemple le nombre 4 est le point commun a « un paquet de quatre bonbons », « un panier de 4
pommes », etc mais qui differe avec « un cageot de 5 carottes ».
» Des listes de chiffres, quand on écrit le nombre en base 10 (par exemple, quand on met bout a bout
les chiffres 2, 0, 2 et 6, cela correspond au nombre 2026).

FIGURE 1.1 — Exercice d’école primaire ou 'on constate (en les reliant deux a deux) qu’il y a autant de
bonbons dans le paquet de gauche que de pommes dans la panier du milieu (on le voit par exemple en
tracant les fleches vertes), mais moins que de carottes dans le cageot de droite (on le voit par exemple en
tracant les fleches rouges, par lesquelles la carotte en bas a droite n’est pas atteinte).

Il ne va pas de soi que ces deux notions soient bien la méme, et par exemple, le nombre d’Avogadro
N4 =602214076000000000000000 peut difficilement étre interprété comme le cardinal (c’est a dire le
nombre d’éléments) d'un ensemble dont on aurait compté les éléments un par un. En revanche on voit tres
bien comment le manipuler et faire des calculs avec (par exemple, N4—1 =602214075999999999999999).

Nombres rationnels On suppose dans ce cours une familiarité avec les nombres rationnels, qui peuvent
eux aussi étre envisagés sous deux points de vue :



¢ On peut introduire les regles formelles suivantes pour manipuler ces fractions :

a ¢ ad+bc a ¢ ac %>% st ad>ch
—_t—= — — X — = — a_ c Si ad:Cb
b d bd b d bd b—d

%<§ si ad<ch.

* Ou bien on peut les voir comme des portions de « camemberts », et faire appel a des calculs plus

intuitifs :
7
= + = [ p—
p

On considere que ces deux notions coincident, et on désigne par Q I’ensemble des fractions de la forme 7
avecpeZetqeN*.

Quand on écrit une fraction comme %, cela ne signifie pas que I'on se croit capable de couper un
camembert en 2027 parts égales et de conserver 2026 parts, sans perdre aucune miette dans I’opération.
On travaille simplement dans une version idéalisée de la réalité, ou des reégles de calcul assez formelles in-
diquent quelles opérations on sait faire, mais dont I'intuition nous vient en partie de notre vie quotidienne
réelle (o1 on peut couper des parts de « camemberts »).

Les calculs que I'on sait faire avec ces fractions donnent a Q) une structure de corps, muni d'une
relation d’ordre. Enfin vous savez que certains nombres ne sont pas rationnels. Par exemple vous étes
invité-e-s a retrouver par vous méme comment montrer que /2026 est irrationnel (si besoin, une preuve
est donné dans I'annxe[L.C).

+

[SSRI
g Bl

Suites Lorsqu’un vecteur a un nombre fini de coordonnées, par exemple 3 coordonnées, il est habituel
de le noter (x1, x2, x3). On peut aussi noter (x;)1<i<3, ce qui signifie exactement (xp, x2, x3).

Les “suites” en sont une généralisation : la notation (u,) ,en correspondrait intuitivement aux coor-
données (uy, Uy, Uy, ...), ou il y a une infinité de coordonnées. Au lieu de parler de coordonnées ou de
vecteurs, on appelle cela «la suite (u,) zen »-

De méme la notation () nen+ OU (Uy) n=1 COrrespondrait intuitivement a (uy, up, us, ...).

Lorsqu'’il n'y a pas d’ambiguité il arrive de noter « u» ou « (u,) » pour désigner cette suite, c’est a dire
pour désigner (uy, U1, Uz, ...). En revanche lorsqu’on écrit u,, (avec le n, mais pas entouré de parentheéses
ayant une mention du type n € N ou n = 0) cela désigne I'élément numéro n.

Nombres réels Nous allons maintenant discuter des nombres réels.

Un exemple de construction mathématique de R, en précisant les regles de calculs qui se rapprochent
de notre intuition, est disponible par exemple dans les chapitres 1 et 2 du livre de Marie-Cécile Darracq et
Jean-Etienne Rombaldi.

Dans les présentes notes de cours, a défaut de détailler toute une construction de ce type, on mettra en
évidence des propriétés de R, que 'on ne démontrera pas et qu’on qualifiera de “postulat” pour la lisibilité
de la discussion, et dont on déduira un certain nombre d’autres propriétés et de théoreme. Quelques
mots sont indiqués en appendice[1.E/sur la facon dont ces postulats peuvent en fait é&tre démontrés en
introduisant une construction explicite de R.
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1.1.b Propriétés de R

Tout d’abord, on suppose connues les propriétés élémentaires (distributivité de la multiplication par
rapport a 'addition, commutativité, inversibilité), que parmi deux réels distincts, il y en a toujours un des
deux qui est strictement plus petit que I'autre, que cette relation d’infériorité/supériorité est compatible
avec I'addition et la multiplication, et que les nombres rationnels sont un cas particulier de nombres réels.

La facon formelle d’énoncer cela est

Postulat 1.1.1. R est un corps commutatif, totalement ordonné, et Q) en est un sous-corps (en tant que
corps totalement ordonné).

Ensuite, deux propriétés qui caractérisent R sont son caractere archimédien (d’ou découle la densité
de Q dansR) et la propriété de la borne supérieure (dont 1’énoncé nous permettra de rappeler quelques
définitions utiles) :

Propriété de la borne supérieure

Définition 1.1.2. Soit X une partie de R. Un majorant de X est un nombre b e Rtel que Vx e X, x < b.
Un minorantde X est un nombre a€ Rtel que Vx e X, x = a.

Remarque Si b est un majorant de X, alors tout nombre b’ € [b; +ool est aussi un majorant de X. De méme
si a est un minorant de X, alors tout nombre a’ €] —oo,a] est aussi un minorant de X.

Définition 1.1.3. On dit que X est majorée si X admet un majorant et que X est minoréesi X admet un
minorant. Une partie majorée et minorée et appelée bornée.

Notation 1.1.4. La notation [m;+oo[ désigne I'ensemble [m;+oco[nZ, cest a dire
{m,m+1,m+2,...}. Plus généralement [a; b[ désigne '’ensemble [a; b[nZ.

Définition 1.1.5. On dira qu'une suite (u,) est majorée (resp minorée resp bornée) si I’ensemble
X ={uy | n € N} est majoré (resp minoré resp borné).

Si la suite (u,,) est bornée, alors on note « u,, = G'(1) ».

Plus généralement, s’il existe deux suites (w;) et (v,), telles que (w;,) soit bornée et qu’a partir d'un
certain rang on ait u, = w,v, (c'est a dire qu’il existe Ne N: Vn € [N, +ool, u; = w,vy), alors on note
U, = 0(vy). On dit dans ce cas que la suite (u,) est dominée par la suite (v,).

La borne supérieure d'une partie majorée et non vide X de R est le plus petit parmi tous les majorants
de X :

Définition 1.1.6. Soit X c R. Une borne supérieure de X est un majorant b de X tel que, pour tout autre
majorant c de X, onaitb<c.

Théoréme et notation 1.1.7. Si X admet une borne supérieure b, alors celle-ci est unique. On la note
b =sup X, et on I'appelle appelle aussi « supremum » de X.

Démonstration. Soient b et ¢ deux bornes supérieures de X. Alors ¢ est un majorant donc ¢ = b (car b est
une borne supérieure). De méme b est un majorant donc b = ¢ (car c est une borne supérieure). Donc
b = ¢, ce qui montre I'unicité. O

Exemples
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» Vous savez déja que toute partie non vide majorée P de Z admet un maximum : c’est une borne
supérieure qui appartient a P.

¢ Lintervalle ]0,1[ admet 1 comme borne supérieure, et 1 n’appartient pas a I'intervalle.
La proposition ci-dessous est trés utilisée pour déterminer des bornes supérieures :
Remarque 1.1.8. On définit de méme la borne inférieure (ou « infémum ») de X, qui est (lorsqu’il existe)
le plus grand des minorants de X, et est noté inf X.
Proposition 1.1.9. Soit X cR et b € R. Alors b =sup X si et seulement si :
i) pourtoutxe X,onax< b;

ii) pourtout € >0, il existe x€ X telque x> b —e.

Démonstration.

« Supposons que b = sup X. Alors b est un majorant de X, d’ot1[i)} De plus, pour € > 0 arbitraire,
b—¢ < b donc b— ¢ nest pas un majorant de X, donc il existe x € X tel que x > b—¢€ (c’est a dire que
[i)] est satisfait).

 Réciproquement supposons que )] et[ii)|soient satisfaits. Alors d’'une part[i)|indique que b est un
majorant de X. Montrons d’autre part que c’est le plus petit majorant, c’est a dire que les nombres
plus petits que b ne sont pas des majorants de X :

Soit a < b. Posons ¢ = b— a, d’aprés[ii)|il existe x € X tel que x> b—&=b— (b—a) = a. Donc a n'est
pas un majorant de X. Les majorants de X sont donc tous au moins égaux a b (qui est lui méme un
majorant), d’out b = sup X. O

Remarque 1.1.10.

 Dans la proposition|1.1.9, I'affirmation « pour tout € > 0 » signifie « pour tout € € R} ».

Cette notation est naturelle car le symbole > 0 n'a de sens que pour les nombres réels, et on
continuera a utiliser cette notation dans tout ce cours.

» Pour la borne inférieure, I’analogue de la proposition est:
Soient X cR et b € R. Alors b = inf X si et seulement si

i) pourtoutxe X,onaxz=b;
ii) pourtoute >0, il existe x€ X telque x<b+e¢.

« Il peut étre utile de savoir que certaines personnes utilisent aussi les conventions

e inf@ =+ocoetsup@ =—oo
e sup X = +oo si X n’est pas majoré.
e infX = —oo si X n'est pas minoré.

Ces conventions ne correspondent pas a la définition|1.1.6} et elles violent certaines propriétés (par
exemple inf@ > sup @, et la proposition n’est pas satisfaite), c’est pourquoi on n’utilisera pas
cette convention dans ce cours.

Le postulat suivant est appelé propriété de la borne supérieure.

Postulat 1.1.11. Toute partie X non vide majorée de R admet une borne supérieure.
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Caractere archimédien

Postulat 1.1.12 (Axiome d’Archimede). Soit x € R. Il existe alors n € N tel que n > x.

Remarque 1.1.13.

e Pour nous qui avons I’habitude de manipuler les nombres réels, cette propriété est évidente, par
exemple en prenant (pour n) la partie entiére de x + 1.

e Archimede raisonnait quand a lui de maniere plus physique ou géométrique. Dans ce cas |affir-
mation serait que si vous placez un point M n'importe ou sur 1’axe réel, alors si on construisait
une regle assez grande, en mettant des graduations jusqu’'au bout de cette regle, il y aurait une
graduation qui dépasserait le point M.

« Sion veut étre rigoureux mathématiquement, il faudrait prouver la propriété|1.1.12| Pour cela, il
faudrait s’appuyer sur une construction précise, qui ne sera qu’esquissée en section|1.E

 En fait, Archimede, avait plutot formulé cet axiome comme I'affirmation selon laquelle
Ve>0,VxeR,dneN: ne > x.

Dans la vision imagée (ci avant) ot pour n'importe quel point on peut construire une regle assez
grande pour dépasser ce point, I'affirmation serait que le résultat reste vrai que la regle soit graduée
en metres, en millimetres, en microns, en pouces, ou dans d’autres unités plus ou moins farfelues
(le € correspond alors a la taille des graduations).

On va maintenant montrer la densité de Q dans R, apres l'introduction de quelques définitions
importantes :

Corollaire et définition 1.1.14. Soit x € R. Il existe un unique entier n € Z tel que
nsx<n+l.

Cet entier n s’appelle la partie entiere inférieure de x, notée E(x) ou E (x).

Démonstration.
Existence: Soit P = {m € Z | m < x}. Montrons que P est non vide et majoré :

o D’apres 'axiome d’Archimede|1.1.12]il existe ng € N tel que ny > |x|. Alors —ng < —|x| < x,
donc—ngePetP #@.

e Avec cette méme valeur de ng, onaVme P: m < x < |x| < ny, donc P est majoré par ng.

Donc il existe un nombre n = maxP. Deslors, ne Petn+1¢ P,cestadiren<x<n+1.Dou
I'existence de n.

Unicité: Soient (n;,n) € Z? tels quen;sx<ny+letqueny<x<ny+1.Alorsdunepartn; <x<np+1

(donc n; < np) et d’autre part np < x < np + 1 (donc ny < n1). D’ou 11 = ny, qui montre I'unicité. O

Définition 1.1.15. Pour x € R, il existe aussi un unique entier n€ Ztelque n—-1< x < n.
Cet entier n s’appelle la partie entiére supérieure de x.

Théoreme 1.1.16 (Densité de Q dans R).
Soient (x,y) € R?, tels que x < .
Alorsil existe re Qtel que x <r < y.
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L'idée de la preuve va tout d’abord reposer sur le fait de choisir un dénominateur assez grand. Intui-

tivement, on voit bien que si on choisit g > %, alors les g successifs sont distants de % < % donc il

devrait y en avoir entre y et x. Ensuite on cherchera a avoir x < g <y, cestadirexg<p<yq.

Démonstration. Grace al’axiome d’Archimede|1.1.12} il existe g € N tel que g > % On remarque alors
que g > 0.

Onpose alors p=E(yq)-1,desortequel'onap<yqg-1< p+1.Donc§ sy—%<yet§+é >y—%
d’ou g >y— % >y —(y—x) =x.0namontré que x < 5 <y, d’ol le résultat en posant r = 5. O
1.1.c Algebre des suites

On peut faire de nombreuses opérations sur les suites. Pour les lister ci-dessous, on considere que
(Un) nen €t (V) nen sont deux suites, et que A est un nombre réel (ou un nombre complexe, selon le
contexte) :

Addition: La suite u+v estdéfinie par: VrneN, (u+v),; = u, +vy.

Multiplication: La suite u x v est définie par: VneN, (u x V), = upvy.

Dilatation: La suite A-u est définie par: VneN, (1-u), = Auy,.

Inverse: SiVneN, u, #0, alors on peut définir la suite 5, par: VneN, (+) = 1/up.

Renumérotation: Intuitivement, si on considére que (i) ,eny désigne (ug,u;,uy,...), alors par exemple
(Un+2) nen désigne (uz,us,uy,...) (Que I'on aurait aussi pu noter (Uy,) ye2;+00p), tandis que (425+43) pen
désigne (us,us,uz,...).

On reviendra sur cette notion en partie(1.4

Remarque En pratique, pour la dilatation et la multiplication, on note souvent uv (au lieu de u x v) et
Au (aulieu de A-u). Ci-dessus, les notations u x v et A - u sont utilisées afin de correspondre aux notations

de I'appendice

Propriété 1.1.17. Avec I'addition et la dilatation définies ci-dessus, 'ensemble R des suites réelles forme
un R-espace vectoriel. De méme I’ensemble CN des suites complexes forme (pour cette addition et cette
dilatation) un C-espace vectoriel.

En considérant de plus la multiplication définie ci-dessus, RN forme une R-algebre, tandis que CV
forme une C-algebre.

Remarques * Les définition des « espaces vectoriels » et des « algebres » sont rappelées en
appendice[1.D]

o Cela permet d’identifier des sous algebres : par exemple {(i,,) nen|uo = 0} est
une sous algébre (donc munie d'une structure d’espace vectoriel, et méme
d’algebre).

1.2 Convergence des suites réelles

1.2.a Rappels sur les limites
Limite d’'une suite

Définition 1.2.1. Soit (u;;) une suite réelle, et a € R.
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On dit que (u,) converge vers a € R et on note lim u, = a si, pour tout réel € > 0 fixé, il existe un entier
n—oo
m, tel que : Vne[m;+ool, |lu, —al <e.

On dit que (1) tend vers +oo et on note Jim Un = +oo si, pour tout M € R il existe un entier m tel que :
—00
Vne[m;+ool, u, > M.

On dit que (1) tend vers —oo et on note r}im un = —oo si, pour tout M € R il existe un entier m tel que :
— 00
Vne[m;+ool, u, <M.

Aulieude lim u;, = a, on écrit parfois lim u,, = a ou méme u, — a.
n—oo

Remarque 1.2.2. L'ordre des quantificateurs (pour tout ¢ il existe m) signifie que m dépend de €.
Enfin

e Pour u, — a €R, il n’est pas nécessaire d’avoir une inégalité stricte, il est équivalent de prendre
comme définition: Ve >0,I3meN,Vn=m, |lu, —al <e.

e Pour u, — +00, on peut se contenter de M > 0 et d'une inégalité large, c’est a dire qu'il est équivalent
de demander VM >0,3meN,Vn=m, u,, = M.

e Pour u, — —oo, il est équivalent de demander VM <0, dmeN, Vn = m, u, < M.
La preuve est laissée en exercice

Définition 1.2.3. Une suite converge dans R si elle admet une limite réelle. Dans le cas contraire on dit
qu’elle diverge.

On désigne par R I’ensemble R U {—oo, +oo}, et il arrive parfois de dire qu'une suite converge dans Rsi
elle tend soit vers +oo, soit vers —oo soit vers une limite finie a € R.

Quand on parle de la nature d'une suite, il s’agit d’'indiquer si elle est convergente ou au contraite
divergente.

Proposition 1.2.4.
« Siune suite (u,) converge vers a € R, alors elle est bornée, c’est a dire qu'il existe b € R tel que, pour
tout n €N, on ait |u,| < b.
« Siune suite (u#,) tend vers +oo, alors elle est minorée mais pas majorée.

 Siune suite (u#,) tend vers —oo, alors elle est majorée mais pas minorée.

Démonstration.
e On utilise la définition de lim u, = a avec € = 1, et on obtient I'existence de m € N tel que
n—oo

Vnzma-1<u,<a+]l.
On pose alors b = max(lal+ 1,1, luzl,...,lun-11), et on remarque que pour n < m, |u,| < b tandis
que que pour n = m, |u,| < |al+1 < b, donc ce nombre b satisfait la propriété demandée.

e Siu, — oo, alors il existe m € N tel que Vn = m, u, > 0. Alors le nombre min(uy,uy,...,u;;-1,0) est
un minorant de (i) ;>1-

Montrons maintenant que si (#,) est majorée alors elle ne tend pas vers +oo. On doit donc montrer
que IM eR:VmeN,In=m: u, < M. On choisit pour cela M = m + 1, ol m est un majorant de
(u). En posant n = m on a bien la propriété u, < M de sorte que 'on a bien montré que u;, /4 co.
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e Siu,; — —oo, alors —u,; — co donc (—u,) est minorée mais pas majorée (d’apres le point précédent),
donc u; est majorée mais pas minorée. O
Proposition 1.2.5. Lorsqu’elle existe, la limite d'une suite réelle est unique.

Démonstration. Soit (u,) une suite réelle, et a et b deux réels tels que a = lirP upetb= lil}_l u,. On
n—+oo n—+oo

cherche a montrer qu’alors a=b:
Soit € > 0, la définition de la limite (avec & = %) donne I'existence de deux entiers N; et N, tels que

Vn=Nylu,—al<§
VnzNa,lu,—bl<$
On pose alors N = max(Ny,N;), etona|a—b|<|a—uy|+|uy-bl<§+5.
On a donc montré que Ve >0, |a— bl < ¢, donc |la—b| =0, c’est adire que a = b. O

Opérations avec les limites
Proposition 1.2.6. Soient (1) et (v;;) deux suites réelles, et supposons :

lim u,=ackR, limv,=beR.
n—oo n—oo

Soient (1, u) € R2. Alors :
r}i_{lgo(itun + uvy) =Aa+ub,
lim (u,v,) =ab
n—oo
De plus, si a # 0, alors il existe N € N tel que pour tout n = N, on ait u, # 0 eton a de plus:

. 1 1
Iim —=-—.
n—ooy, a
Remarque 1.2.7. Par exemple si u;,, = 1— 2, alors (u,) est définie pour n = 1, tandis que la suite (—) est

définie pour n # 5, et on devrait la noter (u—) .Néanmoins, on a bien lim u— =1
n)n=6

n—oo Un
Preuve de[1.2.6

e Linéarité : Soit € > 0. On applique les définitions de la limite aux suites (u;) et (v,) avec & = M) +|£ﬂ| e
ce qui donne 'existence de
. _ _&
N; eNtel que: Vnz=N, lup —al < Al+[u[+1
. _ __ £
et N eNtel que: Vn= Ny, lvp = bl < A+

On pose alors N = max(N;,NN»), de sorte que pour = Nona:
|Aun+ pvn— Aa+ pb)| < Alluy — al + |p| v, — bl < [A]

I3 I3
At | a1 <€
On a donc bien montré que nlim (Aup + pvy) = Aa+ ub.

—00

o Limite de u,v, : On note tout d’abord que la suite (v,) est bornée d’apres la propriété donc il
existeunréel M telque VrneN, |v,| < M

Soit € > 0. En posant € = m, la définition de la limite donne I'existence de
N;eN: VYn= N, lu, —al < M+|£a|+1
etheNZ Vn/NZ) | b|< M+|a|+1 :

On pose alors N = max(N;,N»), de sorte que pour n=mona:

lunvn — abl =|(up - @vn + avy — D)l < lup — allval +lallvy = bl < g M +al g <€

M+|a|+1
On a donc bien montré que lim u,v, = ab.
n—oo
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o Limitede ui :Sia#0,onposee; = % et la définition de la limite donne I'existence de N; € N tel
lal

7.

Quand n = N; on a donc |u,| = la+ (u, —a)|l = lal—u,—al = |2—| > 0, donc la suite ui est bien
définie a partir du rang N;.

queVn= Ny, lu,—al <

. , . . , o, . . . ~ 2 .
Soit désormais € > 0. On applique la définition de la limite avec & = ¢%- et on a l'existence de N> € N
2
tel que Vn= N, |u, —al<e%.
a?
la—unl o €5
az/?2
On a donc bien montré que lim - = 1. O
N—o00 Un a

1 _1
u, a

On pose enfin N = max(N;,N,) et on note que pour tout n = N,

N

<E.

Notation 1.2.8. Sila suite (u,,) tends vers 0, alors on note « u, = o(1) ».

Plus généralement, s'il existe deux suites (w;) et (v,), telles que (w;,) tende vers 0 et qu’a partir d'un
certain rang on ait u, = w,v, (c’est a dire qu’il existe Ne N: Vn € [N, +ool, u; = w,v;), alors on note
un = o(vy). Dans ce cas, on dit que la suite (u,)est négligeable devant la suite (v;,).

1.2.b Suites équivalentes

Théoréme et définition 1.2.9. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. La notation « u,, ~ v, » (qui se lit
« (uy) est équivalente a (v;) »), signifie qu’il existe une suite (w,) telle que :

i) u,=wy,v, apartir d'un certain rang (cC’estadire qu’il existe Ne N:Vne [N; +ool, u; = wnvy)
i) lim (w,) =1.
n—oo
Cette propriété définit une relation d’équivalence. De plus I’équivalent d'un produit s’obtient en multi-
pliant les équivalents.

Exemple 1.2.10. Les suites définies par u, = n®cos (%) etv, = (n®>—4)cos (%) sont équivalentes. En

posant w, = —z— on obtlentpour n = 3 (tandis que w; n'est pas défini), ainsi que
On remarque sur cet exemple qu’on ne peut pas définir w, comme « % », car vy, est nulle pour chaque
n

n impair.
Preuve que[l.2.9 définit une relation d’équivalence.

o Symétrie: En posant w, = 1 on obtient immédiatement que u,, ~ uy.

* Réflexivité : Si deux suites (uy,) et (vy,) satisfont u, ~ v,, alors il existe une suite (w,) qui satisfait[)]et
On applique alors la troisieme propriété de :il existe (x5) qui tends vers 1 et vaut a% a partir
d’un certain rang. Donc a partir de ce rang, x,u; = wi (Wnvy) =vy. Donc vy, ~ uy,.

» Transitivité : Soient (u,), (v,) et (x,) trois suites telles que u, ~ v, et v, ~ x;. Il existe alors un rang
nj € N et une suite w,, — 1 tels que Vn = n; : u, = w,v,. De méme il existe alors un rang n, € N et
une suite @, — 1 telsque Vn=ny: v, = @, xy.

On pose alors N = max(n,ny) et a, = w,®0,, de sorte que a, — 1 et Vn = N, u; = a,x,, donc
Uy ~ Xp. O

Preuve que l'équivalent d’'un produit s'obtient en multipliant les équivalents.
Soient (uy), (vn), (x,) et (y,) quatre suites telles que u, ~ x, et v, ~ y,, on cherche a montrer que
Comme u, ~ x,, il existe un rang N; et une suite (a,) tels que lim,_., a, =1 et que Vn € [Ny; +ool,
Uy = AnpXy.
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De plus, comme v;, ~ yp, il existe un rang N, et une suite (b;,) tels que lim,_.., b, = 1 et que V7 € [ Ny; +oo,
Vi =bnyn.

On pose N = max(IN1,N»), et on constate que pour z € [N;+oo[, on a alafois n= N; et n = N,, donc
Up = ApXp €t vy = bpyn, Ao uyvy, = anbnxnyn.

Or la suite (a;, b,,) tend vers 1, donc on a bien montré que u,v, ~ X, ¥n. O

Proposition 1.2.11. Soit (u,) une suite convergente vers a € R, et soit (v,,) équivalente a (u,). Alors (v;,)
tend aussi vers a.

Démonstration. Tout d’abord, si a € R alors v, (qui est égal a partir d'un certain rang a u,w,, ou w, estla
suite obtenu a partir de la définition[1.2.9|de v, ~ u,,) tend vers a x 1 par limite d'un produit.

Supposons au contraire que a = +oo (resp a = —oo0), et posons M > 0 (resp M < 0). Comme w, — 1,
il existe N; e N tel que Vn = Ny, lw, — 1] < % (dolt w,, = 1/2). De plus il existe N, € N tel que Vn = Ny,
Un >2M (resp u, <2M). Enfin il existe Ny e N tel que Vn = Ny, v, = U@y

On pose alors m = max(Ny,N1,N2), et on obtient que pour n = m, v, = WU, > %ZM = M (resp
—Vvp=wy(—u,) > %(—ZM) c’est a dire v,, < M), d’ou1 le résultat. O

1.2.c Monotonie, adjacence

Théoreme 1.2.12. Une suite réelle croissante est convergente si et seulement si elle est majorée. Dans ce
cas elle converge vers sa borne supérieure. Sinon elle tend vers +oo.

Une suite réelle décroissante est convergente si et seulement si elle est minorée. Dans ce cas elle
converge vers sa borne inférieure. Sinon elle tend vers —oo.

Démonstration. Soit (u,) une suite réelle croissante. Deux cas de figures sont possibles

» La suite est majorée, c’est a dire qu’il existe M € R tel que Vn € N, u, < M. Dans ce cas 'ensemble
{un | n € N} est non vide majoré, donc il admet une borne supérieure m.
Soit € > 0. D’aprésil existe N e Ntel que uy > m—e.Alorspourn=Nonau, = uy>m-—ecet
up < m(car m est un majorant), donc |u, —m|=m—u, <e.

On a bien montré que (u,) converge vers sa borne supérieure m.

« Ou bien au contraire elle n’est pas majorée, c’est a dire que pour tout M € R, il existe N e N : u,, > M.
Par croissance on a alors Vn = N, u, > M, on a donc montré que u,, — +oo.

On pourrait répéter le méme preuve pour les suites décroissantes en changeant le sens de chaque inégalité.
Cela nécessiterait d’écrire I'’analogue de la propriété[1.1.9)pour la borne inférieure.

A la place, on peut dire que si (u,) est décroissante alors (—uy,) est croissante, et il y a deux cas de
figure (d’apres ce qui précede) :

Dans un cas (—u,) est majorée (c’est a dire que (u;,) est minorée) et —u,, — sup(—u,), mais sup(—u,) =
—inf(u,) d'ot1 u,;, — infu,,.

Dans l'autre cas, —u, n’est pas majorée (c’est a dire que u;, n’est pas minorée) et nl_igl@(— Un) = +00,
c'estadire que lim u;, = —oo. O

n—+oo

Remarque 1.2.13. Soit (u;) croissante majorée. Comme « (#4,,) converge vers sa borne supérieure », on a
VpeN, u,< lim u,.
pER Ups A Un
De méme si (1) est décroissante minorée, alors Vp e N, u, = lirP Uy.
n—+oo
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Exemple 1.2.14. Soit ug € [-1,1] et u,, définit par récurrence par :

2
oy = u,+1
n+l = .
2
L. . . 1-u,)? .. .

On peut réécrire la relation de récurrence sous la forme v, = u, + ( é‘") , ce qui indique que (u,)

. N . 1- N

est croissante. On a ug € [—1,1], et de plus, si a un certain rang n on a u, € [-1,1] alors 0 < % <ldou

- 2 ) .
%sl—undou—lsunsunﬂsun+1—un:1,doncun+1€[—1,1].

Par récurrence, on déduit que Vn € N, u, € [-1,1], et cette suite croissante est majorée, donc elle

converge vers une limite a € R.
u?+1
2

a-1)?

2

. . 2 . s 1
Deplus lim u,y; =adonca= lim donca=4% 2“ . Ainsi =0, c'estadire que a = 1; cette
n—+oo n—+oo

suite tend donc vers 1.

Définition 1.2.15. Deux suites réelles (u,) et (v,;) sont adjacentessi :
i) (u,) est croissante et (v,) est décroissante;

i) lim (4, —vy,) =0.
n—oo
Proposition 1.2.16. Soit (u;) et (v,) deux suites adjacentes. Alors :

lim u, = lim v, e R.
n—oo n—oo
Démonstration. La suite (u, —v;) est croissante et tend vers 0. 0 est donc sa borne supérieure (d’apres le
théoreme|1.2.12) donc c’est un majorant, donc Vn e N, u, <vj,.
Dés lors, la suite (u;) est croissante majorée (par toute valeur de (v,), par exemple v; est un majorant),
donc elle admet une limite ¢ € R. Alors (v,;) admet la méme limite € R, car VrReN, v, = u, + (v, — Uy)
(qui tend vers ¢ + 0 par somme de limites). O

Axiome de Cantor

Définition 1.2.17. Un intervalle fermé borné non vide (ou « segment de R ») est un intervalle I = [a; D]
pour deux réels a < b.
On note alors ¢(I) = b— alalongueur de ce segment.
Une suite décroissante d’intervalles emboités (I,;) est une suite d’intervalles fermés bornés non vides
(In) nen, tels que
{\m eN, I,41 <1,

lim ¢(I,)=0
n—oo

Théoréme 1.2.18 (Axiome de Cantor). Soit (I;;) une suite décroissante d’intervalles emboités. Alors il
existe un c € R, et un seul, qui appartient a tous les I,;, c’est a dire :

{c¢t= In
n=0

Démonstration. Pour n €N, on pose a, =min I, et b, = max I, (d'olu I, = [ay; by]).

Linclusion Vn € N, I,,41 < I, indique que a, est croissante et b, décroissante, et comme ¢([,) =
b, — a, — 0, les suites (a,) et (by,) sont adjacentes. Soit ¢ € R leur limite, dont on rappelle que ¢ = sup a,, =
infb,,.
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En tant que majorant des a,, et que minorant des b,,, c appartient a
N oln={xeR|VneN,x>a,etVneN,x< by}.
De plus, si un autre élément d appartient a ()2, I, alors c’est un majorant des a, (donc d = ¢) et un
minorant des b,, (doncd <c),dotid =c. O

Théoreme 1.2.19. L'ensemble R n’est ni fini ni dénombrable, c’est a dire qu'il n’existe pas de surjection de
N dans R.

Démonstration. Supposons qu’il existe une surjection ¢ : N — R, et montrons une contradiction (I'exis-
tence d'un élément x € R qui n’est pas atteint par ¢) :

On construit par récurrence une suite d’intervalles : On commence par poser Iy = [0,1], puis on coupe
Iy en trois intervalles de méme longueur, et on appelle I; un intervalle (parmi ces trois intervalles [0,%],
[%, %] et [%, 1]) qui ne contient pas ¢(0) (il en existe forcément au moins un qui ne contient pas ¢(0) car
au maximum, ¢(0) peut appartenir a deux des trois intervalles dans le cas extréme ol1 ¢(0) serait le bord
commun a deux intervalles). On recommence ensuite I'opération en coupant I; en trois intervalles de
méme longueur, et on appelle I I'un de ces trois intervalles, qui ne contient pas ¢(1). etc

On obtient ainsi une suite décroissante d’'intervalles emboités (car pour tout n € N, ona I+ < I, et
[e.0)
() = 3%), donc il existe un unique x € R tel que {x} = N I,.
n=0

Il en découle la contradiction souhaitée : quelque soit n € N, x # @(n) (car x € I,1+1 Z @(n)). O

Limites supérieure et inférieure

Théoréme et définition 1.2.20.
Soit (u,) une suite réelle majorée. Alors la suite de terme général M,, = sup{u,, | p = n} est décroissante,

et admet une limite dans RU {—oo} que 'on note lim sup u,,. Si au contraire (u,) n'est pas majorée on note
n—oo
limsup u,, = +oo.
n—oo
De méme si une suite réelle (u;,) est minorée, alors la suite de terme général m,, = inf{up | p=n}

est croissante, et admet une limite dans RuU {+oo} que I'on note liminfu,. Si au contraire (u;) n’est pas
n—oo
minorée on note liminfu, = —oco.
n—oo

Démonstration. Pour n €N, on note E, = {up | p = n}. Onaalors Ej, > Ejy1. Ainsi :

« Si la suite (u;) est majorée, les E, sont non vides majorés, donc sup Ej, existe (dans R), et de
E;, o E;4+1 on déduit que sup Ej, = sup E;+1. Dés lors (M},) est bien décroissante et admet donc une
limite dans R U {—oo}.

e De méme sila suite (u,,) est minorée, les E; sont non vides minorés, donc inf E,, existe (dans R), et
de E;, © E11 on déduit que infE,, <infEj.;. Dés lors (m;) est bien croissante et admet donc une
limite dans R U {+o0}. O

Remarque 1.2.21. Lors que le contexte n’est pas ambigu, on appellera la suite (M},) « suite des suprema »D
et la suite (m,,) «suite des infema ». Le théoréme|1.2.20|assure que ces deux suites convergent.

1. Quand un mot (qui vient du latin) latin se termine par “um” (comme supremum ou infemum), il est arrive d’écrire son
pluriel avec un “a”. On considére alors qu’“infema” est le pluriel de “infemum”, que “suprema” est le pluriel de “supremum”, etc.
De méme, en physique quantique le pluriel de quantum est souvent écrit quanta.
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Proposition 1.2.22. Soit (u,;) une suite réelle. Alors :

liminfu, < limsup u;,.
n—oo n—o0

De plus (u;) converge dans R ssi liminfu, = limsupu,, et dans ce cas 13, on a
n—oo n—oo
lim u, =limsup u; =liminfu,,.
n—oo n—00 n—oo

Démonstration. Linégalité liminfu, <limsup u, est automatique si (u,) n'est pas majorée (car alors
n—oo n—oo
limsup u, = +o0) et si (u,) n'est pas minorée (car alors liminfu,, = —oco). Enfin, si (i,,) est bornée, alors a
n—oo n—oo
la fois sup{uy | p = n} etinf{uy, | p = n} sont définis pour tout n et I'inégalité découle de Vn, inf{u, | p =

n} < supfup | p=nj.
Pour la deuxiéme affirmation, il y deux implications a montrer

=: Si (u,) tends vers ¢ € R, alors

« Sila suite est bornée, elle ne peut pas tendre vers +oo, donc ¢ € R.

N

Pour € > 0, il existe N € N tel que Vn € [N;+ool, lu,—¢| < ¢, cest a dire que
{uplp= N} c[l—¢,l +e].
Donc pour n= N,ona{uylp=ntc[l ¢l +e],doul —e<influy|p = n} <suplupylp =n} <
? +¢, ce qui montre la convergence de la suite des inféma et de la suite des supréma vers ¢.

e Si ¢ = 400, alors u, n'est pas majorée donc limsup u,, = +oo. En revanche elle est mino-
rée et pour M € R, il existe N € N tel que Vn € [N; +ool, u, = M. Donc pour n = N, on a
{uplp = n} < [M; +oo] d’ott inf{uy|p = n} = M. On a donc montré que liminfu, = +oo.

e Si ¢ = —00, le méme raisonnement donne limsup u,, = —oco et limjnf U, = —00.
n—-—oo n—+oo

=: Considérons une suite (u,) telle que limsup u,, = liminfu,, et désignons par ¢ leur limite commune.
n—o0

n—oo
* Si ¢ = —oo, alors sup{u, | p = n} — —oo, donc pour M € R il existe N € N :
Vn=N, supiu,|p=n} <M. La propriété « nlim u, = —oo» découle alors de l'inégalité
—00

un <supiup | p=ni.

¢ De méme, si ¢ = +o0, la propriété « nh_r& up = +oo» découle de uy, = inf{u, | p = n}.

¢ Enfin, traitonslecasou /eR:
Soit € > 0. Il existe alors (par convergence de la suite des supréma) N; € N tel que Vn = Ny,
|sup{up |p=n}— €| < ¢, d’ou en particulier sup{u, | p= Nj} <l +edouVn= Ny, u, </l +e.
De méme la convergence des inféma donne 'existence de N; € N tel que Vn = N,
|inf{up | p=n}— €| < ¢, d’ou en particulier inf{u, | p= Na} = ¢ —ed'ouVn= Ny, u, = € —¢.
On pose alors N = max(N;,N»),etonaVn= N, |u, — ¢| < &, d'ou le résultat. O

1.3 Suites de Cauchy, espaces complets

On va désormais essayer de donner un sens précis a I’affirmation selon laquelle « il ne manque pas
d’éléments a R », par opposition a Q auquel il manquait des éléments comme 1/2026.

Mathématiquement on dira que « R est complet », et pour donner un sens a cette affirmation il faut
d’abord définir la notion de suite de Cauchy :

21



1.3.a Suites de Cauchy

Une difficulté avec la définition est que pour montrer qu’'une suite converge, il faut connaitre sa
limite (et montrer que les termes de la suite s’en rapprochent).
Au contraire une suite de Cauchy est une suite dont les termes se rapprochent les uns des autres :

Définition 1.3.1. Une suite (1) est de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe un entier N tel que, pour tous
entiers p et g supérieurs a N, on ait :
|up - uq| <Ee.

Exemple 1.3.2.

e La suite (”T_l)ml est de Cauchy. En effet, pourtout£>0,‘v’n>1+E(%),%<§.Déslors, quand p et
Srienrs 3 2 p=1_ a1 _|1_ 1| |, |L
qsontsuperleursa1+E(£),ona‘ > 7 ‘_’q p’\ . + ; <e.
NN
<5 <3

e La suite (1?) ,en n'est pas de Cauchy. En effet, Vn e N, |u, — uy4+11 =2n+1 =1, donc en prenant
e=1,p=Netgq=N+1lona«3e>0:YNeN,Ip=N,q=> N: |u,—up| > e» quiest la négation de
« (uy) est de Cauchy ».

Proposition 1.3.3.

 Siune suite converge dans R, alors elle est de Cauchy.

« Si une suite est de Cauchy;, alors elle est bornée.

La preuve est laissée en exercice.
Remarque : Cette proposition éclaire I'exemple :1a suite ( "T‘l) 4> estde Cauchy car elle converge
dans R, tandis que la suite (n?) ,en Nest pas de Cauchy parce qu’elle n’est pas bornée.

Définition 1.3.4. Une partie X de R est complete si pour toute suite de Cauchy (u,) d’éléments de X, il
existe ¢ € X tel que nlirP u,=>=¢,.
—1T00

Exemple 1.3.5. Lintervalle ]0; 1[ n’est pas complet, car la suite définie par u,, = # est de Cauchy (car elle

converge vers 1), a valeurs dans ]0; 1], mais n’admet pas de limite ¢ €]0; 1[ : En effet si elle admettait une

limite £ €]0; 1[c R, I'unicité de la limite (propriété[1.2.5) impliquerait que / = 1, qui contredit ¢ €]0; 1].
De méme @ n’est pas complet car la suite définie par récurrence par

uy = 0
1-u2/2026

Vnzlup=uy+ )
est a valeur dans Q mais converge vers v/2026 ¢ Q. (La preuve est laissée en exercice aux lect-eur-rice-s, elle
suit celle de I'exemple : on montre que la suite est croissante, majorée, puis on trouve une relation
sur sa limite).

Montrons enfin que R est complet.
Théoreme 1.3.6. Une suite réelle (u;) converge dans R si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration. On a déja vu que si une suite converge, alors elle est de Cauchy, on a donc uniquement
besoin de montrer la réciproque :

Soit (u#,) une suite de Cauchy. Soit ¢ = limsup u,, qui est réelle car (u,) est bornée. Montrons que
n—-+oo
lim u,=¢:
n—oo
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Soit € > 0.

Comme (u,) est de Cauchy, il existe N € N tel que Y(p,q) € [Ny; +o0ol? : |up — ug| <e/3.

Par convergence de la suite des suprema (voir remarque, il existe N, e Ntel que: Vn = Ny,
|€ —supfuy | p= n}| < £. En particulier en posant N3 = max(Ni,N) et notant S = sup{u, | p = N3}, ona
IENES S

D’apreés la caractérisationdu supremum S, il existe Ny = N3 tel que uy, > S—£. On a de plus
un, <S.Donc |uy, — S| =S—up, < £.

Deéslors, pour n= Ny,ona |u, - 4| < |u,,— uN4|+|uN4 —S|+|S—€| <eE.
—_— —— ——

<

wim

< <

On a donc bien montré que lim u;, =¢. O
n—oo

witm
Wit

1.4 Suites extraites, valeurs d’adhérence

1.4.a Suites extraites

Définition 1.4.1. Soit (1) ,en une suite réelle, et soit ¢ : N — N une application strictement croissante. La
suite (uy(n)) neN €St appelée une suite extraite, ou sous suite, de la suite (u,,). On note souvent ny = ¢(k) et

(Un,) ken = (U k) ken-

Exemple 1.4.2. Soit (1) une suite réelle. Les suites (u2,) et (u2,+1) des termes paires ou impaires de (i)
sont des suites extraites de (). De méme, la suite tronquée (1) ,>5,, obtenue en fixant no € N et en
posant ¢ (n) = ny + n, est une suite extraite de (u;).

Remarque 1.4.3. Toute application strictement croissante ¢ : N — N satisfait Vn e N, ¢(n) = n.
Démonstration. C’est vrai pour n =0 (car ¢(0) € N), et ca se propage durang n e Naurang n+ 1 (car la
croissance stricte indique que ¢ (n + 1) = ¢(n) + 1), donc par récurrence, c’est vrai pour tout n € N. O
Limites d’'une suite extraite

Proposition 1.4.4. Soit (1) une suite réelle et (1)) une suite extraite. Alors :

li%ninf up < liminfuy ) <limsup upy) < limsup u,.
—oo n—oo n—oo n—oo

Démonstration.

o Linégalité lirllninf Upn) < limsup uyy découle de la proposition [1.2.22, De plus I'inégalité
-0 n—oo

liminfu, <liminfu, est automatique si (u,) n'est pas minorée (car liminfu, = —oo) donc il
n—oo n—o0 n—oo

suffit de la montrer quand (u,,) est minorée. De méme il suffit de montrer limsup uy ) <limsup u,
n—oo n—oo

quand (u,) est majorée.
e QuelquesoitneN,ona {upp) |p=n}c {up | p=n} (car VpeN,p(p) = p). Lorsqu’'u, est majorée,
on en déduit que sup{uyy) | p = n} <supiuy | p = n} et que donc limsup uy () < limsup uy,.
n—oo n—o0

Et lorsqu’u;, est minorée, on en déduit de méme que inf{u,(y) | p = n} = inf{u, | p = n} et que donc
lirllninf Ugp(n) = liminfu,,. O
— 00 n—oo

Corollaire 1.4.5. Si une suite réelle (u,) converge vers a € R, alors toute suite extraite de (u;,) converge
aussi vers a.
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Démonstration. Cela découle de la proposition |1.2.22| En effet, si (u,) converge vers a € R, on

a lirgninf up = limsupu, = a. En utilisant [1.4.4, on déduit que toute suite extraite (uy(,)) satisfait
—o0 n—o0

liminf,—.co Ug(n) = limsup,, .o, Uy = a, d’ott on déduit que (1)) converge aussi vers a € R (d’apres la

proposition|1.2.22)).

O

1.4.b Valeur d’adhérence
Définition de valeur d’adhérence

Théoreéme et définition 1.4.6. Soit (u;) une suite réelle et a € R. Les conditions ci dessous sont équiva-
lentes :

i) Pour tout € > 0, il existe un nombre infini de valeurs de n € N telles que |u, —al < €.
ii) Ve>0,VNeN,In=N:|u,—al<e.
iii) Il existe une suite extraite (i) qui tend vers a.

Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que a est une valeur d’adhérence de (u,,).
La définition se généralise a R : si a = +oo (resp a = —oo) on remplace «£ > 0» par M € R, et |u, — al <&
par u, > M (resp u, < M).

Démonstration. On varédiger la preuve pour a € R, et on laisse les cas a = +0o et a = —co en exercice aux
lect-eur-rice-s. Pour montrer I'équivalence entre les trois propriétés, on va montrer queli)=fii)} puis que

i)=iii)} et enfin queliii)=
» Montrons queli)=iii)|: supposons queest satisfaite, et posons € >0 et N € N.

Alors ’ensemble {p € I\I’ | Up — a| < 8} est infini, et ne peut donc pas étre inclus dans [0; N[, donc
dn=N:|u,—al<e.

« Montrons queli)}={ii)|: supposons que|ii)| est satisfaite, et construisons par récurrence une suite
extraite iy () qui tend vers a. Pour cela on va méme imposer que Vn > 1: |u¢(n) - a| < %

¢ On pose ¢(0) =0.

o Etant donné un rang n = 1, si on a déja construit ¢(0), (1), ..., ¢(n—1), alors d’apres la
propriété (oul'onprend e = % et N =@(n—-1)+1),il existe un nombre m € [¢p(n—1)+1; +ool
tel que |u;, — al < % On pose alors @ (n) = m.

« Cela construit par récurrence ¢ : N — N strictement crissante telle que Vn=1: |u(p(,,) - a| < %

Cette suite extraite tend bien vers a, car pour € >0,on pose N=1+E (%) (dou N > %)) etona

. 11
Vn;N.|u(p(n)—a|<ﬁsN<£.

» Montrons queliii)=ii)|: Supposons qu'une suite extraite (i, () tende vers a.

Pour tout € > 0, il existe alors N € N tel que Vn = N, |ugpmn) — a| < €. On en déduit que Vn €
{(N),p(N+1),p(N+2),...}, lup—al <e, doula propriété(car I'ensemble {¢ (), p(N +1),p(N +
2),...} estinfini). O

Exemple 1.4.7. Soit (u,) = ((-1)"). Alors la suite (u,,) vaut constamment 1 tandis que (u25,+1) vaut —1.
Donc 1 et —1 sont valeurs d’adhérence de (u;,).
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Limite supérieure et limite inférieure comme valeurs d’adhérence

Proposition 1.4.8. La limite supérieure et limite inférieure sont des valeurs d’adhérence.

Remarque 1.4.9. Avec les propositions et on voit que la limite supérieure (resp la limite
inférieure) est la plus grande (resp la plus petite) valeur d’adhérence.

C’est pourquoi la limite supérieure est parfois appelée « plus grande limite » et la limite inférieure
« plus petite limite ».

Preuve de la proposition[1.4.8 Soit (u,) la suite réelle en question et posons a = limsup u,,.
n—oo

Montrons qu’on a la propriété|ii)|de la définition[1.4.6 Par simplicité on le rédige dans le cas ot1 a € R
(sinon il faudrait remplacer tous les |u, — al < € par u;, > M (si a = +o0) ou par u, < M (si a = —o0).

Soit € > 0, et N € N. Par convergence de la suite des superma, il existe N; € N tel que Vn = Nj,
|a—sup{up | p= n}| < &. En particulier on note S = sup{u, | p = Np}, et on a donc S < a +¢. De plus,
par décroissance de la suite des suprema (qui sont donc plus grand que leur limite), on a S = a (donc
as<S<a+e).

D’apres la propriété[1.1.9} il existe N> > max(Ny,N) tel que S—e < uy, < S,donca-e<S—e<up, <
S<a+eetdonc | un, — a| < g, eton a donc bien montré la propriétéde la déﬁnition Donc a est
une valeur d’adhérence de (uy,).

Enfin, on en déduit le cas de limite inférieure : lim lnf(un) = —limsup(—u,) donc il existe une suite
n—+oo n—+00
extraite (— () qui tend vers —liminf(uy,), et la suite extraite (i, (,)) tend alors vers lim inf(un). O
n—oo n—+o0o

Corollaire 1.4.10. Une suite réelle (u,) converge vers a € R si et seulement si a est sa seule valeur
d’adhérence.

Démonstration. Tout d’abord, si u,, — a, alors limsupu, = lirninf u, = a, donc a est la seule valeur
n—+oo

n—+oo
d’adhérence (d’apres et|1.4.4).

Au contraire si (1) ne converge pas dans R, alors limsup u;, et liminf u, sont deux valeurs d’adhé-
n—+oo n—+oo
rences distinctes, donc (u;) a alors plusieurs valeurs d’adhérence. O

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Nous terminons ce chapitre par 'un des résultats les plus connus a propos des suites.
Théoreme 1.4.11. Toute suite réelle bornée admet une suite extraite convergente.

Preuve utilisant ce qui précéde. il existe une suite extraite qui converge vers limsup(u,) € R. O
n—-+oo

On donne aussi une preuve plus intéressante (car constructive) :

Preuve par dichotomie. Soit (u,) un suite réelle bornée, a un minorant et b un majorant de (u;).
On va construire deux suites adjacentes (a;) et (b,) telles que pour chaque n € N il y ait une infinité
d’entiers p tels que ay, < up = by,.

e Onpose ayg=aetby=Db.
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e Soit n = 1, supposons qu'on a déja construit (g < a; <...<ap—1) et (bp= by =...=2 b,_) telsqu’il y
ait une infinité d’entiers p tels que a,-1 < up < by-1.
n— bn— — n— bn— .
Onpose A={peN|upe€[an_1; =57} et B={peN|u, € [©=122L; b, 1]}
On note que AU B est'ensemble infini {p € N| a,-1 < up < by—1} donc il y a au moins un des deux
ensembles A et B qui est infini.

an-1 +bn71
2

. . . N _1+b;,—
Si A estinfini, on pose a;,, = a,-1 et b, = , sinon on pose a,, = % etb, =by,_;.

 Cela construit bien par récurrence deux suites a;, et by, telles que
 Pour chaque n € N il y ait une infinité d’entiers p tels que a, < up < by,.
» Lasuite (ay) est croissante tandis que (b;,) est décroissante.
e VneN, by,—a, =54
Ces suites sont donc adjacentes et ont une méme limite £ € R.
Montrons maintenant que ¢ est une valeur d’adhérence, en montrant qu’elle satisfait la condition[))|de la
définition[1.4.6]:
Soite>0.Soit N=1+E

log 224
log2

) (qui satisfait % < €). Alors il y a une infinité d’entiers p tels que

ayn < up < by, etde plus ¢ € [ay; by] avec by — ay < €. Donc cette infinité d’entiers satisfait |up - €| <
by —an < g, ce qui donne la conditionde la définition|1.4.6 O
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Appendices

1.A Quantificateurs

Exemple

V: Laffirmation « Vx € R, exp(x) > 0» se lit « Pour tout x € R, on a exp(x) > 0 ». Cela signifie que quand le
nombre x varie et parcours R, la propriété « exp(x) > 0 » reste tout le temps vraie.

3: Laffirmation « 3z € C: exp(z) = —1» se lit « Il existe z € C, tel que exp(z) = —1 ». Cela signifie que quand
le nombre z varie et parcourt C, il y a au moins une fois ol1 la propriété « exp(z) = —1 » est vraie (sur
cet exemple, elle est méme vraie a plusieurs reprises, par exemple lorsque z = i, mais aussi lorsque
z=23im, etc.

Différentes notations utilisées dans les démonstrations

Dans des démonstration, on remplacera le plus souvent les quantificateurs V et 3 par des affirmations
en toutes lettres. Par exemple dans la partie Linéarité de la preuve de[1.2.6/en page[16] on a écrit
Soite>0. (...)

On posealors N=...
Pour n=Nona|Au,+uv,—(Aa+pb)|<---<e

Comme on commence par « Soit € > 0 », tout ce qui suit est valable quel que soit € > 0, cela revient a
affirmer quelque chose qui commence par Ve > 0.
Ensuite « On pose alors N =.... » indique qu'’il existe une valeur de N pour laquelle la suite de ce qu'on va
écrire est valable (en I'occurrence, dans cette preuve, c’était lorsque N = max(IN;,N»).
Enfin quand on écrit « Pour n = N on a» on affirme quelque chose qui est vrai pour tout n = N.

Ainsi cette preuve indique concrétement que

Ve>0,ANeN: Vn=N: |Auy +uv, — (Aa+pub)| <e

(ce qui signifie que Jim (Aup +pvy) =Aa+ub).
—00

Nécessité d’utiliser des quantificateurs

Méme pour des calculs aussi simples que
2exp(x) = exp (x +1n(2)) > exp(x)
il est nécessaire de préciser ce que désigne la variable x.
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La personne qui lit notre copie doit savoir si on affirme que le calcul est vrai pour toutes les valeurs de
X, ou bien uniquement pour certaines valeurs (affirme-t-on juste qu’il y a une valeur pour laquelle c’est
vrai?)

Sur cet exemple, I'affirmation est vraie pour x € R, mais ne fait aucun sens si x est un nombre complexe
arbitraire (car dans ce cas exp(x) est aussi complexe, et les inégalités n’ont aucun sens sur les nombres
complexes).

C’est pourquoi vous devrez préciser sur votre copie ce que sont chacune des variables. Pour cet
exemple, il faudrait écrire sur votre copie que

Pour x e R, on a:2exp(x) = exp (x +1In(2)) > exp(x)

C’est exactement comme quand on programme en pyhton, si on calcule « x+2 » sans avoir défini « x »,
on a un message d’erreur :

1| Z=x+2
print (Z)

\S]

NameError: name ’x’ is not defined

Variables muettes (ou temporaires)

Ily a une seule exception ol il n'y a pas besoin d’avoir précisé ce qu’est la variable : lorsque la variable
est « une variable muette ».

3
Par exemple quand on écrit ¥ i2, il n'y a pas besoin d’avoir précisé préalablement ce qu’est « i ».
i=1

Ainsi, dans le code ci-dessous en python

1{i="hello"

2| print (sum(i**2 for i in [1,2,3]))
3|i=i+" world"

4| print (1)

14

hello world
le code a tout d’abord défini la variable i comme étant égale a "hello". Puis en deuxieme ligne, pour

executer « print (sum(i**2 for i in [1,2,3])) », il a defini une variable i temporaire qui n’existe
que pour le calcul de la somme, qui n’est pas impacté par la ligne précédente, et qui n’a pas d'impact sur
3
la ligne suivante (parce que python sait que que le i de Y. i? est une variable muette). Il affiche alors le
i=1
nombre 14 (qui est égal a 12 + 22 + 32). Puis la ligne i=i+" world" fait que la vraiable i (qui était jusqu'ici
égale a "hello") devient égale a "hello world", que l'ordinateur affiche quand on finit par print (i).

La facon de rédiger les maths répond a une rigeur syntaxique relativement similaire :

3
¢ Quand on écrit Y i?, cela ne nécéssite pas d’avoir défini prélablement i (et ca ignore tout ce qui a
i=1
été dit précédemment sur la variable 7).

3
¢ Quand on écrit Y i, cela ne définit pas la variable i, donc ¢a n’autorise pas a écrire en ligne suivante
i=1
des égalités comme i = (i +1)(1 - 1) — 1 (car on n’ a pas précisé ce qu'est “i”).
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Différence entre « Pour tout » et V

En python, quand on execute une commande i=. . ., cela définit la variable i jusqu’a la prochaine
fois o1 on aura une commande i=. .. (la variable sera modifiée a ce moment la.

Et bien de méme, dans un raisonnement mathématique, quand on écrit en toute lettre “Soit x€...”
(ou “On pose x =...” ou d’autres conditions comme “il existe x € N tel que ...”) cela définit la variable
X jusqu’a la prochaine fois ou on I’écrira en toute lettre “Pour x =...” (ou d’autres conditions en toutes
lettres comme “il existe x € R”).

En revanche si on utilise V ou 3, c’est exactement comme avec le symbole Y : on définit alors une
variable muette (ou temporaire) qui n’existe que dans cette formule 1, et qu'on ne pourra pas utiliser
dans les lignes suivantes.

Par exemple, dans la partie Linéarité de la preuve de en page on a écrit “Soit € > 0” car
on va utiliser ce € dans les lignes suivantes de la preuve. De méme on a écrit en toutes lettres 1'exis-
tence de N; et N, car on va aussi les utiliser dans les lignes suivantes de la preuve. En revanche le
“Ynz=Ny,|lu,—al< m” est écrit avec un “V”, car la prochaine fois qu’on va utiliser la lettre “n” il ne
satisfera plus n = N; (dans la ligne suivante ce sera n = Ny, puis n = N dans la ligne d’apres). Et comme
on a utilisé un “V”, les lignes suivantes auront besoin de préciser ce que désigne le symbole 7 (sauf s’il est
anouveau utilisé a I'intérieur d'un “v” ou d’'un un “3”).

Dans le doute, si vous ne savez pas encore si vous allez réutiliser la varaible que vous définissez, vous
pouvez écrire en toute lettres a la place d’écrire “V” ou “3”, cela réduit le risque de faire des erreurs.

Ordre des quantificateurs

Quand on écrit par exemple que
VxeR,yeR:x=y

cela signifie que pour chaque x € R il existe un nombre y € R tel que y = x.

Comme on dit que “pour chaque x € R il existe un y”, cela indique que y peut varier en fonction du
nombre x (par exemple on peut choisir le nombre qui est égal a x, et constater ainsi que 'affirmation
“VYxeR,dyeR:x=y” est bien correcte).

En revanche, sil’on écrit que « 3y e R: Vx € R, x = y » cela signifie qu’il existe un nombre y tel que
pour tout x on ait y = x. Cette fois-ci ¢a signifie que c’est le méme y qui convient pour toutes les valeurs
de x, c’est a dire que y n’a pas le droit de dépendre de x. On se convainc aisément que l'affirmation
«dyeR:VxeR, x = y»est fausse.

On notera que

o Il faut écrire les quantificateurs dans un ordre compréhensible (pas comme en ix) de I'exercice 5). On
choisira simplement de toujours les écrire a gauche de I'affirmation (on écrira « Vx € R,exp(x) > 0 »
et on n’écrira pas « exp(x) > 0,Vx € R»).

e On peut intervertir deux quantificateurs V ou deux quantificateurs 3, mais on ne peut pas intervertir
un YV avec un 3 (c’est a dire que « Vx € R, Vn € N» revient au méme que « Vn €N, Vx € R», tandis
que « Vx € R,3y € R» ne revient pas au méme que « 3y e R: Vx € R»).

Négation d’une affirmation qui contient des quantificateurs

La négation de “cette propriété est vraie quelle que soit la valeur de x” est “il existe au moins une
valeur de x pour laquelle cette propriété est fausse”.
En conséquence, quand on fait la négation d’'une affirmation qui contient des quantificateurs,
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« onremplace les V par des 3 (et inversement), sans changer '’ensemble auquel appartiennent les
variables.

 on faitla négation de I'affirmation qui est a la fin des quantificateurs.

Par exemple, la négationde « VxR, IyeR: x=yrest«IxeR:VyeR: x # y».

De méme, la négationde « I3y e R: VX eR, x = yrest« VY eR, AxeR: x # y».

1.B Implications

Notations : différence entre “=" et “donc”

Prnons par exemple la derniére phrase de I'exemple(1.2.14]: qu’est-ce que cela chagerait si on écrivait
. . ui+1 . o . . ui+1

« lim upyy=a=a= lim —%—» aulieud’écrire « lim u,,; =adonca= lim
n—-+oo n—-+oo n—+oo n—-+oo

»?

* Quand on écrit A= B on affirme que “A implique B”, c’est a dire qu’'a chaque fois que A est vrai, B
est vrai aussi.

A titre d’exemple on pourrait considérer I'implication (qui est correcte pour tout n € Z) :
«(n=0[4]) = ((-1)" =1) ». Cette affirmation n'empéche pas qu’il existe des entiers n tels que

n £ 0[4]; elle dit juste que pour les nombres tels que n=0[4],ona (-1)" = 1.
u?+1

Ainsi si on écrivait simplement « lim u,+; =a = a= lim
n—+oo

5— » cela maffirmerait pas que
n—-+oo

1

2
« 11rP Up+1 = a» Soit vraie, ni que «a = lnP “— » soit vraie, mais uniquement que lorsque le
n—+o0 n—+oo

premier est vrai, le deuxiéme I’est aussi.
e En revanche dans la preuve de l'exemple [1.2.14, on souhaite affirmer d'une part que

2
us+1
L= ». C’est

« nLHIIOO Un+1 = a» est vraie, et d’autre part que ca permet de conclure que « a = nlil}lm
exactement ce que signifie le mot “donc”.

Quand on écrit “donc”, cela indique a la fois que les affirmations juste avant et juste apres le “donc”
sont vraies, et que la deuxiéme découle de la premiére.

» Sion veut affirmer qu'une premieére affirmation est vraie, et qu’elle est équivalente a une deuxieme
affirmation (cette deuxiéme est donc vraie aussi) alors on écrit “c’est a dire” a la place de donc.

Réciproque, contraposée et négation d’'une implication

Pour une implication quelconque A = B, sa réciproque est I'implication B = A, tandis que sa contra-
posée est I'implication (non B) = (non A).

De plus, il faut comme toujours définir les variables que I'on utilise. Ainsi, on doit par exemple préciser
que c’est pour tout n € N que I'on affirme 'implication « (n = 0[4]) = ((-1)" = 1) ».

» La contraposée revient exactement au méme que l'implication de départ. Par exemple pour I'impli-
cation « (n =0[4]) = ((-1)" = 1) », la contraposée est ((—1)" # 1) = (n # 0[4]).
Elle revient au méme que 'implication de départ : affirmer que si n = 0[4] alors (—1)" = 1, ca revient
exactement au méme que d’affirmer que si (—1)" # 1 alors n # 0[4].

» Au contraire la réciproque est une affirmation vraiment différente de 'implication de départ. Sur
cet exemple la réciproque serait « ((—1)" = 1) = (n = 0[4]) », et si on précise de quelle variable on
parle, elle dirait en fait que « Vn e Z, (((—1)" = 1) = (n = 0[4])) ». Sur cet exemple, I'affirmation de
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départ était vraie, mais sa réciproque est fausse (par exemple, I'entier n = 2 satisfait (—1)" = 1 mais
ne satisfait pas « n = 0[4] »).

o Lanégation d'une implication nécessite de faire plus attention aux quantificateurs :

o Formellement la négation de A = B est « A et (non B) », C’est a dire que I'implication est
contredite lorsque A est vrai sans que B ne soit vraie.

e En pratique, on cherche la négation d’énoncés avec quantificateurs, comme
«VYnez, (n=0[4]) = ((-1)" =1)) ». Alors sanégationest «3ne Z: (n=0[4] et (-1)" # 1) ».
Comme les affirmations que I'on considere sont généralement de la forme « V..., (- =...) »,
leur négation commence par “3”. Pour démontrer cette négation, il suffit donc de trouver une
valeur o1 'implication tombe en défaut. Une telle valeur s’appelle un contre-exemple et elle
suffit a invalider un énoncé de la forme « V...,(---=...) ».

o Parfois on peut réécrire les implications en écrivant des ensembles. Par exemple,
«VYneZ, (n=0[4]) = ((-1)" = 1)) » peut se réécrire comme «Vne Z, (n€4Z)= ((-1)" =1)) » ou
encore « Vn €47, (—1)" =1 ». Sous cette forme, il est d’autant plus facile de comprendre sa négation
(que I'on peut écrire « In €47 : (-1)" # 1 »).

1.C Rationalité ou irrationalité de /n

Pour ces preuves on supposera uniquement que vous connaissez I'existence d’'une unique « décompo-
sition en facteurs premiers » de chaque entier naturel.

Lemme 1.C.1. Soit n € N. Alors v/ est soit entier, soit irrationnel.

Démonstration. Supposons que v/n € Q et montrons que dans ce cas y/n € N.

Comme /71 € Q, il existe (a,b) € N? tel que /7 = $,donc n= Z—i.

On désigne par {p;|1 < i < k} les facteurs premiers de a, par {p}|1 < i < I} les facteurs premiers de
b, et par {p;|1 < i< mj} I'ensemble {p;|1 <i<k}u{p}ll <i< I} quiregroupe les p; etles p; (et les p;
sont tous distincts). On désigne enfin par a =[]}, ﬁ?i etpara=[[", ﬁ?; les décompositions en facteurs
premiers de a et de b. Cette notation signifie par exemple qu’on pose n; = 0 si p; est un facteur premier
de b mais pas un facteur premier de a, et cela permet d’avoir les méme nombres premiers p; dans les
décomposition de a et de b. On obtient ainsi :

2 m
_a _2(n;—n)
n=oz= l_[ p; . (1.1)
i=1
1l suffit désormais de montrer que comme 7 € N, chacune des puissances 2(n; — n}) est positive (ou nulle).
En effet une fois cela montré, on aura /n = [}, ﬁl.(ni_n") eN.

Procédons par I'absurde en supposant que une (ou plusieurs) des puissances 2(n; — n;.) soi-en-t
strictement négative-s. Notons A = {i|n; > n} et B = {i|n; < n}} # . On déduit de (1.1) que

_2(n;—n;) _2(n;—n)
[l =T, (1.2
i€B ieA

B étant non vide, on peut prendre iy € B, et obtenir une contradiction en notant que p;, est un facteur

. _2(nf—ny) . _2(n;—n}) . . , N
premierde n[l;epp; ' ', maispasde[lieap; " (qui sont deux entier égaux, d’apres ). O
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Corollaire 1.C.2. /2026 est irrationnel.

Démonstration. /2026 n'est pas entier car 452 < 2026 < 462 d’ot1 il découle que 45 < /2026 < 46. Donc

V2026 ¢ Q d’apres le O

1.D Espaces vectoriels, algébres
Dans cette partie, la lettre K désignera R ou C.

Définition 1.D.1 (Espace vectoriel). Soient E un ensemble, muni d'une “addition” :
et d'une dilatation, qui multiplie un vecteur par un nombre : (K x E— E
{ A,a)—A-a
Cela constitue un espace vectoriel si toutes les conditions ci-dessous sont satisfaites :

ExE—E
(a,b)— a+Db

i) L’addition est commutative : V(a,b) € E2, a+b=b+a.

ii) Elle est associative : ¥(a,b,c) € E3, (a+b)+c=a+ (b+c).
iii) Il existe un vecteur nul 0 tel que Vae E, a+0= a.
iv) Tout vecteur admet un opposé:Vaec E,dbe E:a+b=0

v) La dilatation est distributive par rapport aux additions de vecteurs et aux multiplications de
nombres :
VAeK,VY(ab) e E>,A-(a+b)=A-a+A-b et VAweKk? VacE A+ -a=A-a+p-a.

vi) la dilatation par le nombre 1 est'identité: Vae€ E, 1-a = a.

Remarques ¢ Sion a écrit cette définition pour K =R, alors on dit que « E est un R-espace
vectoriel». Au contraire, si on a écrit cette définition pour K = C, alors on dit
que « E est un C-espace vectoriel ».

« Dans cette définition, les points[i)|afiv)]indiquent que I'addition munit E d'une
structure de groupe abélien.

 On peut alors déduire de[v)|et[vi)|que pour tout vecteur a, 'opposé du vecteur
se calcule comme (—1) - a, tandis que 0 a est le vecteur nul.

Démonstration.

» Preuve que pour tout a € E, le produit 0- a est égal au vecteur nul :
Soitae E.Onaalorsa=1-a=0+1)-a=0-a+1-a=0-a+a.
Si on désigne par b 'opposé de a (définit en [iv)| et tel que a + b = 0), en ajoutant b a I'égalité
“a=a+0-a” obtenue ci-avant, on déduitque a+ b=0-a+a+ b, cestadire0=0-a.

o Preuve que 'opposé d'un vecteur a est égal (—1) - a.
Soit a € E. Désignons par b 'opposé de a (définit enfiv)|et tel que a+ b =0).
Onatoutd’abord0=0-a=((-1)+1)-a=(-1)-a+1-a=(-1)-a+a. Deéslors, en ajoutant b al’égalité
“0=(-1)-a+ a” obtenue ci-avant, on déduitque b= (-1)-a+a+ b, cestadire b= (-1) - a. O

Remarque : La preuve ci-dessus peut sembler rébarbative pour montrer un résultat intuitif, mais il s'agit
de vérifier que les affirmation «0-a =0 » et «(—1) - a est 'opposé de a » découlent bien des propriétés[i) a[vi}
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Théoreme et définition 1.D.2 (Sous-espace vectoriel). Si un ensemble E forme un espace vectoriel
pour une certaine définition de 'addition et de la multiplication, alors un sous espace vectoriel est
un sous ensemble F c E qui forme un espace vectoriel pour la méme définition de ’addition et de la
multiplication.

En pratique, il n’est pas nécessaire de vérifier pour cela toutes les conditions[)|a[v)|de la définition
Au lieu de cela il est suffisant de vérifier les conditions ci-dessous :

a) F# @, et FcE, ou E forme un espace vectoriel (pour une certaine addition et multiplication).

b) VAeK,V(ab) e F>, A-a+beF (pour la méme addition et multiplication).

Démonstration. Soit F c E qui satisfait[a)| et[b)| (en particulier, E est un espace vectoriel).
Pour montrer qu'il satisfait la définition[I.D.1} on doit d’abord s’assurer que I'on dispose bien d'une
addition [Fx F— F  etd'une dilatation (K x F— F
{(a,b)»—»a+b { Aa)—A-a
Puis on devra ensuite montrer que chacune des propriétés[i)|a[vi)|de la définition[I.D.1]est satisfaite.

e Définition de l'addition : Quand (a,b) € F?, le vecteur a + b est bien défini car a et b sont des
éléments de E, et 'addition est bien définie sur E. Il suffit donc de montrer que a + b € F, afin
d’obtenir (Fx F—F

{ (a,b)— a+Db
Pour cela on note que a+ b =1a+ b, qui appartient a F d’aprés[b)| (o1 'on a pris A = 1).

o Définition de la dilatation De méme pour la dilatation, ce qu’il faut montrer est que pour tout A € K

etae F,onaitA-a€F.

Pour cela on remarque que quelque soient Ale Ketae F,onaA-a=(1-1)-a+ a quiappartient a
F d’apres d’apres|b)| (que I'on a utilisé avec le nombre A — 1 en prenant b = a).

« propriétési)a[vi) de la définition :

i) La propriété « ¥ (a,b) € F?, a+ b= b+ a» découle de fait que les éléments de F sont des éléments de
E, et que E satisfait cette propriété.

ii) Il en est de méme pour « V(a,b,c) € F3 (a+b)+c=a+ (b+c)».

iili) Comme F # @ il existe un vecteur b € F. Alors d’apres[b)lon a (-1)b+b e F. Or (-1)b+ b est le
vecteur nul (comme on I'a vu ci-avant), qui satisfait« Vae E, a+ 0= a».
Onadonc«VaeF,a+0=a»(etonamontré que0e F).

iv) On a déja vu que 'opposé d'un vecteur a est (—1)-a. Et si a € F, alors d’apres on a
F>(-2)-a+a=(-1)-a,donc son opposé est bien dans F.

v) Les propriétés « VA€ K, V(a,b) € F2 A-(a+b)=A-a+A-b»
et«V(A,u) € K2, Va€eF,(A+pu)-a=A-a+ u-a», découlent du fait F c E et que la propriété est vraie
dans E.

vi) Il en va de méme pour la propriété « Vae F,1-a=an». O

E’-E
Définition 1.D.3 (Algebre). Siun espace vectoriel E est de plus muni d'une multiplication {(a,b)H axb
(ou le produit de deux vecteurs et un vecteur), et si cette multiplication est bilinéaire, alors on dit que
(pour cette multiplication) il forme une algebre
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Remarques « Dans cette définition, le fait que la multiplication soit bilinéaire signifie que
les conditions ci-dessous soient satisfaites :

i) Y(a,bc)eE®, ax(b+c)=axb+axc
ii) V(a,bc)eE3 (a+b)xc=axc+bxc
iii) V(A,u) € K2, VY (a,b) € E?, (A-a) x (u-b) = (Au)-(ax b)
« Sion a écrit cette définition pour K = R, alors on dit que « E est une R-algebre».

Au contraire, si on a écrit cette définition pour K = C, alors on dit que « E est
une C-algebre».

Théoréme et définition 1.D.4 (Sous-algebre). Si un ensemble E forme une algébre pour une certaine
définition de I'addition, de la dilatation, et de la multiplication, alors une sous-algebre est un sous
ensemble F c E qui forme une algebre pour la méme définition de ’addition et de la multiplication.

En pratique, il n'est pas nécessaire de vérifier pour cela toutes les conditions des définitions|1.D.1|et
[LD.3l Au lieu de cela il est suffisant de vérifier les conditions ci-dessous :

a) F estun sous espace vectoriel de E.

b) Y(a,b)e F2,axbeF.

Démonstration. Soit F c E qui satisfait[a)|et[b)| (de la définition[1.D.4).
Pour montrer qu’il satisfait la définition[1.D.3} on doit d’abord s’assurer que I'on dispose bien d’'une
multiplication { F?— F
{(a,b)»—» axb
Puis on devra ensuite vérifier que la multiplication est bien bilinéaire.

o Définition de la multiplication : Quand (a,b) € F?, le vecteur a x b est bien défini car a et b sont
dans E, et car la multiplication est bien définie dans E. De plus la propriété[b)|assure que a x b € F.
e Bilinéarité : Les trois propriétés
«V(a,bc)eF3 ax (b+c)=axb+axc», «V(a,bc)e F3 (a+b)xc=axc+bxc», et
«Y(A,u) € K%,V (a,b) e F?, (A-a) x (u-b) = (Au) - (ax b)» sont satisfaites car les éléments de F
sont des éléments de E et car la propriété est vraie pour les éléments de E (car E est une
algebre). O

Algebre des suites

Preuve de la propriété|l.1.17 Vérifions tout d’abord que 'ensemble des suites forme un espace vecto-
riel, pour I'addition et la multiplication définies en paragraphe[I.1.c} On vérifie pour cela chacune des
conditions de la définition :

i) Etant données deux suites (14,,) nen €t (V) nen, pour montrer que les suites u +v et v+ u sont égales,
on calcule leur 7™ élément (pour chaque neN) :
SoitneN,ona(u+v),=up+vy=vp+u,=wV+u),.

Doncu+v=v+u.
ii) De méme, étant données trois suites (1) nen, (Vi) nen, €t (Wh) nen, ON A

VneN, (u+v)+w)p=W+vp+wp=up+vp+wp=uy+vV+w), =(u+v+w)), doulégalité
«u+rv+w=u+wV+w)».
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iii) Désignons par 0 la suite nulle (dont tous les éléments sont nuls). Alors pour n'importe quelle suite
(Un)nen,Ona:
VneN, (u+0), =u,+0=uy, doulégalité «u+0=un».

iv) Etant donnée un suite (i) ,en, on désigne par (v,,) son opposé défini par Vn € N, v, = —u,,. Alors,
ona
VneN, (U+v)y=up+vyp=uy—u,=0,doul'égalit€ « u+v=0n».
On a bien montré que pour tout suite (u,), il existe une autre suite (v,), telle que u+v =0.

v) Etant données deux suites (u,,) ey €t (V) nen, €t deux nombres A et y,ona:
VneN, A-(u+v), =Au+v)p=Auy+vy) =Aup+Avp=A- W, +A-V)y=QA-u+A-v),, dou
I'égalité « 1-(u+v)=A-u+A-v». Deplusona
vneN, (A+w-u), = A+mup = Aup+puy=A-wWy+@-wp = A-u+p-u), dou l'égalité
«A+W)-u=A-u+p-u».
vi) Etant donnée une suite (1) e, ON @
VneN, (1-w),=1u,=u,, doul'égalité «1-u=wun».
Ainsi on a bien montré que les suites forment un espace vectoriel. Pour vérifier que c’est une algébre
(définion|1.D.3|il faut vérifier que la multiplication des suites est bien bilinéaire :

i) Etant données trois suites () nenyy Vi) nen, €t (Wn) nen, ON A
VneN, (ux(@+w)),=u,(v+w),=u,(vp+ wy) = Upvy+ upw, = (Uxv+ux w), doulégalité
«Ux(V+w)=uxv+uxwn.

ii) De méme, étant données trois suites (1) nen, (Vi) nen, €t (Wy) nen, ON A
VreN, (u+v)x w), = U+ V)W, = (Up + V) Wy = Uy Wy + VW, = (Ux w+Vv x w),, doul'égalité
«(U+vV)xw=uxw+vx wn.

iii) Enfin, étant données deux suites (u5) nen €t (Vi) nen, €t deux nombres A et u, ona:
VneN, ((A-w)x (u-v),=A-wa(uv)n=Atupptvy = Ap vy =A@ (wxv), = (A - (uxv),,dol
Iégalité « (A-u) x (u-v) = Au) - (U xv)». O

preuve que {(u,) ,en| U = 0} a une structure de sous algebre.
Désignons par F I'ensemble {(u,) nen|to = 0}, et montrons que (pour I'addition, la multiplication et la
dilatation définies en paragraphe[1.1.¢) il forme une sous algebre de 'ensemble de toutes les suites.
On vérifie pour cela les deux conditions de la définition|1.D.4]:
» Sous espace vectoriel Pour vérifier que c’est un sous espace vectoriel on doit vérifier les conditions
indiquées en|1.D.2|:

e F #0 car par exemple, la suite nulle appartient a F (la suite nulle satisfait bien 1y = 0).

o F estun sous ensemble de 'ensemble des suites : F est 'ensemble des suites (i) telles que
ug = 0 donc les éléments de F sont bien des suites. De plus on a vu que I'’ensemble des suites
forme un espace vectoriel (c’est méme une algebre).

e Soient A € K, et (u,v) € F2, montrons qu’alors A - u +v € F. Il faut pour cela vérifier que (1 - u +
v)o =0.

Or (A-u+v)g=(A-u)+ve=Aug+vy, ce qui est égal a zéro car uy = vo = 0 (qui découle de
I'appartenance a F).
e Prouvons enfin que « V(u,v) € F2, uxveF»

Soient deux suites (1) nen €t (Vi) nen qui appartiennent a F (c’est a dire que ug = vy = 0), alors on a
(uxv)g=ugvg=0,dottuxveF. O
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1.E Constructions de R

On a montré dans les parties précédentes certaines propriétés de R, en s’appuyant sur les postulats
[L.1.1}[I.1.11]et[1.1.12] que 'on a pas démontré. On ne les détaille pas ici, mais il existe plusieurs facons de
construire R de telle sorte que ces “postulats” puissent étre prouvés plutdt qu’admis :

o Une possibilité est de définir les réels comme des ensembles de rationnels, par exemple le nombre
réel /2026 serait identifié 2 'ensemble {x € Q)|x <Ooux®< 2026} (dont v/2026 est la borne supé-
rieure). Cette construction est due a Richard Dedekind, et est connues sous le nom de « Coupure de
Dedekind ».

Avec cette construction, on peut montrer directement les postulats|1.1.1]1.1.11|et[1.1.12|d’ot1 découle
le reste du chapitre.

» Une autre possibilité est de construire R de facon a ce qu'’il satisfasse le théoreme Cette
construction est par exemple détaillée dans le livre de Marie-Cécile Darracq et Jean-Etienne Rom-
baldil (LMD Maths, 2020).

Dans cette construction R est défini comme le « complété de Q », c’est a dire le plus petit espace
complet qui contienne Q. C’est une facon mathématique de dire que R est constitué de toutes les
limites de suites rationnelles.

Avec cette construction, on a directement le théoréme|1.3.6} et cela demande plus de travail de
montrer la propriété[1.1.11| (dans dans le livre de Marie-Cécile Darracq et Jean-Etienne Rombaldi,
c’'est le théoreme 2.20, en fin de chapitre 2 (alors que R est construit dans le chapitre 1).

1.F Démonstrations omises dans le texte principal

De nombreuses preuves ont été laissées en exercices aux lecteur/lectrices.
Elles sont néanmoins rédigées ci-dessous :

Preuve du[l.1.15 On remarque simplement que pour n€Net xeR,ona:
n-l<xsne-n<-x<-n+loe-n=E(-x) (1.3)
Il en découle que pour x fixé, il y a un n et un seul qui satisfait n —1 < x < n: c’estle nombre —E (—x). O

Preuve que la propriété|1.1.12 implique la formulation «Ve >0,Vx€R,3n e N : ne > x » (de la remarque[1.1.13).

Si on applique la propriété|1.1.12} au nombre %, on obtient 7 € N tel que n > %, ce qui implique que
ne > x. O

Remarque[1.2.2: preuve qu'on peut remplacer les “< £” par “< €”.
e Ilestclairquesiu, - acR, alors Ve>0,3meN,Vn=m, lu,—al<e
(car|luy,—al<e=>|u,—al<e).

Réciproquement, supposons que Ve >0, dmeN, Vn=m, lu, —al <e.
Soit € > 0, et appliquons la propriété a /2 (car /2 > 0) : il existe m € N tel que pour tout n = m, on a
|u, —al <e/2<e. Donconabien u,, — acR.

e De méme il est clair que si u, — +oo, alors VM >0,3meN,Vn=m, u, = M.
Réciproquement, supposons que VM >0, Im eN, Vn = m, u, = M, et montrons que i, — oo. Soit
meR, onpose M =|m|+1etonalexistencede meN,Vn=m, u, =M >m, d ol u, — +oo.
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¢ Pour u, — —oo, la preuve est exactement la méme. O

Preuve de le propriété|1.3.

¢ Soit (u#,) une suite qui converge vers a € R. Soit € > 0.
En prenant & = 5 dans la définition([1.2.1} on a I'existence de N e N tel que Vn > N, |u, - al < 5.
Dés lors, si deux entiers p et g sont supérieurs a N, on a |up — ug| <|up—I| +|ug—1| <5+5=¢,
donc la suite (u;) est bien de Cauchy.
 Soit (1) une suite de Cauchy. En posant € = 1, il existe N, tel que V(p,q) € [N, +oo[?, |up - uq| <1.
On pose alors M = max(|uyl, |uzl,...,lunl, luy+1l+1); pour n € N arbitraire, montrons que |uy| <
M:
e Sin< N, |u,l| estun des éléments dont on a pris le max, donc |uy| < M.
e Sinon |uny1 — uyl <1donc|uy,| <|uysil+1d oule résultat. O

Preuve pour l'exemple[1.3.5,
On considere la suite définie par récurrence par

u = 0
2
Vnzl,up = un+1u”T/2026
et on considére un rang n > 1 o1 u,, € Q* et u? <2026 (ce qui est le cas au rang n = 1).
Alors u, <2026 et

1-12/2026  (1-12/2026)"
2 16

) 1 u, 1-u%/2026
= (2026 — uy) (1 - = x -
T\ 2 2026 16x2026
=0 ~ ~

1 1
>
=1 271 >0

2026 — U2, | = 2026 — u% — u,

v

1-u?/2026

Donc au rang 7+ 1 on a & nouveau u? < 2026 et u, € Q" (car u, + € Q™). Par récurrence,
~—~—

€« T o
c’est donc le cas pour tout n = 1.
Donc la suite u, est croissante et majorée par 2026. Elle admet donc une limite ¢ € R. Comme
1_i>r+r_1oo Upsl = ngg_lm U, cette limite satisfait £ = ¢ + 10212026 o ¢ = Vv2026. O

n 4

Preuve du théoreme[1.4.6 lorsque a € {—o0, + co}.
On considere le cas ou a = +oo (resp a = —00).
On doit alors montrer I’équivalence entre

i) Pour tout M € R, il existe un nombre infini de valeurs de n € N telles que u; > M (resp u, < M).
ii) VMeR,VNeN,In=zn: u, > M (resp u, < M).
iii) Il existe une suite extraite (i) qui tend vers a.

« Montrons que[)}=fi)]: supposons que[i)|est satisfaite, et posons M € Ret N € N.

Alors I'ensemble {p € N | u, > M} (resp {p € N| u, < M}) est infini, et ne peut donc pas étre inclus
dans [0; N[, donc 3n = N : u, > M (resp u, < M).

« Montrons que[iD}=fiii)]: supposons que [ii)] est satisfaite, et construisons par récurrence une suite
extraite 1) qui tend vers a. Pour cela on va méme imposer que V7 = 1: Uy, > 1 (resp Uy < —n).
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e On pose ¢(0) =0.
 Etant donné un rang n = 1, si on a déja construit ¢(0), ¢(1), ..., ¢(n— 1), alors d’apres la
propriété (oul'on prend M = n (resp M = —n) et N = ¢(n—1) + 1), il existe un nombre
me [p(n—1)+1;+ool tel que u,, > n (resp u;, < —n). On pose alors ¢(n) = m.
» Cela construit par récurrence ¢ : N — N strictement croissante telle que Vn = 1: u, > n (resp
U, <-—n).
Cette suite extraite tend bien vers a, car pour M € R, si'on pose N =1+ E (|M|) (de sorte que
N>|M|donc N> Met—-N<M)alorsonaVn=N:uUyy >n=N>M (resp Upp < —n <
—-N< M).
» Montrons que: Supposons qu'une suite extraite (i) tende vers a.
Pour tout M € R, il existe alors N € N tel que Vn = N, upn) > M (resp tpmn < M). On en déduit
que Vn e {p(N),(N+1),p(N+2),...}, uy > M (resp u, < M), d’oula propriété(car I'ensemble
{o(N),p(N+1),p(N +2),...} estinfini). O
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Chapitre 2

Séries réelles et complexes

Ce chapitre portera sur des sommes infinies, réelles ou complexes. Comme on va manipuler des
limites de nombres complexes, on commence par généraliser au cas complexe certains résultats du
chapitre[l] Siiels ne sont pas familier-e-s avec I'inégalité triangulaire |a + b| < |al + |b|, les lect-eur-rice-s
sont encouragé-e-s a lire 'appendice[2.A.2]

2.1 Suites complexes

Théoreme et définition 2.1.1. Soit (u,) une suite complexe et z € C. On dit que lim u, = zsiles conditions
n—oo
équivalentes ci-dessous sont satisfaites :

i) Ve>0, ANeN: Vn e [N;+ool, lu, —z| <e.
ii) lim Re(u,) = Re(z) et lim Im(u;) = Im(z)
n—oo n—oo

Remarque : Dans ce cours, on ne généralise pas la notion de convergence vers +oo ou vers —oo aux
nombres complexes.

Preuve du théorémel2.1.1l La preuve repose sur les trois inégalités

|up — z| < |Re(uy) —Re(2)| + [Im(uy,) — Im(2)| (i1
VneN, |Re(u,,) —Re(2)| < |u, — z| (i2)
Im(u,) —Im(2)| < |lu, -zl (i3)

Montrons, grace a la premieére inégalité (il) quelii :
Soient (u,) et z qui satlsfontl Pour tout € >0, il existe N; € N tel que Vn = Ny, |Re(u,,) —Re(z)| < £ 5
et N, e Ntel que Vi = Ny, [Im(uy) — Im(z)| < £.On pose alors N = max(IN1,/N»), et on obtient que pour

toutn = N, |u, — z| < |Re(u,) —Re(z)| + IIm(un) - Im(z)l <¢g doula propriété
De méme la deuxieme inégalité (i2) prouve que )| = llm Re(un) Re(z), tandis que la troisieme
inégalité (i3) prouve quel:> llm Im(u,) =Im(z2), d’ou O

Remarque 2.1.2. De méme 'inégalité
Vnen, llunl —|zll < lu, —zlindique que si lim u, =z, alors lim |u,|=zl.
n—+oo n—+oo
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Théoreme 2.1.3. C est complet, c’est a dire qu’une suite complexe (u,,) admet une limite dans C si et
seulement si elle est de Cauchy, c’est a dire si et seulement si
Ve>0,INeN:VY(p,q) € [N;+ool?, |uy — ug| <e.

Démonstration. Siune suite complexe est de Cauchy, alors d’apres les inégalités et (i3), sa partie réelle
et sa partie imaginaire sont de Cauchy, donc convergent vers des limites /; € R et I, € R (car est complet),
donc la suite tend vers [, + i I, (d’apres la caractérisation [ii)|dans la définition[2.1.1).

Réciproquement si une suite complexe converge, alors elle est de Cauchy (par la proposition[1.3.3|qui
se généralise immédiatement aux nombres complexes). O

Proposition 2.1.4. Le théoréme(1.2.6|est encore valable dans C, c’est a dire que si (1) et (v;;) sont deux
suitesaveca= lim u,eCetb= lim v,€C, alors:
n—+oo n—+oo

V(A ) € C?, nlim (Aup +pvy) =Aa+ ub,
—00
lim (u,v,) = ab.
n—oo

De plus, si a # 0, alors il existe NV € N tel que pour tout n = N, on ait u, # 0 et on a de plus:

. 1 1
lim — =—.
n—oou, a
Démonstration. La premiere affirmation découle de I'identité (valable pour tout n e N) :
Auy + v, = Re(A)Re(up) —Im(A)Im(uy,) + Re(u)Re(vy,) — Im(p)Im(v;,)
+i (Re(V)Im(uy) + Im(A)Re(up) + Re(w)Im(v,) + Im(p)Re(vy))
dont la partie réelle tends vers Re(1)Re(a) — Im(A)Im(a) + Re(u)Re(b) — Im(u)Im(b) = Re(la + ub) et la
partie imaginaire vers Re(1)Im(a) + Im(A)Re(a) + Re(u)Im(b) + Im(u)Re(b) = Im(Aa + ub).
La deuxieme affirmation s’obtient de méme a partir de I'identité (valable pour tout n € N) :
u,vn = Re(uy)Re(vy,) —Im(uy,)Im(vy,) + i (Re(u,)Im(vy,) + Im(u,)Re(vy)).
Enfin, la troisieme affirmation s’obtient de méme a partir de I'identité (valable a partir d'un certain
1 _ Re(un) _ 7 Im(uy) O

2 .
rang, de sorte que |u,|“ #0) : wn = P TR
n n

2.2 Convergence de séries

Définition 2.2.1. Soit (1) ,>¢ une suite réelle ou complexe. Pour 7 € N, on appelle « sommes partielles »
les nombres ;

Sp=Up+ - tUn= ) Un.

m=0
La suite (s;) s’appelle la série de terme général u,, ou la série )" uy,.
Définition 2.2.2. On dit que la série réelle (respectivement complexe) }_ u,, converge vers a € R (resp vers
n
a € C) sila suite (s,,) des sommes partielles converge vers a (c’est a dire que a = nhIP > u;,). Dans ce
—1+00

m=0
cas on note :

(e.0)
Z Unp=a
n=0

et on dit aussi que }_ u;, est « de nature convergente », et que a est « la somme» de la série Y u,.
Si s, n’a pas de limite dans R (resp dans C), alors on dit que )_ u,, diverge, ou qu’elle est « de nature
divergente ».
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Remarque 2.2.3. Comme on le discutera en TD, les théoremes et définitions de ce chapitre ne dépendent
pas du fait que les termes commencent au rang 0, ou 1, ou a un rang quelconque.

Exemple 2.2.4. Somme télescopique :

La série de terme général u, =

1 1 _ 1
(n+1)(n+2) — n+l  n+2’

n (1 1) (1 1) (1 1) (1 1
Youpg=|=—z|+|z-=|+|z-= |+ +|=-
= 1 2) (2 3/ \3 4 n on+l

1 n-o 1
n+2

1
(n+1)(n+2)

de sorte que

converge vers 1 car pour n € N,

)
+ —
n+l n+2

ona

=1-=

Ce types de sommes de la forme ) (uy — ug+1) s'appelle des “sommes téléscopiques”.
k

Exemple 2.2.5. Série géométrique : Pour r € C, la série géométrique de terme général u,, = r" converge
ssi|rl<1l.Eneffet,sir#1ona

n n
k=0 k=0

1-— rn+1

k:0 1 —-Tr
qui converge si et seulement si || < 1.

n
Deplussir=1,alors Y uj=n quidiverge vers +oo.
k=0

Proposition 2.2.6. Si une série Y u, converge, alors lim u;, =0.
n—oo

Démonstration. Avec les notations de la définition pour n € N* on a uy, = s, — S—1, qui tend vers 0
car lim s,= lim s,;. O
n—+oo n—+oo

Remarque 2.2.7. 1l n'y a pas de réciproque, le terme général u, peut tendre vers 0 sans que la série

) P P _ 1 . . . — . .
converge. C’est le cas de la série de terme général u,, = T s ona bien r}glgo u, =0, mais on a aussi
n
Vntl- .
que pour tout neN, u, = % =vn+1-+/ndonc Y ui=+vn+1quidiverge.
Vn+l —y/n k=0

Définition 2.2.8. On dit qu'une série }_ u, « diverge grossierement » si le terme général (u,;) ne tends pas
vers 0.

Proposition 2.2.9 (Critére de Cauchy). La série complexe }_ u, converge si et seulement si, pour tout
€ >0, il existe N € N tel que, pour tout n € [ N; +oo[ et tout p € N on ait :

[t + -+ Unap| <&

Démonstration. Avec les notations de la définition[2.2.1} le théoreme[2.1.3|indique que (s,) converge si et
seulement si pour tout € > 0, il existe N e N: V(a,b) € [N; +00[?, |54 — spl < €.

Montrons donc que (pour N € N et £ > 0), la condition « ¥ (a,b) € [N;+oo[?, |sq — sp| < € » (que 'on
notera A(N,¢)) est équivalente a la condition «Vn € [N;4oo[, Vp eN, |un+1 +-e un+p| <e»(quelon
notera B(N,¢)).
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On note tout d’abord que pour (a,b) € N?, |s, — sp| = {luaﬂ Flasz oot upl sib>a
[Ups1+ Upso+---+Ugl Sib<a
Donc si A(N,¢) est vraie, alors pour 7 € [N;+ool, et p e N on pose a=n et b=n+ p, ils sont tous deux
dans [N;+oo[ donc & > [sq — sp| = |un+1 +++ + Unsp|, ol B(N,é).
De méme si B(N,¢) est vraie, alors pour (a,b) € [N;+oco[? on pose n = min(a,b) et p = |a— b| eton a
ne[N;+ool, et peN, donc € > |un+1+---+un+p| =|Sqa— Spl. O

o0
Proposition 2.2.10. Soient }_ u, et }_ v, deux séries complexes, avec ) u, =ac€ C. Alors:
n=0

i) si) v, converge et sa somme vaut b € C alors )_(u, +v,) converge et sa somme vaut a + b;
ii) si) v, diverge alors ) (u, +v,) diverge;
iii) pourtout A € C, Y Au, converge vers la.
La preuve de ce théoreme, qui munit les séries d'une structure d’espace vectoriel, est élémentaire et

est laissée en exercice. On verra qu’en revanche il est plus difficile d’obtenir un résultat pour les produits
de séries.

2.3 Séries réelles; positivité
Le résultat suivant est évident mais important.

Proposition 2.3.1. Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite des sommes partielles
est majorée.

Démonstration. La série converge si et seulement si la suite des sommes partielles est convergente,
par définition. Mais celle-ci est une suite réelle croissante (car u, = 0), elle est donc convergente si et
seulement si elle est majorée. O

Proposition 2.3.2. Soit )" u, et ) v, deux séries a termes positifs telles que Vn e N, u, <v,

i) Si) v, converge, Y u, converge aussi et :

(e8]

(o0}
Y up< ) v
n=0 =0

n
ii) Si) u, diverge, ) v, diverge aussi.

Démonstration.

n
i) Si Y v, converge alors les sommes partielles () vi) sont bornées. Or Vn € N,
k=0

n n n
ur < ) vg, donc d'une part les sommes partielles (Y u;) sont majorées donc (par po-
k=0 k=0 k=0

[e.°] o0
sitivité) Y u, converge, et d’autre part par passage ala limite, Y u, < Y vj.
n=0 n=0

ii) Cela découle du point précédent par contraposée : « )_ v, converge = ) u, converge » est exacte-
ment la méme affirmation que « Y u,, diverge = Y v,, diverge ». O
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Remarque 2.3.3. Silacondition u, < v, n'est vraie qu’a partir d'un certain rang, alors on n'a pas forcément

Z Uy < Z vy, mais les conclusions sur la convergence ou la divergence restent valides.
n=0 n=0

Proposition 2.3.4. Soit (u,) et (v,;) deux suites réelles positives équivalentes. Alors les séries de termes
généraux u, et v, sont de méme nature.

Démonstration.

« Montrons tout d’abord que sous ces hypotheses, si ) v, converge, alors }_ u, aussi.

Comme u;, ~ vy, il existe une suite (w,) qui tend vers 1, et un rang Ny € N tel que
Vn € [Ny;+ool, uy = w,vy,. En prenant € = 1, la propriété w, — 1 nous donne I’existence de N; € N
tel que pour tout n € [Ny; +ool, on ait |w, — 1| < 1 donc w, < 2.

Des lors en posant N2 = maX(No,Nl) On obtient que pour 7 € [Ny; +ool,

Np—1 Np—
Z Uy = Z Uy + Z Up < Z up+2 Z vk donc ces sommes partielles sont est majorées. Donc
k=0 = k=N, k=0 k=0

(par pos1t1v1te) ). uy, converge.
» En appliquant ce résultat aux suites (v,) et (1) (en ayant juste interverti le role de (u,) et (v;), eten
utilisant que v, ~ u,, on obtient que si ) u, converge, alors )_ v, aussi.

On a donc bien que les deux suites sont de méme nature (soit toutes les deux convergent, soit
aucune des deux ne converge). O

; (=" =n”"
Remarque 2.3.5. Les suites ( \/ﬁ+(—1)n) et( 7n ) sont équivalentes, mais les séries ) \f+( e etZ

sont pas de méme nature (voir exercice 44, question xiii)).

Définition 2.3.6. Soit @ € R. On considere la suite (i) ;=1 = (l ol 'on rappelle que ( =) est égale a

ne )n>1 ’
(exp (—aln(n))).
La série }_ u, s'appelle alors «la série de Riemann d’exposant « ».

Remarque 2.3.7.

» Son terme général n'est défini qu’a partir du rang n = 1. Il est sous-entendu qu’on doit alors adapter

n
la définition|2.2.1|en posant (pour n € N*), s, = Y up.
m=1

» Comme les premiers termes n’ont pas d’'impact sur la convergence de la série (voir exercice[49), on
parle quand méme de “la nature de la série ). #", méme si cette notation imprécise n'indique pas a
quel terme on commence.

Théoreme 2.3.8. La série de Riemann }. # est convergente si et seulement si a > 1.

Démonstration.

» Considérons d’abord le cas ol1 @ = 1, et montrons qu’alors elle diverge :

2n 2n
SoitneN: Y %2 Z —:%.Donc enprenantf::% (et n= N et p=n),onalanégation de
k=n+1 k=n+1
——

n termes

du critere[2.2.9} d’ou1 la divergence.
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e Poura<l,onaVneN* # = % =0, donc % # diverge d’apres la proposition|2.3.2

1

(m)«

Y L — —Ll__ (qui converge comme somme télescopique oll —— — 0), ou a une série dont
n (n+1) n

le terme général est équivalent a celui-ci.

e Pour a > 1, on va comparer la série ).

(dont on cherche a étudier la nature), a la série

-1_,a-1
Pour n € N*, on remarque tout d’abord que # - (n+i)“’1 = (”(;8;11));{(1

utiliser le théoréme des accroissements finis : il existe c € [n,n+ 1] : tel que (n+ na-l—pa-l =
(@—1)c*2, ce qui est compris entre (a—1)n®~2 et (a—1)(n + 1)*~2, donc est équivalent a (@ —1)n%2.

. Au numérateur, on peut

0 U UV BN (/) e (¢ VR LR hpin v (@) (1

On a donc 7T T e (@-Dmr = e d’ol1 la convergence de la série ). L (d’apres
) N 4 1 , N

, d’ot1 découle enfin la convergence de Y e (d’apres lefiii)|de|2.2.10). O

Remarques :

e pour le cas ou a =1, on aurait aussi pu montrer la divergence par le méme type de méthode :
en comparant a la série télescopique ) In(n + 1) —In(n).
» dans les cas ol la série converge, on aurait aussi pu montrer la convergence en suivant la
preuve de |'exercice
La série de Bertrand est un raffinement de la série de Riemann. Etant donnés deux réels a et 8, on
pose cette fois ci :

Vne|[2;+o0l: =—
&2 +ool: un n%In(n)f

Des lors, la série ) u, s’appelle la série de Bertrand associée a («,3).

Théoreme 2.3.9. La nature de la série de Bertrand associée a (a,f) est :
i) Divergente si a < 1.
ii) Divergentesia=1etf<1.
iii) Convergentesia=1etf>1

iv) Convergente sia > 1
Démonstration.
» Commencons par le cas ol1 la convergence est la plus difficile a montrer : quand a =1 et § > 1. On

procede comme pour le cas ol « > 1 dans la preuve du théoreme : par comparaison avec une
série télescopique :

o Soit (Vp)p=2 = ( . Les sommes partielles de cette série télescopique sont

1 _ 1
(Inn)A-1 (ln(n+1))ﬁ’1)n>2

n
(pourn=2), Y v;= - 1 = qui convergent car > 1.
i=2

1
(n2)/~1  (n(n+1)
e Pour n € [2,+;00[, le théoréeme des accroissements finis donne I'existence de c € [n, n + 1] tel
uev, = b1 p-1 -1
quevn = o)P (n+1)In(n+1)B’ nln(n)p |*
)

In(n+1) _ (%
Or Inn

1 - 1. Donc In(n + 1) ~ Inn et donc I'’encadrement qu'on a obtenu
—00

nous donne v,, ~ #Lﬁ)ﬂ'
-1
nln(n)p

« Comme ) v, converge, on déduit par comparaison de séries positive que )_ converge,

: 1
puis que Y. TTnooP converge.
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e Deméme, quand =1 (toujours avec a = 1), on procéde par comparaison avec une série télesco-
pique:
e Soit (Vp)ps2 = (In(In(n+ 1)) —In(Inn)) ,>2. Les sommes partielles de cette série télescopique
sont (pour n = 2), fzvi =In(n(n+ 1)) —In(In2) qui divergent.
e Pournel[2,+ ;oo[[,lle théoreme des accroissements finis donne I'existence de c € [n, n + 1] tel

1 c 1 1
clnc (n+1)In(n+1)’ nln(n)

que vy, =

1
Donc Vi ~ In()
o Comme Y v, diverge, on déduit par comparaison de séries positive que }_ m diverge.

e Sia=1letf<1,alors tends vers +oo. Donc il existe un rang a partir du quel

1 1
n%In(n)f / nln(n)
In(n)1-#
m = 111+(n) Or) nln;(n) diverge, donc par comparaison de séries positives, ). m diverge

aussi.

e Sia<1,alors tends aussi vers +oo (par “croissance comparée”, voir exercice

1 / 1
jl“ln(n)ﬁ nln(n)l
nl-a h,‘lr(n)l—ﬁ

25), donc on obtient de méme la divergence de .

1
n®In(n)f*

e Enfin, si a > 1, alors tends vers 0 (par “croissance comparée”, voir exercice

1 1
n%In(n)b / nln(n)?
ln(n)zjgln"“l

q . . 1 1 1
25), donc il existe un rang a partir du quel ona — moP S G- Or}. TIngaZ converge, donc par

comparaison de séries positives, Y. W converge. O

Regles de convergence

Nous allons établir deux autres cas classiques ol la convergence des séries positives est connue : la
regle de Cauchy et celle de d’Alembert

Proposition 2.3.10 (Regle de Cauchy). Soit )" u, une série a termes positifs et soit :

b =limsup /uy € [0, +oo].

n—oo

1. Si b< 1, alors Y u, converge.

2. Sib>1,alors ) u, diverge.

Démonstration.

1. Sib<1,onposec= % desorteque b<c<1.
Alors comme la suite des (sup{{/ux | k = n}) ;>0 est décroissante et tend vers b, elle est inférieure a ¢
a partir d'un certain rang N.
Pour n € [N;+oo[, on a {/u, < cdonc u, < c¢". Or ¢ < 1, donc d’apres l’exemplez ¢ converge,
donc Y u,, aussi.
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2. Montrons la contraposée de (b > 1= Y u, diverge), a savoir (3_ u, converge = b < 1).

Supposons que }_ u, converge. Alors u, tends vers 0, donc u, est bornée : il existe M € R} tel

que Vn e N, un < M. Dés lors, pour n €N, on a {/u,, < M"'" or M" = exp 24 lnM tends vers 1. Donc
limsup Vu, <1. O

n—oo

Proposition 2.3.11 (Regle de d’Alembert). Soit ) u, une série a termes positifs, et supposons u, #0 a
partir d'un certain rang.

1. Silimsup 2= Hutl <1, alors Y. u,, converge.
n—oo

2. Siliminf*2tl > 1, alors Y u,, diverge.
n—oo Un
Dans les autres cas, (notamment si lim % = 1), cette régle ne permet pas de conclure.
n—oo n
Démonstration.

1. Posons ¢ = limsup “2:

n—oo

. Si ¢ < 1, on choisit un € €]0,1 — ¢[ (par exemple € = lg—g), et d’'apres la

convergence des sup vers ¢, il existe ng € N : sup{-/— ol p = ngt < ¢ +¢e<1.Deslors, Vn = ny,

([Zg)no (¢ +¢€)", d’ol1la convergence de Y uy, (par et .

2. Posons ¢ = lirllninf L Sji £ > 1, on choisit un ¢ €]0,/ — 1[ (par exemple ¢ = %), et d’apres la
—00 n

convergence des inf vers ¢, il existe ng € N : inf{ ”“

Ip nol > ¢ —€e>1.Deslors, Vn = ng, u, =

o™ 5)"0 (¢ — )", d’ol1 la divergence grossiere de Y. un O]

Produit de séries positives

Théoréme 2.3.12 (Produit de Cauchy). Soient Y u, et ) v, deux séries positives convergentes. Soit (w;)

n
la suite de terme général w,, = Y ugv,—. Alors }_ w;, est convergente et :
k=0
o0 o0 [o¢]
5 wn:(z u)(zv)
n=0 n=0 n=0
Démonstration.
oo oo
» Montrons tout d’abord que la suite ( Z wp) est majorée par ( y un) ( y vn) :
n=0 n=0

p_
PourneN,ona

n n p n n
L we=2 Z Wevpk= ), Ukvpk=) ) UkVp-k
p=0 p=0k=0 k=0p

O<ks<ps<n =k
n n—k n 00 (o)
=Zuk V1$Z kal Zuk Zvl
k=0 =0 k=0 =0 1=0
o0
Donc ) w;, converge et sa limite est inférieure ou égale a ( > uk) ( Y vl)
=0
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2n 2n 2n—k n n

(e, 0) o0
e Deplus,ona Y wr= Y ug ., vi= kgo Uy Y, v; qui tend vers (Z uk) (Eovl). Donc sa limite

p=0 k=0 1=0 1=0 k=0
. . w m CXD . ,
satisfait Y w,=| Y u,|| X vn|, d ot le résultat. O
n=0 n=0 n=0
Séries alternées

Théoreéme 2.3.13 (Série alternée). Soit (u,) une suite positive décroissante qui tend vers 0.
Alors la série Y (—1)"u,, converge.

2n+1 2n
Démonstration. Pour n € N, on pose v, = ) (—l)kulc etw, =Y (—l)kuk. Les suites (v,) et (w;) sont
k=0 k=0
adjacentes car
Vntl —Vn = Uzp+2 —Uap+3 =20,  Wpyl — Wy = —Uzps1 + U2 <O, et vy—wy= Uy —0.

n
Posons ¢ leur limite commune et montrons que ( Y (-DF uk) tend vers ¢ :
k=0
Soit € > 0. Il existe deux entiers N; et N» telsque Vn= Ny, [v,—fll<eetVnz= N, |w, —¥¢| < e.On pose

alors N = max(2N; + 1;2N5). Pour n = N, on a alors

« Si n est paire, on a n =2p pour un entier p = N,. Donc | wp — €| <¢g, cestadire <Ee.

S (<D —
k=0

e Si n est impaire, on a n = 2p + 1 pour un entier p = N;. Donc |vp—€| < g, C'est a dire

S (~DFue—¢
k=0

<E. O

2.4 Convergence absolue

Définition 2.4.1. On dit que la série complexe }_ u;, converge absolumentsi ) |u,| converge.

Proposition 2.4.2. Si une série complexe Y u, converge absolument, alors elle converge. De plus on a

fes) [es)
Y Uup| < X lugl.
n=0 n=0

alors

Démonstration.

 Le Critere de Cauchy(2.2.9|est satisfait par la série }_ |u,| car elle converge.
Donc Ve >0,INeN: Vne [N;+ool, YpeN: &> |upsr|+-++ + |tnsp| = |tns1 + -+ + tnsp|, doncla
série ) u, satisfait aussi le Critére de Cauchy et donc elle converge.

(e 0)
Y uy| estelle aussi
k=0

e Pourtout neN, |s,| satisfait |s,| =

n o0
< Y |ugl < Y |uyl. Donc sa limite
k=0 n=0

n
> ug
k=0
. P . 2, ~ x
inférieure ot égalea Y. |uyl. O
n=0
Proposition 2.4.3. Soient ) u, et } v, deux séries complexes absolument convergentes. Pour n €N, on

n
pose wy, = Y urv,_i.Alorslasérie ). w;, est absolument convergente et
k=0

2= ()

n=0 n=0
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Démonstration.

o Laconvergencede ) |u,|etde} |v,| donnent (par le théoreme|2.3.12) la convergence de }_ x, ol

n
Xn= 2 lugllvp—il. OrVreN, lwy| < x5, d'ot1 la convergence de }_ |w;,| (par la proposition|2.3.2).
k=0

o0 [ee] o0 n n n
e Deplus Y xi= ( > Iunl) ( Y |vn|), donc lim ( Y X — ( Y |un|) ( Yy |Vn|)) =0.
k=0 n=0 n=0 =00 \k=0 k=0 k=0

Or,pourneN,ona

n n n n n—k n n n
Zxk—(ZIMnI)(ZIVnI)=Z|ukIZIVZI—ZIMkIZIVl|=—Z|ukI Y vl
k=0 k=0 k=0 k=0 =0 k=0 1=0 k=0

n—-k<l<n
donc
n n n n
Yoxe— | 2 lual[[ X wal|| = X luel Y il
k=0 k=0 k=0 k=0 n—-k<l<n
n n n n
= Zuk Z Vi = Zwk— Zun Zvn
k=0 n—-k<l<n k=0 k=0 k=0
i n n n
Donc lim wk—(z un)(z vn) =0. O
n—00\k=0 k=0 k=0

Définition 2.4.4. Une série complexe est semiconvergente si elle est convergente mais pas absolument
convergente.

Exemple 2.4.5. La série harmonique alternée :

nl
Y (-1 p

est semiconvergente : elle converge d’aprés[2.3.13} mais n’est pas absolument convergente d’apres[2.3.8|

Sommations par paquets, changements d’ordre

Soit ¢ : N — N une fonction strictement croissante, et soit }_ u, une série complexe. On considere
alors la suite (v;) définie de la maniéere suivante :

¢(0) pn)
Vo = Z U, V= Z Ui, pournz=1. (2.1)
k=0 k=1+¢p(n-1)

La série ) v, correspond a une somme par blocs des termes u;,, l'intervalle des indices intervenant dans
chaque bloc étant fixé par .

Proposition 2.4.6. Soit ) u, une série complexe, ¢ : N — N une fonction strictement croissante, et
définissons la série ) v,, comme dans (2.1).

i) Silasérie ) u, converge, alors ) v, converge et :
(e,0) o0
Y up=) v
n=0 n=0
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ii) Si u, =0 pour tout n, et }_ v, converge, alors )_ u, converge.

Démonstration.

1. Onnote s, lasomme vy +---+u;.Ona:
Vot otV =Upt et Upn) = Spmn)-

Donc si (s,) converge, la suite extraite (Sp(n)) converge aussi vers la méme limite.

2. Sous ces hypotheses, on apour n € N: ¢(n) = netu, =0dou VneN, s, < Sym). Or si (Spm)
converge, forcément (s, () est bornée, donc (s,) aussi. Alors (s,) converge d’aprésm O

Remarque 2.4.7. La positivité de (u,) est cruciale pour la propriété[ii)] Par exemple, si on prend (u,) =
((=1)™), et () = (2n), alors Y_ v, converge (c’est la série nulle), mais Y u, diverge (car (u,) ne tend pas
vers 0).

Soit o une permutation de N, c’est-a-dire une bijection de N dans N. Etant donnée une série complexe
Y up, on considere la série ). uy (), obtenue par changement de 'ordre des termes de ) u, suivant la
permutation o.

Définition 2.4.8. On dit que u, est commutativement convergente si, pour toute permutation o de N, la
série ) uy () est convergente.

Théoréme 2.4.9. Une série complexe }_ u, est commutativement convergente si et seulement si elle
converge absolument. Dans ce cas, pour toute permutation c deNon a:

0o 00
Z Up = Z Ug(n)-
n=0 n=0

Démonstration.

n
» Montrons que si ) u, converge absolument alors pour toute bijectiono:N—N,ona lim Y u,-
=0 k=0

n o]

Y. Ug(n =0 (ce qui montre que }_ Uy (y) Cconverge vers ). uUyg):
k=0 k=0
Pour neN, on pose A, =1{0,1, ...,n}\ {0(0),0(1),...,0(n)}

et B, ={0(0),0(1),...,06(n)}\{0,1, ..., n}, de sorte que
n n

Y Up— X Ugmy= X Up— Y. Ug.Enposant p, =min(A,U B,) et g, =max(A,U B,) onadonc

k=0 k=0 keA, keB,
n n
Youn— Y ugml< Y. lul< Y lugl
k=0 k=0 keA, UB, pnsk<q,

Ce qui suggere d’utiliser le critére de Cauchy|2.2.9} comme on sait que }_ |u,| converge.

Soit donc € > 0, il existe N; € N tel que, pour tout n € [ Ny; +oo[ ettout p e Non a | Upil+---+ un+p| <
E.

On pose alors N, = max(c1(0),071(1),...,07 ' (N}) et N3 = max(N;,N). Alors, pour
n = N3, I'ensemble {0,1,...,N;} est dans {0,1,...,n} N {0(0),0(1),...,0(n)}, donc il est dis-

N

joint de A, et By, c'est a dire que p, = N; +1. On a donc que pour tout n = Njs,

n n n n
Yup— X U X lurl<e, dou lim Y u,— Y ugm =0.
k=0 k=0 pn<k<q, = k=0 k=0
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« Montrons que si une série réelle est commutativement convergente, alors est absolument conver-
gente. On procede par contraposée, en montrant que si Y |u,| diverge, alors Y u, n’est pas commu-
tativement convergente.

Pour n € N, on pose u; = max(0,u,) et u,, = max(0, — u,). Cela signifie que pour 7 fixé on a u, =

u;; —u;,, o'un des deux nombres (parmi u;, et u;,) est nul tandis que I'autre vaut |u,| (en particulier,

¥ _

u,=0etu, =0).

Comme la série de terme général |u,| = u;, + u;,, diverge, I'une des séries ¥ u;; ou ¥ u;, diverge.
o0 [e.°] [e.o]

Si ¥ uf =+ocoet Y u; <ooalors Y u,=+oo donc Y u, ne peut pas étre commutativement
n=0 n=0 n=0

[e.°] o0
convergente (elle ne converge pas pour la permutation identité). De mémesi Y. u); <ooet Y u; =
n=0 n=0

o0
+ooalors ). u, =—oodonc ) u, n'est pas commutativement convergente.

n=0

[e.0] [e.0]

Si Y u; et ) u, divergent toutes deux (vers +o00), alors on construit une permutation o et une
n=0 n=0

suite extraite ¢ telle que Y. uy s (n)) diverge vers +oo (ce qui prouve que ) Uy () diverge) :

On numérote par {po,p1,...} 'ensemble {p | u, = 0} et par {¢o,q1,...} 'ensemble {gq | uy <0} (avec

pospisp2s...etqosqgi<gz<...),etonpose

e 0(0)=pgetp0)=0.

e Supposons qu'on a déja construit ¢(0), ¢(1), ..., @(k), et 0(0), o(1), ..., o(p(k)) tels que
(k)
'ZO ua’(i) = k et que {0(0), 0(1), .. ’U(QD(IC))} = {p()’pl, .. -’pa} U {CIO,QI’ [ CIb}
i=

pk)+1 r

On pose alors o (¢(k) +1) = gp11, et on considere la suite | Y ugp + X up,,, .Clest

i=0 m=1

r=1

une suite croissante (car les uy,, sont positifs), qui tend vers +oo (car } u;; diverge), donc il
existe un range ry a partir duquel elle est plus grande que k + 1.
On pose alors o (¢(k) +2) = pgr1, o (k) +3) = pas2, ..., o(@(k) +1+10) = pa+r,- On pose enfin
ok+1) =@k +1+rg.

Onremarque que les hypotheses que I'on faites sont encore valable pour k+1 (ce qui permet de
@(k+1)
continuer de construire o et ¢ parrécurrence): Y. Uq() = k+1etque{o(0),0(1),...,0(pk+
i=0
)} =1{po,p1s--»Parrt Yiq0,q1, ... Gps1}.
p(k)
Ainsi, une fois construits tous les o(n) et ¢ (n), la propriété VkeN, Y. uy(;) = k indique qu'une sous
i=0
n
suite de ( Y. ug(k))n tends vers oo, donc }_ ug(,y diverge.
k=0
« Siune série complexe converge commutativement, alors ses parties réelle et imaginaire convergent
commutativement, donc d’aprés ce qu'on vient de montrer ses parties réelle et imaginaire
convergent absolument, donc la série converge absolument. O

Exemple 2.4.10. Exemple de série convergente qui n’est pas commutativement convergente :
Pour n € N, on pose d'une part

e Uy, =In(n+2)—In(n+1)

e U1 =—(In(n+2)—-In(n+1))
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Ce qui signifie que (u,) nen est la série alternée ((-1)" (In(E(5) +2) —In(E (%) + 1)))n€N.

D’autre part on définit une permutation o telle que o (n) soit impair uniquement si /n € N (ce qui
est assez rare et représenté en vert sur la table ci-dessous) et soit pair le reste du temps (avec des valeurs
croissantes au sein des valeurs paires comme des valeurs impaires), c’est a dire qu’elle prend les valeurs

indiquées ci-dessous :

n (|0|1]2]3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

on) || 1131012

5

4

6

8

10

7

12

14

16

18

20

22

9

24

On peut montrer que cette permutation o est définie par (pour neN) :

e o(n®)=2n+1

e etsiyvngz on)=2(n-E(V/n)-1).

Par le critere des séries alternées, la série }_ u; converge. Pour montrer que Y 4 () diverge, on montre

n2

que la sous suite ( Y Ug
k=

n? n?-—n-1
Y usry= Y. (n(k+2)-In(k+1) - (n(k+2)-In(k+1) =In(n*-n+1)-In(n+2)
k=0 k=0 k=0

) tends vers +oo : Pour n € N*,
neN*

, 1 1 2 11 2
=In(n (1——+—2))—ln(n(1+—)) =21nn+ln(1——+—2)—lnn—ln(1+—)
n n n n n n

qui tends vers +oo (car 2Inn —In n tends vers +oo tandis que les autres termes tendent vers 0).
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Appendices

2.A Rappels sur 'inégalité triangulaire
Proposition 2.A.1. Pour tout a € C%,ona:
|[Re(a)| < lal, Im(a)| < lal, lal < |Re(a)| + |Im(a)|

Démonstration. Sia= x+iy avec (x,y) € R?, la premiére inégalité v x2 < \/x2 + y2 découle de x? < x>+ y?
et de la positivité. La deuxieme inégalité se montre pareil.
La derniére inégalité découle du théoreme ci-dessous[l| (qui indique que |x +i y| <|x|+|i y|). O

Proposition 2.A.2. Pour tous (a,b) € C% ona:
|1al - 1bl| < 1a+ bl < |al +1p|

Démonstration. Pour tous (a,b) € C2,ona:
|a+ bl? = (a+b) (a+Db) = |al* + |bl* + 2Re(ab)
<lal?+1b? +2|ab| =|al + b +2|al|b| = (lal + |b])?
D’ol1 découle la deuxieme inégalité, par positivité de |a + b| et |al + | bl.
Pour (x,y) € C?, on peut d'une part appliquer ce résultat avec a = x+ y et b = —y ce qui donne

x| =la+ bl <|al+|b|= |x+y| + |y| (c’est a dire |x+y| = |x| - |y|) et d’autre partaveca=x+yetbh=—-x
ce quidonne |y| =la+ bl <lal+|bl = |x+y|+|y| (Cestadire |x+ y| = |y| - |x]). Cela donne donc |x + y| =

'le -y ’, ce qui est la premiere inégalité a montrer. O

2.B Démonstrations omises dans le texte principal
Preuve de la propriété|2.2.10

n n
i) Sous ces hypothéses, on note s, = ) uy et t, = Y vg. lim s, = a et lim ¢, = b donc
k=0 k=0 n—+oo n—+oo

n
lim Z(uk+vk) =a+b.
I’l—>+ook:0

|
Sntin

1. Comme la preuve de n'utilise pas la troisieme inégalité de ce n’est pas un probleme d’utiliser pour la
prouver
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ii) C’estla contraposée de «si ) (u, +v,) converge alors ) (—uy, + (1, +v,)) converge ».
—_———

Vn

n
iii) SoitAeC.OnaVneN, Y Au,= Asy; celatend vers Aa. O
k=0
Preuve de la remarque[2.3.5, La série Y % est convergente d’apres(2.3.13
De plus, pour 7 € [2; +oo[, la différence entre les termes des deux suites est
R N G L G Vi O e S O I 1
vo+ (D" Vn (Vn+ (D) vn (Vn+(=D")vn

Donc la série ) \/ﬁ(%)—"nn - (_—\/1%” est de terme général positif, équivalent a (%), donc elle diverge (d’apres
2.3.4). Donc la série (%) est divergente (comme somme d'une série divergente et d'une série
convergente). O
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Chapitre 3

Séries entieres

Dans ce chapitre on généralisera la notion de polyndme a des sommes infinies de termes, généra-
lement complexes. On rappelle que pour les polynémes, le symbole X a un sens trés particulier : par
exemple la notation X? + 1 désigne le polyndme dont les coefficients sont (1,0,1), et on peut par exemple
R—R
x—x2+1
symbole formel utilisé pour définir les polyndémes.

Dans ce chapitre, le symbole z sera I'analogue de X. On tachera donc de désigner les nombre com-
plexes par d’autres lettres que z, par exemple w.

y associer la fonction { . Quand on fait cela, x désigne un réel arbitraire alors que X estle

Mais on commencera tout d’abord par étudier de maniére générale les séries de fonctions, c’est a dire
que les termes que I'on additionne seront désormais des fonctions :

3.1 Séries de fonctions

3.1.a Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 3.1.1. Pour r > 0 et wy € C, on désigne par D(wy,r) (resp D(wy,r), resp € (wo,r)) le
disque ouvert (resp le disque fermé, resp le cercle) de centre wy et de rayon r, c’est a dire D(wy,r) =

{w€C|Iw—wOI < r}

(resp D(wy,r) = {w € C|Iw— wol < r}, resp € (wy,r) = {weC’lw— wol = r}).

Définition 3.1.2. Soit P c C non vide, Soit une fonction f: P — C, et soit une suite (f;,) ,eny de fonctions de
P dans C.

e Ondit que (f},) converge simplement sur P vers f si, pourtout we P:
lim f,(w) = f(w).
n—oo

e On dit que (f;) converge uniformément sur P vers f si, pour tout € > 0 il existe N € N tel que pour
tout n= N, sup |fn(w) —f(w)| <E.
weP

Remarque 3.1.3.
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¢ Quand on écrit sup | frw)-f (w)| < g, on affirme deux choses : d'une part que I'’ensemble
weP

{| frw)—f (w)| |w € P} est majoré (donc admet une borne supérieure), et d’autre part que sa
borne supérieure est inférieure a .

« La convergence simple s’écrit Yw € P, Ve >0, AN € N: Vn € [N, +ool, | f(w) — f(w)| < &, tandis
que la convergence uniforme s’écrit Ve >0, ANeN: Yw e P, Vn € [N, +oo], |fn(w) — f(w)| <E.
La seule différence est 'ordre des quantificateurs : pour la convergence simple N peut dépendre du
point w ol on étudie la convergence, alors que la convergence uniforme affirme que N ne dépend
pas de w.

Exemple 3.1.4. Soit P =]0,1[. Pour n € N, on pose f; : x — x". Alors (f;;) converge simplement vers la
fonction nulle.

En revanche, (f,;) ne co?verge pas uniformément vers la fonction nulle car, pour € = 1/2, quelque soit
N eN, en prenant xy =2~ ¥+1 € P on constate que fn1(xp) = % =€,

Par contre, si on pose P = D(0,1/2), alors on a sup | fn(w)| = Zl,, et (f,) converge uniformément sur P
weP
vers la fonction nulle.

Lemme 3.1.5. Si (f;;) converge uniformément vers f dans P, alors (f;;) converge simplement vers f dans
p.

Démonstration. Supposons que (f;;) converge uniformément vers f dans P.
Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n = N, sup |fn(w) - f(w)| < e. Dés lors, quelque soit w € P
weP

onaVn=N, | fnw)—f (w)| < g, ce qui indique la convergence simple. O

3.1.b Continuité de la limite uniforme

Une des raisons majeurs pour étudier la convergence uniforme est le théoreme3.1.9|qui affirmera
gu’une limite uniforme de fonctions continues est continue. Avant d’énoncer ce théoreme nous avons
d’abord besoin de rappeler la définition d'une fonction continue :

Soit wy € C. Soit P une partie de C et f : P — C une application.

Définition 3.1.6. On dit que f est définie au voisinage de wy sile domaine de définition P de f satisfait :
Vr>0, D(wy,r)NP#¢@.

Ceci équivaut a dire que wy est une limite d’éléments de P (c’est a dire que wy est dans 'adhérence de
p).

Définition 3.1.7. Soit f : P — C définie au voisinage de wy € C et soit ¢ € C. On dit que f tend vers ¢ en wy,
etonnote lim f(w)=/¢,sipourtoute >0, il existe un § > 0 tel que:
w—wy

Ywe PnD(wy,d),|f(w)-¢|<e.

Théoréme et définition 3.1.8. Si f admet une limite en un point wy € P, alors cette limite est f(wg) et on
dit que f est continue en wy.

Démonstration. Sous cette hypothese la limite est f(wg) car quelque soit § > 0, wy € P N D(wy,6), donc
Ve>0, |f(wo)—¢| <e. O
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Théoréme 3.1.9. Soit (f;;) une suite de fonctions a valeurs complexes ou réelles, définies sur une partie P
de C ou de R et soit wy dans 'adhérence de P. Supposons que (f;) converge vers f, uniformément sur P,
et que chaque f; admet une limite finie en wy.
Alors f admet une limite finie en wy et lim f(w)= lim lim f,(w).
w—wy n—oo w— wy

Remarque 3.1.10. En particulier, le théoreme indique qu'une limite uniforme de fonctions continues
est continue.

Démonstration. Sous ces hypotheses, on note ¢, = whrrl}/ fo(w).
—Wo

Montrons tout d’abord que la suite (¢,) converge. Pour cela on va montrer qu'elle est de
Cauchy : Soit € > 0, comme (f,;) converge uniformément vers f, il existe N; € N tel que pour
n = Np, sup|fn(w)—f(w)| < £. Soient n et p dans [Ny, + oo, alors quelque soit w € P on a

wepP

|[faw) = frw)| < |faw)=fFw)| + |[f(w) - fr(w)| < %, dou l'on déduit I'inégalité suivante :
|€n —(p| = whrrl}/ |fn(w) —fp(w)| < 23—5 < g, ce qui montre que la suite (¢,) est de Cauchy, donc qu’elle
— Wy
converge dans C.
Montrons désormais que whn'}j fw) = ’}im ¢, : Soit € > 0. On définit comme précédemment N; e N
—wo —00

tel que pour n = Nj, sup | frw)-f (w)| < % (qui existe car (f;;) converge uniformément vers f). De plus,
weP

comme on a montré que la suite (¢,) converge dans C, on note ¢ = r}molo ?,, et il existe N, € N tel que
Vne [Ny, +ool, |€,— 1] < g Enfin, on pose N3 = max(N,N>) et comme whn;lu v, (w) =l il existe 6 >0
— Wy

tel que VwePnD(wo,é),|fN3(w) —€N3| < %
Des lors, pour w € P N D(wy,6), on a
|f(w)—€| < |f(w)—st(w)|+|fN3(w)—€n3|+|£n3—€| < §+§+§ = g, ce qui montre bien que whnz}/ fw) =
—Wo
l. O

Remarque 3.1.11. Si la limite n’est pas uniforme, une limite de fonctions continues peut ne pas étre
continue. Par exemple, sur P = [0,1], les fonctions f;, : x — x" sont continues et convergent simplement
vers la fonction f telle que f(1) =1et Vx € [0,1], f(x) = 0. Cette fonction f est discontinue.

Continuité uniforme

Définition 3.1.12. Soit P c C nonvide, et f: P — C. On dit que f est uniformément continue sur P si,
Ve >0, 36 >0, VxeP Yy e PnD(x,5) lf)-fy)|<e.

Théoréme 3.1.13 (Théoréme de Heine). Soient (a,b) € R?, et fla,b] — R.
Si f est continue (sur [a,b]), alors elle est uniformément continue (sur [a,b]).

Démonstration. On procede par contraposée : on montre que si f n’est pas uniformément continue, alors
elle n’est pas continue.
Soit donc une fonction f : [a,b] — C qui n’est pas uniformément continue, c’est a dire qu'’il existe € >0
tel que pour tout § > 0, il existe x € [a,b] et y € [a,b]N]x —J,x + 6] tels que |f(x) - f(y)| =€
En particulier, pour chaque n € N, il existe x, € [a,b] et y, € [a,b] N | x, — %,xn + %[
tels que | fxn)—f (yn)| = g, et cela définit deux suites (x,) et (y,) a valeur dans [a,b].
D’apreés le théoreme de Bolzano-Weierstrass @ , la suite (x;,) admet donc une sous suite (Xy())
qui tend vers une limite ¢. Or pour tout n € Non a ~ o0 S Yo = Xpm) S ﬁ donc yy(n) — Xpn tends

vers 0, donc (y,(n)) tend aussi vers £.
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Or parmi les deux suites (f(xy(n)) et (f(Vpm)), il y en a au moins une des deux qui ne tends pas vers
f(©) (sinon (f (xpm) — f (Ypn)) tendrait vers zéro, ce qui contredirait I'inégalité | f&pm) = f (y(p(n))| =¢).
On a donc une suite qui tends vers ¢, dont I'image par f ne tends pas vers f(¢), donc f n’est pas
continue (voir I’exercice juste avant le théoreme|3.1.9). O

3.1.c Critere de Cauchy uniforme

Définition 3.1.14. On dit que () est uniformément de Cauchy sur P # @ si, pour tout € > 0, il existe un
entier N tel que, pour tous entiers p et g supérieurs a N, on ait :

sup |fp(w) —fq(w)| <€
weP

Remarque 3.1.15.
Quand on écrit sup| fpw) — fq(w)| < g, on affirme deux choses : d'une part que l'ensemble
weP

{| fpw) = fq(w)| | we P} est majoré (donc admet une borne supérieure), et d’autre part que cette borne
supérieure est inférieure a ¢.

Théoreme 3.1.16. Une suite de fonctions définies sur une partie non vide P de C est uniformément de
Cauchy si et seulement si elle est uniformément convergente.

Démonstration. Soit (f;;) une suite uniformément convergente vers f dans P. Alors pour tout € > 0 il
existe N e Ntel que Vn € [N,oo[ : sup | f, — f| < &.
weP
Soient p et g dans [N, ocol, et posons wy € P. On a alors
| fp(wo) = fg(wo)| < | fp(wo) = f(wo)| + | f(wo) = f(wo)|
2¢
< sup|fp(w) —f(w)| +sup|f(w)—fq(w)| < —
wepP weP 3
Ceci étant vrai pour tout wy € P, on déduit que 'ensemble {| fp(w) - fq(w)| | we P} est majoré (donc
admet une borne supérieure), et sup | f,, (w) — fy(w)| < ¥ <.
wepP

Donc la suite est uniformément de Cauchy.

Réciproquement, soit (f;;) uniformément de Cauchy sur P.
Soit wy € P, montrons que la suite (f;,(wp)) admet une limite, c’est a dire qu’elle est de Cauchy :
Soit € > 0, comme (f;;) uniformément de Cauchy, il existe entier N tel que, pour tous entiers p et g
supérieurs a N, on ait : sup |fp(w) — fq(w)| < €. Deés lors on a aussi |fp(w0) - fq(w0)| < g, donc la suite
weP

(fn(wp)) est bien de Cauchy.
On définit alors f(wp) = lim f,(wyp), et comme on a montré son existence pour n'importe quel wy € P,
n—oo

cela définit une fonction f sur P tout entier.

Montrons maintenant que la suite (f;,) converge uniformément vers f :
Soit € > 0, et N> défini comme précédemment mais pour £/2 :
Y(p,q) € [N1,00, sup | f,(w) — fy(w)| < /2.
weP

Soit wy € P, et k € [N7,00[. Pour n € [N],00[, on a |fk(w0) —fn(w0)| < sup|fp(w) —fq(w)|
weP
<el2

Or | fie(wo) = f (wo)| = lim | fic(wo) = fn(wo)|, donc | fic(wo) - f (wo)| < &/2.
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Ayant obtenu cette inégalité pour tout wy € P, on déduit que 'ensemble {| fitw)=f (w)| |w € P}
est majoré par €/2. D’out sup | fiew) - f (w)| < £/2 < g, ce qui montre bien la convergence uniforme
weP

demandée. O

Si, ala place de suites de fonctions, on considere des séries de fonctions (le terme général de la série est
une fonction et les sommes partielles sont des fonctions), on parle de convergence simple (resp uniforme)
de la série si la suite des sommes partielles converge simplement (resp uniformément).

Le critere de Cauchy uniforme se récrit alors de la facon suivante :

Lemme 3.1.17. Soit }_ f;, une série de fonctions définies sur P  C (ou P # @). Alors ). f;, est uniformément
convergente sur P si et seulement si pour tout € > 0 il existe N € N tel que, pour tout n € [N; +oo[ et tout
peNonait:

sup |fn+1(w) +- +fn+p(w)| <E.
weP
Démonstration. La preuve est exactement la méme que la preuve de :
Le théoréme [3.1.16|indique que la suite (s,;) des sommes partielles converge uniformément si et
seulement si pour tout £ > 0, il existe N € N : V(a,b) € [N; +oo[?, sup |s,(w) — sp(w)| < €.

weP
Pour N € N et £ > 0, montrons que la condition « V(a,b) € [N;+oo[?, sup |sq(w) — sp(w)| < £ » (que
weP
I'on notera A(N,¢)) est équivalente a « Vn € [N; +oof, Vp €N, sup |fn+1(w) +o fn+p(w)| <ée»(quel’on
weP

notera B(N,¢)).
On note tout d’abord que pour (a,b) e N? et w € P,
| far1 (W) + faro(w) +---+ fy(w)| sib>a
| for1 (W) + fora(W) +-+ fa(w)| sib< a
Donc si A(N,¢) est vraie, alors pour n € [N;+ocol, et p e N on pose a=n et b=n+ p, ils sont tous deux
dans [N; +oo[ donc & > sup |s4(w) — sp(w)| = sup | fos1 (W) + -+ + frsp(w)|, dolt B(N,e).

|3a(w)_3b(w)|:{

weP wePpP
De méme si B(IV,¢) est vraie, alors pour (a,b) € [N; +00o[? on pose n=min(a,b) et p=|a— bl etona
ne [N;+ool, et peN, donc & > sup | frr1(W) + - + frp(W)| = sup lsa(w) — sp(w)|, d’'ott A(N,¢). O
weP weP

3.1.d Convergence normale
Définition 3.1.18. On dit que la série de fonctions } f,, converge normalement sur P si la série

Y sup | f(w)| converge.
weP

Remarque 3.1.19.

» Cette définition suppose que P < C n'est pas vide (sans quoi aucun des sup | fn(w)| n’existerait).

Dans la suite de ce chapitre, cette condition (P # @) sera sous-entendue meme si elle n'est pas écrite
explicitement.

e Quand on écrit “la série Y sup|f,(w)| converge” cela signifie d'une part que la suite
wepP

(sup | fn(w)|) est bien définie a partir d'un certain rang (qu’'on a noté N), c’'est a dire que
weP n=N
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pour chaque n € [N; +o0o[, I'ensemble {| fn(w)| | we P} est majoré. Et d’autre part cela signifie que
de plus la série )" sup | i n(w)| converge.
wepP

o La convergence normale implique la convergence absolue en tout point w € P (car
Vn, |fn(w)| < sup |fn(w)|, ce qui permet d’appliquer la proposition|2.3.2).
weP

Proposition 3.1.20. Soit ) f;, une série de fonctions normalement convergente dans une partie P c C
non vide. Alors Y’ f;; converge uniformément dans P.

Démonstration. 1l suffit de montrer que Y’ f;, satisfait le critere(3.1.17
Pour cela on remarque tout d’abord que pour (n,p) € N? et wy € P, on a

| fae1 (o) + -+ + frip(Wo)| < | frua1 (wod | + -+ + | frusp(wo) | < sup | frusr ()| + -+ +sup | frsp(w)] .
weP weP

Ceci étant vrai pour tout wy € P, on en déduit que ’ensemble {|fn+1(w)’ +oot | frep(w)| |w € P} est

Majoré et que Sup | f+1(w) + -+ frs p(w)| < sUp | frr1 (W)| + -+ + sup | frs p(w)]-
weP weP weP
Deés lors, on va utiliser le critere de Cauchy|2.2.9|sur la série ) sup |f n(LU)| :
weP
Soit € > 0, il existe N € N tel que, pour tout n € [N;+oco[ ettout peNona:

sup | fra1 ()| + -+ +sup | fusp(w)| <e.
weP weP

Des lors, on a aussi sup |fn+1 (w)+---+ fn+p(w)| < g, desorte que la série ) f, satisfait le critere(3.1.17} O
weP

Norme uniforme On va désormais justifier le terme “convergence normale” en introduisant une norme
liée a cette notion de convergence.
Toutefois, cette norme ne sera définie que pour les fonctions bornées.

Définition 3.1.21. Soit f: P — C une fonction bornée sur P c C non vide. On appelle “norme infinie” de
la fonction f le réel

|/ llo = sup | £ ()]
weP
Par abus de notation, si la fonction f n'est pas bornée, on note || f||, = +oo.

Proposition 3.1.22. L'ensemble des fonctions bornées sur P est une espace vectoriel, et si on le note %3
B R VieB:(|f|l, =0 f=0)
satisfait ¢ V(A,f) € Cx B: |Af | = M| ]l

F=flleo
Vi V(8 |+ 8l < Il I8
On dit alors que f— | f], est une norme sur 2.

alors I'application {

Démonstration. Montrons tout d’abord que 28 est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des fonctions
de Pdans C:

¢ Lafonction nulle est bornée donc % # @.

« Soient (f,g) € %% et A € C. Comme f et g sont bornées, on a pour tout x € P : | f(x)| < || f|| , et
|g(x)| < ||g||<>0 On en déduit |f(x) +/1g(x)| < ||f||oo +|Al ||g||oo, donc f + Ag est bornée par ||f||oo+
I8l donc f+AgeBet|f+Age B, <|f|o+IAl] 8]
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Donc £ est bien un espace vectoriel.
Ensuite, si une fonction f satisfait || || = 0, alors sup|f(w)| =0, c’est a dire que f est la fonction
weP

nulle.
Enfin, les deux dernieres propriétés correspondent au cas ou g = 0 (resp A = 0) dans la propriété
[f+2ge B, <|fl+IA]glls quelon adéja montrée pour tous (f,g) € B* et A€ C. O

Remarque 3.1.23. Vous verrez dans d’autres cours que cette notion de norme autorise de définir des
limites de la méme fagon qu’au premier chapitre sauf qu'on remplace la valeur absolue par la norme
infinie. La notion de limite que I’on obtiendrait alors est la limite uniforme définie en|3.1.2

Laffirmation[3.1.17]indique que I'espace vectoriel des fonctions bornées sur P, quand on le muni de
la norme infinie, est un espace complet.

3.2 Définition et convergence des séries entieres

Définition 3.2.1. Soit (a,) ;>0 une suite de nombre complexes. La série entiere de terme général a,z" est
la suite (s,) zen des sommes partielles :

n
sn= ) arz~.
k=0

On note cette série entiére Y a, z".

Dans cette définition, on a utilisé le symbole z sans préciser ce qu’est « z ». A ce titre cette expression

L k

> arz
k:() . . . . . .
pourrait voir les séries entieres comme des séries de fonctions sur C.

est purement formelle, mais si ’on considérait par exemple z comme un nombre complexe, on

Définition 3.2.2. Soit }_ a,,z" une série entiére et w € C.

On dit que Y. a,z" converge (simplement) en w si la série complexe Y a, w" converge. La limite de la
série complexe Y a,w" s’appelle alors «la limite simple de }_ a,z" au point w ».

Si on désigne par Al'’ensemble des points w o1 }_ a, z" converge simplement, 'application ci-dessous

A—C

© 3.1
w— Y a,w" S
n=0

s’appelle la somme de la série entiere Y a,z".

Exemple 3.2.3. La série entiere }_ a,z" converge simplement en 1/2 (car la série Z(%)” converge).
Au contraire, elle diverge en % (car la série Z(%)” diverge).

Définition 3.2.4. On dit que Y a,z, converge absolument en un point w € C si la série Y |a,w"| est
convergente.

Remarque 3.2.5. D’apres la proposition[2.4.2} si " a,, z"* converge absolument en w € C, alors elle converge
aussi simplement en w.

Définition 3.2.6. On dit que la série entiere }_ a,z" converge normalement sur une partie P de C s'il existe
un rang a partir duquel les sup ¢ p |a, w"| existent, et la série }_sup,,pla, w™| converge.
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Théoreme et définition 3.2.7. Soit }_ a,z" une série entiére. Les égalités suivantes définissent toutes le
méme nombre R € R* U {+oo}, qu’on appelle le rayon de convergence de la série entiere )" a, z" :

a) R= max{ reRtu {+oo}’V£ €]0,r[,Y. anz" converge normalement sur D(O,ﬁ)}

b) R=sup { |w| ‘ weCtelque Y a,w" converge}, ou +oo si cet ensemble n’est pas majoré.
¢) R=sup { |wl ‘ w € C tel que (a, w") est bornée. }, ou +oo si cet ensemble n’est pas majoré.
d) R= inf{ |w] ’w e Ctel que Y a,w" diverge}, ou +oo si cet ensemble est vide.

e) R:min{r€R+u{+oo}

YVweC:(w|>r=limsupl|a,w"| = +oo)}
n—oo

Démonstration. On désignera par E, I'ensemble défini en[a)|et par R,y = max E,) le nombre R défini en
de méme Ej, est I'ensemble introduit en[b)|et Ry = sup Ey), etc.
 Montrons tout d’abord qu’en[a)|le max existe bien.
0 € E; donc Eg) # @. Si +o00 € Ey), alors +oo = max Ey). Sinon il existe ¢ €]0,7[ tel que ). a,z" ne
converge pas normalement sur D(0,¢,), et dés lors E, est majoré par ¢ donc admet un sup. Soit
Ry =sup E,, montrons que Ry € E, (donc R, = maxEy)) : (on veut donc montrer que pour tout
V{ €]0,Ryl, X anz" converge normalement sur D(0,0))
Soit £ €]0,R;)[. On pose € = R, — ¢, par définition de R, = sup E il existe ry € E,) tel que rp >
Ry —e={,etr € E, indique que Y. a, z" converge normalement sur D(0,4).
« Montrons ensuite qu’enfe)|le min existe bien.
+00 € Ep) donc Ep) n'est pas vide. Si Ep) = {+o00} alors +oo est son minimum. Sinon, Ep)\ {+oco} est une
partie non vide de R, minorée par 0, qui admet donc un infémum, que I'on note Ry). Montrons que

Ry € Ep,) (et que c’est donc un min) : (on veut donc montrer que |w| > Ry = limsup|a, w"| = +o00)
n—oo

Soit w € C tel que |w| > Rp). On pose € = |w| — Ry, et par définition de « Ry) = infEy,) », il existe
r € Epy: 1 < Rp) + & =|w|. Dés lors r € Ep) indique que limsup |a, w"| = +oo
n—oo
Montrons ensuite que R;) = Rpy = Re) = Rg) = Ry) :
e Pour R; <Ry :
e Si Ry =0, alors 'inégalité découle de 0 € E) (qui indique que R, = 0).
 Sinonona [0,R, [c Ey) (parcequesi . a,z" converge normalement sur D(0,¢), alors [0,4] Eyp),
de sorte que la définition de Ry indique que Ep) > Ure)o,£,([0,¢] = [0,Rg]), ce qui donne
Rg) < Rp).
* Ry < R découle de Ep) c Ey qui découle du fait que si une série converge, alors son terme général
tends vers 0 donc est borné.
e Pour montrer que R < R;), montrons que E; < Eg).
Soit x € E). Alors la suite (a,x™) est bornée, donc il existe M >0 telque VneN: |a,||x|" < M. On
souhaite montrer que x € E), c’est a dire que pour tout £ €]0,x[, Y a,z" converge normalement sur
D(0,¢), d’ot1 'inclusion souhaitée.
Soit donc ¢ €]0,x[. Pour tout n € N, ona sup |a,w"| = |a,l"l < lay| len(g)n < M()—ﬁ)n. Or
weD(0,0)
M (é)n est le terme général d'une série convergente, et ces deux séries sont positives, donc

Y. sup |a,w"|converge, ce qui estla convergence normale souhaitée.
weD(0,0)
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e Ry < Rp) découle de | Ry); +oolc Ey.
* Ry < Ry découle de la convergence sur Uy<g,

* R, < R découle de R, € E,) qui vient du fait que quand |w| > R, la suite (a,w") n’est pas bornée
c’est a dire que la limite supérieure de son module est +oo.

* Ry < R, s'obtient en montrant que pour tout € > 0, R;) — € < Rg), qui vient du fait que

limsup |a, w"| < co pour au moins un w de module |w| > R,) — € (ce w est celui qui découle de la
n—oo
définition du sup dans la définition de R. O

Remarque 3.2.8. Selon le contexte, on utilisera 'une ou I'autre des définitions du rayon de convergence
R. On retiendra en particulier que d’apresfa)} Y- a,z" converge sur le disque ouvert de convergence D(0,R),
et qu’elle converge normalement sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert de convergence (on
dit qu’elle converge normalement sur tout compact du disque ouvert de convergence).

Quand |w| > R, indique qu’elle diverge grossierement (c’est a dire que (a,w") ne tends pas vers
zéro), car elle n'est pas bornée. Par contre lorsque |w| = R, on n'a pas d’affirmation générale pour indiquer
si) a,w" converge.

Corollaire 3.2.9 (Continuité d’'une série entiére). Soit }_ a,z" une série entiere de rayon de convergence
R#0.
o0
Alors la fonction w— Y, a, w" est continue sur D(0,R).

n=0
On dit alors que la série entiere }_ a, z" est continue sur D(0,R).
Démonstration. Pour tout r €]0,R[, la convergence normale sur D(0,r) (propriété[a)]du[3.2.7) indique que
la limite est continue sur D(0,7) (comme limite uniforme de fonctions polynomiales donc continues).

Soit wy € D(0,R). 1l existe r €]0,R|[ tel que wy € D(0,r) (par exemple r = W), donc la limite w —
[e.o]

Y. a,w" est continue en wy. Ceci étant vrai pour tout wg € D(0,R), elle est continue sur D(0,R). O
n=0

3.2.a Exemples

cC —-C

zZ —zZ+z

est la somme de la série entiere Y a,z" ot a; = ax =1 et

Exemple 3.2.10. La fonction { )

ay=az=as=as=---=0.
Plus généralement, tout polynéme est une série entiere )_ a,z" telle que les a, sont nuls a partir d'un

certain rang.
D’apres la caractérisatione)} son rayon de convergence est +oo.

Exemple 3.2.11. La série }. %’f converge en tout w € C, d’apres le critéere de d’Alembert|2.3.11

n+l |
(pour w #0, et neN, ona | gy | |45 = |75 | —— 0).
Son rayon de convergence est donc +oo (d’apres la caractérisation|b)} par exemple).
Sa somme infinie est I'exponentielle complexe :
+00 Zn
VzeC,exp(z) = Z —
n=0
Exemple 3.2.12. La série ) n!z", ne converge qu'en w = 0, d’apres le critere de d’Alembert
n+1
(carpourw;éOetneN,|%’z(m+l)lwl +00)
: n—oo

Son rayon de convergence est donc R = 0.
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Exemple 3.2.13. La série entiere géométrique est

Y 2"
Son rayon de convergence est 1, car sa somme converge uniquement aux points w € D(0,1).
Cette série ne converge en aucun point du cercle € (0,R).

Exemple 3.2.14. La notation :

Zn

>

. . . ’ , n , . . A , . s, .
serait abusive puisque le terme général « 27 » n'est pas défini quand n = 0. Si 'on veut étre précis la série

n2

entiere que I'on consideére donc est Y a,z" ou 0 sin=0
a, = )
# sineN*
N N n+1 2
Elle a rayon de convergence 1, d’aprés la régle de d’Alembert (pour w # 0, (;UH)Z % — |w| donc

la série converge absolument en tout w € D(0,1) et diverge grossierement quand |w| > 1).
De plus ). % converge, donc pour w € €(0,1), ¥ *> converge absolument.
Cette série converge en tout point du cercle € (0,R).

Exemple 3.2.15. La série harmonique est la série Y a,z" ol {0 sin=0 c'estadire qu’on pourrait
=

% sineN*
vouloir la noter abusivement
Zﬂ
)3 n
Elle a rayon de convergence 1, et elle converge au point w = —1, mais pas en w = 1. Cette série converge

en certain points du cercle € (0,R) mais pas en tous.

Proposition 3.2.16 (Régle de D’alembert). Soit }_ a, z" une série entiére, et supposons que

( |ans1l )
lanl Jn
ait une limite L € [0, + oo]. Alors le rayon de convergence de }_ a,z" est % (avec les convention % =ooet
L =0).
oo

Démonstration. Soit w € C, on applique le critére de d’Alembert[2.3.11|a la série }_ |a, w"| :

1 |anw™?|
° Lorsque lw| < ' la,w PR

Llw| < 1donc Y a,w" converge absolument.
DoncR = %

1 |anaw™?|

e Lorsque |w|> 7, T T Llw|>1donc Y a,w" diverge grossierement.

DoncR < % O

3.2.b Expression en terme de limite supérieure

Théoréme 3.2.17 (Formule d'Hadamard). Le rayon de convergence R d’'une série entiére }_ a,z" satisfait :

1 1
— =limsup|ay|".
R n_.oop| nl

avec les convention % =ooet P 0.
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Démonstration. Soient L = limsuplanli et w € C, on applique la regle de Cauchy [2.3.10| a la série
n—oo
Yla,w"l:

1
¢ Lorsque |w| < %, limsup|a,w"|» =|w|L < 1donc ) a,w" converge absolument.
n—oo

DoncR = %

. 1 . . .
e Lorsque |w| > %, limsup|a,w"|» = |w|L> 1 donc la suite (|a, w™|),, n’est pas bornée (si elle était
n—oo

. 1 1
bornée par M, on aurait |a, w"|» < Mn

0 ce qui contredirait le fait que cette limite supérieure
n—oo

est |{w|L>1). Donc Y. a,w" diverge grossiérement.
DoncR < % O

3.3 Dérivation des séries entieres

Définition 3.3.1. Soit f une fonction a valeurs complexes, dont le domaine de définition contient un
disque ouvert centré en wy. On dit que f est C-dérivable en wy si la limite suivante existe et est finie :

lim f(W)—f(wo)‘

w—wo  W-—uwy

Si la dérivée existe, alors on la note :

£ (wp).

Définition 3.3.2. Soit }_ a,z" une série entiere. On appelle série entiere dérivée :

Y (n+1apaz"

Remarque 3.3.3. Formellement (si on ommet par exemple les question de convergence)), si on dérive
oo o0
chaque terme de Y a,,z", on obtient ¥ na,z" '. La définition (3.3.2) est obtenue en renumérotant

n=0 n=1
pour commencer a 11 = 0.

Théoreme 3.3.4. Soit }_ a,z" une série entiére de rayon de convergence R.
Alors la série dérivée Y (n+ 1)a,+12" a aussi rayon de convergence R.

Démonstration.

» Montrons tout d’abord que le rayon de convergence de la série dérivée est inférieur ou égal a celui
de Y a;z". Pour cela, on montre I'inclusion

{weC

(n+Dayw™ est bornée.} c {w € Cl(a,w™) est bornée.}.

Soit w € C tel que la suite ((n + 1)a,+1 w") soit bornée par un nombre M. Si w = 0, alors la suite
(a,w™) est bornée. Sinon, ona Vn eN, |an+1 w”+1| <(n+1) \anﬂ w”+1| < %, donc la suite (a, w")
est bornée par max(|agp| ,%). Cela donne bien I'inclusion souhaitée.

 Soit R le rayon de convergence de Y a,z". Si R = 0, Ce qui précede indique que le rayon de la série
dérivée est aussi égal a zéro. Sinon, montrons que pour tout € €]0,R|, le rayon de convergence de la
série dérivée est supérieur ou égala R —¢.
Soit € €]0,R[. Par la déﬁnition du rayon de convergence, il existe w tel que |w| > R — % etquela
suite (a,w™") soit bornée. Alors pour n€ N, on a:
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(n+1) ( (n;—}l) (H

(n+Daps1(R—€)"| = >

nr1w*1, ot la suite ( )n‘) tend vers 0 par crois-

sance comparée (car |R—w’5| <1) donc est bornée, et la suite (a,+; w"*!) est bornée elle aussi, donc la
suite (|(n + 1)au+1(R —€)"|) est bornée et d’apres la déﬁnition du rayon de convergence, le rayon
de convergence de la série dérivée est donc supérieur ou égal a R — €. Cela étant vrai pour tout
€ €]0,R], il est en fait supérieur ou égal a R, ce qui conclue la preuve. O

Théoreme 3.3.5. La fonction f définie par une série entiere Y a,z" dans le disque de convergence D(0,R)
est C-dérivable et en tout point wy € D(0,R) on a:

flwo) =) (n+Dapwy
n=0

w-fwy) _ K = w'-wy
fw)-f(wo Zan

w—wy -1 ww’

Démonstration. Soit wy € D(0,R). Pour w € D(0,R) \ {wp}, on a: ou on a pu

regrouper les termes en utilisant la convergence absolue a I'intérieur de D(O R)

n o0
« whowg k-1,,n—-k fw)—f(wo) _ k=1,,n—k
Or, pour n € N*, w—wO kgl w*wj™", donc —mw nzl ay Z w* " wy"". Pour montrer que

cette fonction admet une limite quand w — wyp, on va montrer qu’il y a convergence uniforme, et méme
convergence normale sur un disque qui contient wy.

n
Soit ¢ €] |wp|, R[. Pour n € N*, et w € D(0,0), |a, 3. w1 <lay| Z ¢%1¢n=k =|na, e, donc
k=1

n
SUP e p(0,0) ‘an Y wk w(’}_k < |nan, " '|. Or ¥ |na,¢" | converge par convergence normale de la

serle denvee sur D(O ¢) (définition [a)] du rayon de convergence). D’ol1 la convergence uniforme de

Z an Z wk=lwp=* quand w € D(0,2).
n=1 k=1

On en déduit (d’apres le théoreme [3.1.9), que quand w tends vers wy, ﬂuz:—’;{;‘/‘)) tends vers

ek

na, wgl‘l, ce qui est le résultat souhaité. O
1

Corollaire 3.3.6. Une fonction f définie comme somme d'une série entiere }_ a,z" de rayon de conver-
gence R > 0 est indéfiniment C-dérivable sur le disque ouvert de convergence D(0,R).
On a, pour tout k = 0 et tout w € D(O,R) :

fPw =Y nn-1-n-k+Da,w"*
n=k

(e 0)
=Y (n+k)--(n+Dayrw”,
n=0

F®0) = kla.

Démonstration. Soit f une fonction définie comme somme d’'une série entiere Y a,z" de rayon de
convergence R.
Montrons par récurrence la propriété &2, définie pour n € N* par : « f est de classe €" sur D(0,R), o1

[e.°]

sa dérivée n-eme est donnée par f®(w)= Y (n+k)---(n+1)ap.w"»: (on rappelle qu’étre de classe
n=0

%" signifie étre dérivable 7 fois avec une dérivée n-ieme continue)

o 2 découle du théoreme|3.3.5} en remarquant que la dérivée est continue sur D(0,R) en tant que
série entiere de rayon R.
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e Soit n € N* tel que 22, soit vraie. En appliquant le théoréme a la série entiere f” (et en
remarquant que f""*1 est continue comme série entiére) on obtient %, 1.

Donc 22, est vraie pour tout n € N*, ce qui montre le théoréme. O

3.4 Développement en série entiere en 0

Définition 3.4.1. Soit g une fonction de P dans C, ot 0 € P c C. On dit que g est développable en série
entiere sur un disque de rayon r > 0 s'il existe une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R = r telle
que, pour tout w € D(0,r), on ait :
o0
g(w) = Z a,w".
n=0
1

Exemple 3.4.2. La fonction g(z) = T est développable en série entiere sur D(0,1), la série entiere en
question étant )_ z”*.

Définition 3.4.3. Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un disque D(0,r) avec r > 0. On appelle
alors série de Taylor de f la série entiere :
()
Z d n!( : 2.
La proposition suivante dit qu'une fonction développable en série entiére coincide avec la somme de
sa série de Taylor en un voisinage de 0.

Proposition 3.4.4. Soit g développable en série entiére sur un disque D(0,r), avec r > 0. Alors g est
indéfiniment dérivable sur D(0,r) et le développement est ¥ a,,z" avec a,, = g (0)/n!.

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire O

Remarque 3.4.5. Une fonction peut avoir une série de Taylor de Taylor qui converge, sans étre égale a la
limite de cette série de Taylor (elle n’est alors pas développable en série entiere).
g0)=0
Vx#0,8(x) =exp(3z).

On verra dans 'exercice 79 que sa série de Taylor converge (vers 0), mais que la fonction de départ
n’est la limite de cette série de Taylor sur aucun disque D(0,7) (ol r > 0).

Par exemple la fonction g : R — R définie par {

3.4.a Séries de Taylor classiques
Exponentielle

La série entiére exponentielle ) #z” arayon de convergence infini. La fonction exponentielle e* =
exp(z) est définie sur C par :

Logarithme

La série entiere harmonique %z" (série qui commence a n = 1, voir|3.2.15) a rayon de convergence
1. ATlintérieur du disque de convergence D(0,1) ona:

oo (_1\n+1
In(1+w) = Z =1 n
n=1 n
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Puissance

Soita € C. On a, pour w € D(0,1) :

. ~ 00 a(a__l)”.(a-—n-+1) n
(1+w) _exp(aln(1+w))—l‘irnzz‘,1 nn—-1)---1

Remarques

e Le facteur “(“;l(ll);(l‘;‘:{”” se note aussi (Z)’ de sorte que (pour w € D(0,1)),

Q+w)=Y (“)w".

n=0

¢ Ce développement permet de développer en série entiére les fractions rationnelles, en commencant

par les décomposer en éléments simples.

Sinus et cosinus

Les fonctions sinus et cosinus sont définies par les séries entieres suivantes, de rayon de convergence
infini.

sin(w) = i _ED"_ enes
=2+l '
B [ee) (_1)71

cos(w) = Z ) w

n=0

2n

Sinus et cosinus hyperboliques

Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques sont définies par les séries entieres suivantes, de rayon

de convergence infini.

[o,0)
2n+1

V- B |
sinh(w) ,ZZ::O(Zn+1)!w

coshw)= Y ——w?".
=0 2n)!
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Fonctions trigonométriques et hyperboliques inverses

Les développement en série entiére des fonctions arcsinus, arccosinus et arctangente ont rayon de

convergence 1 :

© 2n)!
arcsin(w) = )_ el 2n+l
22+ 1)
Sy 2n)!
arccosti) =5 = Y. sy
n=0 .
x (-D"en
h — N S e n+l,
arsh(w) ;0 4n(nh22n+1)
S D" o
artan(w) = ) ——w"*,
p—oln+1
arth(w) = i ;wm“.
r—ol2n+1

3.5 Opération sur les séries

3.5.a Combinaison linéaire et produit
Théoreme 3.5.1. Soit ) a,z" et Y b, z" séries entieres, et notons R, et R;, leurs rayons de convergence.

i) Pour A et u complexes, le rayon de convergence Ry, de la série entiere
Z(/ldn +pbp)z"

satisfait Ry, = min(Rg,Rp),

o0 o0 o0
et surle disque D(0,min(R,,Rp)) ona Y. (Aan+ uby)z" =1 Y ap,z"+u Y byz".
n=0 n=0 n=0

ii) Soit R, le rayon de convergence de la série entiere }_ c¢,z", ol1 1a suite (c,,) est définie par

n
VneN, Cn= Z aib,_i.
k=0

Alors R, = min(Rg,,Rp), et sur le disque D(0,min(R,4,Rp)) on a
oo o0 oo

Y ¢,z = ( y unz”) ( y bnz”).

n=0 n=0 n=0

Démonstration. Sur le disque D(0,min(R,R,)) la convergence de la série, et ['égalité

o0 [e.0] [e.@]
Y (Aap+ubp)z" =21 ¥ ayz"+p ¥ byz" sontimmédiates. Il en découle que Ry, = min(Rg,Rp).
n=0 n=0 n=0

De méme, sur ce méme disque D(0,min(R,4, R,)) la convergence de ) c,z", et 1'égalité

[e.o] [e.o] o0

Y ¢z = ( Y anz”) ( Y bnz”) découlent de [2.4.3| (on rappelle qu’il y a convergence absolue sur le
n=0 n=0 n=0

disque ouvert de convergence, cela découle de la converge normale sur les disques fermés inclus dans

D(0,R)). Il en découle que R, = min(R,,Rp). O
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3.5.b Suites doubles
Convergence uniforme de suites doubles

On a vu au théoreme que la convergence uniforme donne la continuité de la limite, et permet
d’intervertir des limites (on avait lim lim f,(w)= lim lim f,(w)).

w— wy —00 n—oo w—wy
On va montrer ici un résultat analogue pour des suites doubles (un,p) (5, p)enz- Pour cela on définit pour
) ) N—C
chaque entiers n € N la fonction f; :
p— Unp

Proposition 3.5.2. Soit (u,,;) une suite double avec la notation ci-dessus (f,(p) = uy,p). Supposons
que (f) soit uniformément convergente sur N (c’est a dire qu’elle admet une limite f telle que la suite

sup | f(p)—f(p) |) soit définie a partir d'un certain rang et tende vers 0), et que pour chaque n € N la
peN
suite (up, P)peN soit convergente. Alors

lim lim u,,= lim lim wu,,.
p—00 n—00 n—00 p—00

Démonstration. Le preuve estla méme qu’au théoréeme|(3.1.9|:
Onnote ¢,, = ’}i_{{.lofn(l?)-

e Montrons que la suite (¢,) converge. Pour cela on va montrer qu'elle est de Cauchy :
Soit € > 0, comme (f;) converge uniformément vers f, il existe N; € N tel que pour
n= N, sup\fn(p)—f(p)| < % Soient n et p dans [N;, + ool, alors quelque soit g € N on a

peN

| /2@ = [o @] <|fu(@ - F(@|+|f(@) - fr(@)] <%, d’otl'on déduitI'inégalité suivante: |£, — £ )| =
qlim | fulq) — fp(q)| < 235 < g, ce qui montre que la suite (¢,,) est de Cauchy, donc qu’elle converge
—00
dans C.
» Montrons désormais que ’}im flp)= r}im ¢, : Soit € > 0. On définit comme précédemment N; € N
—00 —00

tel que pour n = Ny, sup | @) —f (q)| < £ (qui existe car (f,,) converge uniformément vers f). De
geN

plus, comme on a montré que la suite (¢,) converge dans C, on note ¢ = lim ¢,, etil existe N» € N
n—oo

telque Vn € [Ny, +ool, 1€, - 1] < % Enfin, on pose N3 = max(/N;,N») et comme r}im I (p) =¥, il
—00
existe Ny > 0 tel que ¥ p € [Ng;00l, | f, (p) — €| < £.
Des lors, pour p € [Ny;oo[, on a
l[f(m) =] < |f(p) = fau, ()| + | (P) =y | + |€n; — €] < § + 5+ 5 =€, ce qui montre bien que
plim f(p="¢. O
—00

Remarque 3.5.3. En proposition[3.5.2} la suite double permettait notamment de considérer la convergence
de deux suites distinctes :

 Pour p fixé, la suite (up p)nen, c'est a dire la suite (u,p, t1,p, Uz p,...). Dans les notations de la
proposition[3.5.2} la convergence de cette suite correspond a la convergence simple de la suite (f3,).

* Pour n fixé, la suite (uy,p) pen, C'est a dire la suite (uy,0, Un,1, Un,2,...). C'est cette suite qui apparait
dans la derniére condition a la fin de I’énoncé de la proposition

Le théoreme suivant portera sur des séries, et comme chaque suite permet de définir une série, on
peut aussi définir deux séries a partir de cette suite double :
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* Pour p fixé, la série }_ u,,, désigne par convention (pour étre cohérent avec les notations du chapitre

N
| la série dont les sommes partielles sont (pour N € N) les Z Un,p. Si on veut éviter toute ambigiiité,
n=0
on peut noter cette série « ). uy,p ».
n

N
¢ Pour 7 fixé, on peut considérer la série dont les sommes partielles sont (pour € N) les Z Up,p. Dans

p=0
la suite, cette série sera notée « 3. up p ».
p

Fubini discret

Le nom “Théoreme de Fubini” est généralement associé a un théoreme sur les intégrales, mais comme
les séries sont une version discrete des intégrales, on appelle “Théoréme de Fubini discret” le théoréeme
suivant sur les séries :

Théoréme 3.5.4 (Théoréme de Fubini discret). Soit (1, ) une suite complexe double. Supposons que :

i) pourtout n €N, lasérie 3 u, , est absolument convergente;
p

o0
ii) lasérie) Y |un,p| est convergente.
n p:O

Alors on a la formule d’inversion :

oo o0 oo o0
Z Z Un,p = Z Z Un,p-

n=0p=0 p=0n=0

Démonstration. On introduit une notation pour les sommes partielles :

n p
VneN, VpeN, Snp = Y Uik
i=0k=0
p n
Comme c’est une somme finie, on a aussi s, = Y. Y U; k.
k=0i=0

Montrons que la suite double (s, ;) satisfait les hypothéses de la proposition :

e La convergence uniforme découle de la convergence normale : Pour (n,p) € N2,

P o) p
< Y |unk| < X |upi|- Donc sup| ¥ wupi
k=0 k=0 peN [ k=0

On a donc convergence normale, donc uniforme.

p o)
‘Z Un,k < Y |upk| dont la somme converge.
k=0 k=0

* Pour n €N, comme chacune des séries }_ ug,p, > U1,p, ..., 2 Un,p €st convergente, leur somme finie
p p p

n
> Y u;p converge, c'est a dire que s , admet une limite quand p — oo.

P i=0

Donc d'aprés la proposition (3.5.2| on a lim lims,, = lim lims,,, Ccest a dire
p—00 n—00 n—oo p—00

oo o0 oo 00

X X Upp= 2 X Unp. L

p=0n=0 n=0p=0

Remarque 3.5.5. L'échange entre somme et limite n’est plus valide en général si la convergence est simple
mais pas uniforme. Par exemple, on peut considérer :

B n n+l n-p-1
Cn+p+l n+p+2 (m+p+)(n+p+2)

Un,p
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i1+.‘.

[e.°]
) 4 . _ 1 0 ntl  _ I
D’une part cette somme est télescopique et (pour p € N), nz::0 Upp = r}gglom —mpz = b d’olr

. o0
lim Y u,,=1.
p—op=1

oo
D’autre part pour tout n€Nona lim u,, =0,d ouildécoule que } lim u;,,=0.
p—’OO n=1 p—’OO

3.5.c Composition de séries

Le théoreme de Fubini discret permet d’étudier la composition de séries entieres, ce qui revient a
remplacer la variable d'une série entiére par la fonction somme d'une deuxieme série entiere. Il en résulte
(sous certaines hypotheses portant sur les rayons de convergence) une fonction qui est encore la somme
d’une série entiere.

Théoréme 3.5.6. Soit ) a,z" et Y b,z" séries entieres, de rayon de convergence R, > 0 et R, > 0, et
notons respectivement f et g les fonctions somme des deux séries. Supposons qu'il existe a € R, avec

0<a <Ry, telque:
o0

|byla™ < R,.
n=0
Alors il existe une série entiere Y. ¢, 2", de rayon de convergence R, = «, telle que pour tout w € D(0,a) on
ait:

o0
Y cuw" = f(g(w)).
n=0
Démonstration. Soit w € C, avec |w| < a.On a |w| < Rp donc g(w) est défini. On pose :
oo
Gw) =) |byllw|".
n=0
Ceci est bien défini aussi. Notre hypothese est G(a) < R,.

Soit n € N. On s'intéresse a g(w)", qui (par convergence absolue) peut étre exprimé comme somme
de la série obtenue comme produit de 7 fois la série }° b, w” avec elle-méme, autrement dit :

1sip=0
gw)" = Z dppw? ol OSIP/lp c’est a dire dn,p':z'bi]---b,-n
p=0 Vne l\I»dn+1,p =) dn,kbn,p—k =P
k=0

[o.olNe ] (o oo o]
En notant u,,, = ayd,pw?,ona f(gw)) = ¥ ¥ apdppw?=3% ¥ upp.

n=0p=0 n=0p=0
0o ©0
On souhaite montrer que f(g(w)) = Y. Z andn,p wP, ce qui définirait ¢, satisfaisant la condition
p=0p,=0
| —

Cn
demandée.

Vérifions pour cela qu'on est dans les conditions du théoréme : On note pour cela Dy =

o0 oo (00}
bi,|---|bi,|, de sorte que pour n € N, on a ¥ |unp| = X |andnpwP| < ¥ lan|Dpplwl? <
+ig=p p=0 p=0 p=0

x

o0 o0
lan| Y IanIDn,pa” = |a,| G(a)". Cela montre d'une part la convergence absolue de Y. Un,p (car les
p=0 p=0
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(e.0) o0
somme Y. |up,p| n'est pas +00), et d'autre part la convergence de ¥ Y. |up,p| (X |anl G(a)" converge car
p=0 n p=0 n

oo
G(a) < R,. Donc on peut bien appliquer le théoréme|3.5.4} qui donne f(g(w)) = Y. c,wP, oliles ¢, sont
p=0

définis par ¢, = Z andy,p. Comme cette somme converge pour tout w € D(0a), le rayon de convergence

de la série entlere Z cnz" est donc R, = «a, ce qui conclue la preuve. O

3.6 Lafonction exponentielle complexe

Considérons la série entiere exponentielle, de rayon de convergence infini :
x "
z
e“=exp(z —
p(2) = Z g

Théoréme 3.6.1. La fonction exponentielle complexe prend valeurs dans C* = C\ {0} et pour tout z,w € C

nous avons :

ez+w:ezew’ e = —.

De plus, la fonction exp est indéfiniment C-dérivable sur C et pour tout k = 1 sa dérivée d’ordre k est la
fonction exp elle méme.

Démonstration. Soient z,w € C. Calculons e®e%

5w LEmaw

n=0 n!
1 n! X1 & (n

k, n-k _ - k,,n—k _
gok!(n—k)!z S Y (k)z v

z+w

Q
S
Q
S
Il
—_—
8
SRS

N
W

0

I
[18

3
WV
[}

1

nl
1

nl

I
18

(z+ w)"

S
v
(=}

ol on a utilisé la convergence absolue (on est a 'intérieur du disque ouvert de convergence) pour
manipuler les séries doubles.

Ceci étant vrai pour n'importe quel z,w € C, on peut prendre w = —z et remarquer e’ = 1 pour avoir
e‘e*=1donce *= é.

La dérivabilité est claire puisque notre série converge sur C, et la dérivée coincide avec exp simplement
en regardant les coefficients de la série dérivée. O

Remarque 3.6.2. En utilisant de plus les définitions des fonctions cos : x — Re(e™®) et
sin: x — Im (e'*), on peut retrouver des formules de trigonométrie, par exemple

V(x,y) € R?, cos(x+y) =Re (e““”) =Re((cosx + isinx)(cosy+isiny))

=cosxcosy—sinxsiny
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