Math3A: analyse — L2 S&T — université de Bourgogne

année 2026,/2027

Exercice 1 : Sous-ensemble

Exercices de Math3A

Rappels: Ensembles, fonctions et quantificateurs|

A) Exercices classiques ou application du cours

Soit X CY CR.

1.

U N

Démontrer que si Y est majoré, alors X est majoré.

Démontrer que si Y est minoré, alors X est minoré.

Déduire que si Y est borné, alors X est borné.

Si Y admet une borne supérieure, X en admet-il forcément aussi une ?

Démonter que si X et Y admettent tous deux une borne supérieure, alors
sup X <sup?Y.

Exercice 2 : Bornes supérieures et inférieures

Cet exercice vise a identifier les bornes supérieure et inférieure (lorsqu’elles existent) de
plusieurs ensembles :

1. Soient un ensemble A C R, et un nombre m € R.

(a)

Ecrire avec des quantificateurs la condition « m est un majorant de A » et sa
négation « m n’est pas un majorant de A ».

Lorsque A = [-3,1/2[, démontrer que l'ensemble des majorants de A est
[\/5; +oo[. En déduire que V2 = sup A. Indication : On pourra utiliser la contra-
posée de « tout majorant est dans [v/2; +oo[ ».

De méme, déterminer l’ensemble des minorants de A = [~3,v/2], et sa borne
inférieure.

Déterminer lensemble des majorants de [—1;+oco[. Cet ensemble admet-il une
borne supérieure ?

Pour un ensemble A C R, écrire avec des quantificateurs la condition « A est un
minoré » et sa négation « A n’est pas minoré ».

Démontrer que I’ensemble | — co; 1] n’est pas minoré. En déduire qu’il n’a pas de
borne inférieure.

2. Utiliser la caractérisation de la borne supérieure (proposition [LT.9] du cours) pour
montrer que 1 = sup] — oo; 1[.

Exercice 3 : Ensemble centré| (en CM)

Soit £ C R un ensemble tel que Vo € E, —x € E.
1. Montrer que {|x|‘x € E} =ENR*.

2. Si E est majoré, montrer que E est borné.
3. Si sup(FE) existe, calculer sup(F) + inf(F).

Certains exercices sont corrigés a ’adresse
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|Exercice 4 : Notations| (en CM) ‘Exercice 7 : Bornes supérieures et inférieures‘ corrigé en ligne

Calculer, lorsqu’elle(s) existe(nt), la borne supérieure et la borne inférieure sur R des

1. Majorants (définition 1.1.2 des notes de cours) ensembles suivants. Préciser si elle(s) sont atteinte(s) sur 'ensemble.

i) Serait-ce une bonne idée d’introduire la notation « 1 = maj([0,1]) » pour affirmer | . IR " y2 _ x.
que « 1 est un majorant de [0,1] » ? ) A=]—m; —n/4] i) A={z" | zcQ} i) A= {tane [ el-3; 30
On pourra noter que cela donnerait les égalités 1 = maj([0,1]), 2 = maj([0,1]), et iv) A= | {7#1 : ﬂ v) A = {exp(—n) | n € N}

2 = maj([0,2]) mais l'inégalité 1 # maj(]0,2]). neN*

ii) En quoi la notation « 1 € maj([0,1]) serait-elle une notation plus pertinente
pour affirmer que « 1 est un majorant de [0,1] » 7 Dans ce cas que signifierait
«maj([0,1]) » ?

iii) Quelle propriété fait qu'il est pertinent d’utiliser les symbole “=" pour la borne
supérieure (lorsqu’elle existe) alors que ce symbole ne serait pas pertinent pour
les majorants 7

2. Suite dominée par une autre suite (définition 1.1.5 des notes de cours)

i) On pose (@) = (755) o (buduen = (0= 5)cur ot (ea)en = (355)
Montrer que a,, = O(by,), que a,, = O(cy) et que b, = O(by,) mais qu’en revanche
(bn) n’est pas dominée par (c¢,) (c’est a dire que Paffirmation « b, = O(c,) » est
fausse).

ii) La notation « a, = O(b,) » (vue en cours) est-elle si pertinente, ou aurait-il été
pluis pertinent de le noter par exemple « a,, € O(b,,) » ?

| Exercice 5 : Définitions | corrigé en ligne

Dans cet exercice, F désigne un sous ensemble de R. Pour chacune des propriétés ci-
dessous, indiquer si elle traduit le fait que E soit majoré / minoré/ borné/ etc.

i) Vee E;23meR:m<e ii) ec E:VYmeR,m<e
iii) ImeR:Vec E,m <e iv) ImeR:Yec Eim<e
v) VmeR,Jec E:m<e vi) Im e R:Ve € E,m < |e|
vil) Im e R: Ve € E,m > |e| viii) ImeR:Ye€ E,m > e

)
ix) ImeR:m<e, VeeFE

| Exercice 6 : Inclusions | corrigé en ligne

Soient A, B, et C trois ensembles.
1. Ecrire avec des quantificateurs les affirmations ANB C C et ANB ¢ C.

2. Ecrire sous forme d’inclusion entre ensembles les affirmations
Vice A,(x€BouzxeC)etIxec A: (x ¢ BetxgC).

Certains exercices sont corrigés a I'adresse page 2/20
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B) Autres démonstrations

Exercice 8 : Borne supérieure d’une union

Soient F un ensemble non vide, et pour chaque e € E, soit A. un sous ensemble non
vide majoré de R.

1. Montrer que si I'un des deux ensembles |J A, et {sup(A¢) | e € E} est majoré, alors
ecE
I’autre ensemble est majoré aussi et on a

sup (egE Ae) = sup({sup(4.) | e € E}).

2. En déduire la borne supérieure (si elle existe) de J [#ﬁ-l ; ;Zié}
neN

‘Exercice 9 : Algébre des suites bornées‘ (en CM)

1. Suites majorées
a) Pour une suite (u,)nen & valeurs réelles, écrire avec des quantificateurs chacune
des conditions « La suite (uy,) est majorée » et « La suite (u,) n’est pas majorée ».
b) Montrer (en se référant a la question [a)] que la suite (— exp(n)),en est majorée
tandis que la suite (exp(n)),en n’est pas majorée.
¢) En déduire que 'ensemble des suites majorées ne forme pas un R-espace vectoriel
(pour les additions et dilatations usuelles, définies en partie [LI.d du cours).
2. Suites bornées

a) Soit (un)nen une suite a valeurs réelles.
Montrer que la suite (u,,) est bornée si et seulement si 34 € R :Vn € N, |u,| < A.
b) Soient un nombre A € R, et deux suites réelles bornées (un)nen €t (Vi )nen-
Montrer que la suite Au+v est elle-méme bornée. Indication : d’aprés la question
précédente, il suffit de trouver un nombre Az € R tel que Vn € N, |Aup+v,| < As.
¢) En déduire que ensemble des suites réelles bornées forme un R-espace vectoriel.
d) Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites réelles bornées. Montrer que la suite
(Un Vn),en est elle-méme bornée.
e) En déduire que I’ensemble des suites réelles bornées forme une R-algebre.

f) Soit (un)neny une suite réelle bornée. Peut-on affirmer que « la suite (%)
neN

n

est bornée » ?

Exercice 10 : Complémentaire d’ensemble‘ corrigé en ligne

Soit 2 et E deux ensembles, et pour chaque e € E, soit A, un sous ensemble de 2. On

rappelle que |J Ac={r€Q|Jec E:xecAtetque [ Ae={z€Q|Vec EF:z¢€
e€E ecE
A}

De plus, pour tout sous-ensemble A de €2, on note A = )\ A son complémentaire.

1. En utilisant cette notation avec des quantificateurs, démontrer que le complémentaire

de |J A est ) A, et que le complémentaire de (] A est |J A..
ecE ecE eckE eck

().

2. Lorsque Q = R?, en déduire le complémentaire de | ( U

z€R \y€[z; 400
3. Donnez un expression plus lisible de |J ( U {(x,y)}) afin de vérifier votre
z€ER \y€Elz; +o0]

résultat de la question précédente.

|Exercice 11 : Sous-ensemble ou une fonction est croissante| corrigé en ligne

Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble Dy C R.
Si A est un sous ensemble de A, on dit que « f est croissante sur A » si la restriction de
f a A est croissante, c’est a dire si Vo € A, Vy € A, (z <y = f(z) < f(y)).
1. Soient a < b < ¢ trois réels, et soit f une fonction réelle définie sur [a,c|.
Montrer que si f est croissante sur [a,b] et sur [b,c], alors elle est croissante sur [a,c].
2. Soient a < b deux réels, et soit f une fonction réelle définie sur [a,b].

Montrer que si une fonction f, définie sur [a,b], est croissante sur ]a,b] et satisfait
Vz €]ab], f(z) = f(a), alors elle est croissante sur [a,b].

|Exercice 12 : Partie bornée de R corrigé en ligne

Soit E un partie non vide de R.

1. Exprimer en terme de quantificateurs 'affirmation selon laquelle “ E' n’est pas bornée”.

2. En déduire que “E n’est pas bornée” est équivalent a “1 € (| U }0; % [”.
p>0xeR

3. De méme, montrer que “E est bornée” est équivalent a “{0} = (N U [7% ; %}”.
p>0xeFE

Certains exercices sont corrigés a I'adresse
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C) Exemples a ne pas suivre

Exercice 13 : Suite de ’exercice 8

A cet exercice utilise des notions du Chapitre 1
A T’issue de ’exercice[8] on demande & un-e étudiant-e de montrer que 2 est la borne supé-

rieure de 'ensemble |J [2—e™3"; 2—e~3"+2)]. Cet étudiant-e donne la réponse suivante :
neN

Au/rx(U[Q—e_3“ ;Q—e_(3”+2)]) :Axxxrx{iz—e_(3"+2) | n € N} d’w[méb ercencice 3]
=9—aupfe~ G2 | n e N}
=9 con lim e~ Gnt2) —

n—oo
1. (a) Que penser d’une preuve qui commence par
«sup (U[2—e™®";2— e Gnt2]) = puis qui calcule la valeur de ce su-
premum ?

(b) Commencons par vérifier I'égalité
«sup{2 — e~ G2 | n € N} =2 — sup{e~ "2 | n € N} » :
i. Par “passage a la limite” dans une inégalité, montrer que tous les majorants
de {2 —e~B"*2) | n € N} sont supérieurs-ou-égaux a 2. En déduire la valeur
(et Pexistence de) sup{2 — e~3"*2) | n € N}.
ii. Monter que I’ensemble {¢~"*2) | n € N} admet un maximum. En déduire
la valeur (et 'existence de) sup{e~"*+2) | n € N}.

iii. Conclure : que penser de 1’égalité
«sup{2 — e~ G2 | n e N} =2 — sup{e= "2 | n € N} » ?

Remarque @ ce nlest pas au  programme, mais  [’égalité
sup{2 — e~ G2 | n e N} =2 —inf{e=C"*2) | n e N} aurait été  cor-
recte. Intuitivement, quand « on sort le signe ‘““” de l’ensemble », les

multiplications par (—1) changent le sens des inégalités et intervertissent
sup et inf.

(¢) Considérons maintenant la derniére égalité, ou Détudiant-e affirme que
«sup{e= "2 | n € N} =0, car lim e~ G"+2) =0 ».
n—oo

i. En s’inspirant de la question démontrer le théoréme suivant :
Si (uy,) est une suite croissante, qui converge vers une limite £ € R, alors
sup{u, | n € N} = ¢.
ii. Cela permet-il de déduire 1’égalité annoncée par cet-te étudiant-e ?
2. Si on vous pose la méme question qu’a cet étudiant-e (montrer, a Uissue de ’exercice

B, que 2 est la borne supérieure de ensemble |J [2 —e™3"; 2 — e~ (37+2)]) comment
neN
rédigeriez-vous votre copie 7

Exercice 14 : Complémentaire d’unions et d’intersections‘ corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :

1. Soit n € N. Montrer que |J () [y; +oo[ = [n; +o0.
r>2n Y<K
2. Pour n € N, calculer de deux maniéres le complémentaire de |J () [y; +oof, et
z2n Y<K

vérifiez que vous obtenez deux fois la méme réponse.
Sa réponse est ci-dessous :

1. @ML te[m ,'—i—oo[, oM /lfus{\e oc:(t—l—rn)/iz (ce C[.U.L nowd abbune que tgocgfn).
dlors, poun Louk ndgoc, ST A te[md ;—i—oo[.
Orm a demc mex menbné que Jc>me ‘v’%goc, te[% ;+oo[

2. o Fremizne methede : Comme N ly; +oo[= [n; +oof, soem wm/r\ﬂé

z>n y<z
membaine eat ]—oo m|.

o@mmﬂe& Omzpﬂm&ﬁemxzr&mnmtamadmummeim
wm/pﬁwwntamede N ly; +oo[=

x>n Yy

U N]-ooyl dais comme N]—o05y] =]

r<n y>x y>x
oc<mdcw9>&mx]—oo;m[,wwmewueclzawmi§ﬂemétp\®de.

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?

Chapitre 1: suites réelles — limites

A) Exercices classiques ou application du cours

Exercice 15 : Exemples de limites

Soient (a,b) € (R*JF)Q. Déterminer les limites (si elles existent) des suites suivantes, qui
sont définies pour n € N* (et que l'on notera (up)nen+).

i) M ii) ar -5 iif) !
5n3 + cos(n) a™ + bn n—+/(n+a)(n+b)
iv) nsin® (1) vi) (n + cos(n))? (cos () —1)

[n; +oof eak

— 00; 2], AGTL UMIET AW

V) e(1+{w)n

Certains exercices sont corrigés a I'adresse
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Exercice 16 : Suites adjacentes

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. Soient (u,) et (v,) les deux suites réelles
définies par :
i) up =a et vg =b.
i) Vn € N upqq = opin

i) Vn € N,vyqq = nt2in
1. Montrer que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes (donc qu’elles convergent vers la
méme limite ¢ € R).

(%) est constante.

2. Montrer que la combinaison linéaire neN

3. En déduire la valeur de /.

‘Exercice 17 : Formulations équivalentes de la définition d’une limite ‘(en CM)

Soit (u,) une suite & valeurs réelles, et soit £ € R. Montrer que les quatre affirmations
ci-dessous sont équivalentes entre elles :

i) Ve >0, IN € N, Vn € [N; +oof, |un, — ] <€

) Ve >0,3IN €N, Vn € [N;+oof, |un, — €] < e
ili) Ve > 0, AN € N, Vn €]N;+oof, |u, — 4] <¢
iv) Ve >0, IN € N, ¥n €]N; 4oo[, |u, — | < ¢

ii

| Exercice 18 : Définition de la limite | (en CM)
En vous appuyant uniquement sur la définition [LZ1] de la limite, montrer que
lim 5 =1.

n— —00 n

|Exercice 21 : Valeurs d’adhérence| (en CM)

Montrer que 1 et —1 sont les seules valeurs d’adhérence de la suite ((—1)").

‘Exercice 22 : Exemples de limites‘ corrigé en ligne

Déterminer les limites (si elles existent) des suites suivantes, définies pour n € N* (et
qu’on pourra noter (U )nen+)-

. (3n+2)? v cos(75) 1
i) In (5"—,%) ii) sin(%) iii) n?tan (+) —n
. ln(1+%)71n(1+n) 57 g7 . 2n+1
V) g v) RN e s SR

‘Exercice 23 : Suite définie par récurrence‘ corrigé en ligne

Etant donné uy € R, on considére la suite réelle (uy,)nen définie par récurrence par
Up41 = sin(uy,).
Admet-elle une limite ? (si oui, quel est cette limite ?)

Exercice 24 : Monotonie| corrigé en ligne

La suite (uy)n>1 définie par

B (n—1)!
T ARV V). (14 )

est-elle monotone ? Est-elle convergente 7 Si oui, quel est sa limite 7

‘Exercice 25 : Croissance comparée‘ corrigé en ligne

‘Exercice 19 : Composée de limites‘ (en CM)

Soient (u,) une suite réelle et (k,)nen une suite a valeurs dans N (c’est a dire que
VYn €N, k, € N).
Montrer que si la suite (u,,) tend vers une limite ¢ € R, tandis que lim k&, = +oo0, alors
n—oo

lim wyg, =¢.
n—oo

Exercice 20 : Suites négligeables‘ (en CM)

On pose (u")nEN = (Q)nEN’ (v”)nEN = (]‘ - %)neN* et (w”)nEN = (TL - 4)n€N'
Montrer que u,, = o(w,) et que v,, = o(w,). A-t-on donc u, = v, ?

B
Pour a et § € R, on cherche & déterminer si la suite ((h;z) ) converge (et quelle est
>2
sa limite).
1, + 00— R
1. Lorsque « et 3 sont strictement positifs, étudier la fonction f : {] (lni)g
T :

s
En déduire que la suite ((1272)) est majorée.

n>=2

8
2. En déduire que quand a > 0, on a lim (1272) = 0. Indication : quand B > 0, on pourra

(Inn)? 1
ne/2 po/2°

décomposer (Inn)?n® sous la forme

3. En déduire que quand « < 0, on a lim (Inn)?n® = +oo.

Certains exercices sont corrigés a I'adresse
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Exercice 26 : Tendre ou ne pas tendre vers 0

1.

Exercice 27 : Sous-suites

B) Autres démonstrations

a) Donner un exemple de suite réelle (u,) qui n’admet pas de limite (ni réelle, ni
infinie).

b) Une des affirmations « lim w, =0» et « lim w, # 0» est-elle vraie pour cette
n—oo n—00

suite u, 7

¢) En déduire que « lim w, # 0» n’est pas la négation de « lim u, =0 ».
n—oo n—oo

a) Soient (u,) et (v,,) deux suites réelles telle que lim u,, # 0 et limv,, = 0. Montrer
que Uy + Vi ~ Uy,

b) Sion remplace la condition « lim u,, # 0% par « u, ne tends pas vers 0 », montrer
que le résultat de la question précédente n’est pas forcément vrai. Indication :
on construire un contre exemple, c’est & dire une suite u, qui ne tend pas vars

0 et une suite v, — 0 telles que u,, + vy, ne soit pas équivalent a u,,.
n—+oo

Soit (up) une suite réelle. On suppose que les sous-suites (uzn), (usn) et (ugpi1)
convergent dans R. Montrer que (u,,) converge dans R.

Indication : On pourra commencer par montrer que les sous-suites ont toutes la méme
limite, en leur trouvant des sous-suite communes

Exercice 28 : Obtention des valeurs d’adhérence

On considére une suite (uy,)nen, dont on va étudier les valeurs d’adhérence :

1. Soient (ty(n))nen €t (Uy(n))nen deux sous suites convergentes, qui tendent respecti-
vement vers £ et £'.

On suppose de plus que 'ensemble Ey = {¢(n) | n € N} N {¢(n) | n € N} est infini
(comme il est de plus inclus dans N, cela veut dire qu’il existe une suite strictement
croissante (z,,) telle que Ey = {z,, | n € N}).

Montrer qu’on a alors £ = £'.

Indication : on pourra construire une sous-suite commune auzr deur sous-suites (Uy(y,))
et (uw(n)).

2. Supposons que les deux sous-suites (ug,) et (us,41) convergent, et désignons leur
limites par £ et ¢'. Montrer que si £ # ¢’ alors I’ensemble des valeurs d’adhérences de
(uy) est {€,0'} tandis que si £ = ¢, c’est {{}.

Indication : Etant donnée une sous suite convergente (Up(n)), on pourra utiliser la
question [ pour montrer qu’elle tend soit vers £ soit vers {'.

3. Montrer qu’en revanche, pour les sous-suites (us,) et (usnt1), ce résultat n’est pas
toujours vrai.

Indication : On pourra par exemple s’intéresser a la suite (COS (%(n + 1)7r))neN.

4. Supposons qu'il existe deux sous-suites convergentes (Uy(n))nen €t (Uy(n))nen, de
limites respectives ¢ et ¢/, telles que {¢(n) | n € N} U {¢(n) | n € N} = N. Montrer
qu’alors, Pensemble des valeurs d’adhérences de (uy,) est {£,¢'} (ou {£} si £ =1).

5. Soit k € N* tel qu'il existe k sous-suites convergentes (g, (n))neN, (Upy(n))neN; -
(U (n) )nen, de limites respectives €1, lo, ..., ly.

Supposons que (J;¢py,{wi(n) | n € N} =N.
Montrer que dans ce cas, 'ensemble des valeurs d’adhérences de (u,,) est {{;]i € [1;k]}.

A titre d’exemple, on définit la suite (v, )nen par

4—}—”%‘_1si5|k€N:n=3k

(=1)™ sinon.

Vn € N, vn:{

6. Déterminer 'ensemble de ses valeurs d’adhérence.

7. En déduire sa limite inférieure et sa limite supérieure.

Certains exercices sont corrigés a I'adresse
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Exercice 29 : Convergence

Soit (u,) une suite réelle telle que :

1
|un - un+1| g an

Vn € N, o

Montrer que (u,) converge.

‘Exercice 30 : Suites équivalentes (définition) ‘ (en CM)

On s’intéresse dans cet exercice a la notion de suites équivalentes. En notant « u,, ~ v, »
lorsque les suites (u,)nen €t (Vn)nen sont équivalentes, on aimerait que :

A) Vz e R*, (( lim w, =x> < (up Nm))

Remarque .‘Zi;;;; la partie droite de I’équivalence, on a désigné par x la suite constante
qui prend la valeur x.
B) Etant données quatre suites (tn)nen; (Vi )neN, (Tn)nen €t (Yn)nen,
Si wy ~ Ty €t vy ~ Yp, alors (u, vi,) ~ (Tn yn)
C) et que cela définisse « une relation d’équivalence » c’est a dire qu’elle soit
i) Reflexive : pour toute suite (uy)nen, 0N & Uy ~ Uy,
ii) Symmeétrique :
Vi ~ Up
ili) Transitive : pour trois suites (tn)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen,
Si uy, ~ vy, et v, ~ w,, alors u, ~ w,

pour toutes suites (up)nen €t (Vi)nen, telles que u, ~ v,, on a

1. On considére par exemple les suites (ap)nen €t (by)nen définies par

a,, = COS (n%

b, = (1 — 7%&2) cos (n%)
(a) Justifier qu’au vu des propriétés [A)| a on voudrait avoir a, ~ b,,.

(b) Peut-on définir des suites (an/bn)nen et (bn/an)nen? L’affirmation

« lim $= =1» aurait-elle le moindre sens?
n—oo “n

Vn € N,

(c) En déduire que si on définissait « u, ~ v, » par la condition « lim = =15,
n— oo n

alors ¢a ne fournit pas une définition satisfaisante.
En cours, on a donc donné la définition [L2.9] et on a démontré qu’elle satisfait bien les
conditions et C’est cette définition qu’on utilise dans la suite de ’exercice.

2. Démontrer qu’on a alors la propriété

3. (a) Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. Montrer que si lim %= =1, alors u, ~
n—-+4oo 'm

Vi
(b) Montrer que la réciproque est fausse : trouver deux suites (u,,) et (v,,) telles que

« Uy ~ vy, » mais telles que 'on n’ait pas « lim %z =1».
n—-+oo 'n

Exercice 31 : Théoréme des gendarmes (en CM)
lim z, =1
n—oo

1. Soient (x,,), (yn) et (z,) trois suites réelles telles que ¢ lim z, =1
n—oo

VneN z, <y, < 2p
On cherche a démontrer que dans ce cas on a bien llm yn = 1 (c’est a dire qu’on
démontre le théoréme de gendarmes). o
(a) Montrer que Vn € N, |y, — 1| < |z,, — 1| + |2, — 1|.
(b) En déduire qu’on a bien lim y, = 1.
n—oo
2. On considére désormais un resultat anologue avec des équivalents a la place de limites :
vn e N, a, <u, <b,

Soient (ay), (bn), (un) et (vy) quatre suites réelles telles que < a,, ~ v,
by, ~ vy, .
Montrer que u, ~ v,.

|Exercice 32 : Ensembles dénombrables| (en CM)

Pour chacun des ensembles ci-dessous indiquez s’il est fini, s’il est denombrable, ou s’il est
indénombrable :

i) R
v) {23 | 2 € Q}

‘Exercice 33 : Suites adjacentes‘

ii) Q
vi) N3

i) [2;3] iv) ]3;4[UZ
vil) {z € Z|z? < 2026}

corrigé en ligne

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. Soient (uy,) et (v,) les deux suites réelles
définies par :

2
Up+1 = 7 1
uy = a, vo = b, et Vn € N, Un © Vn
_ un + V’fL
Vp+1l = 72 .

1. Montrer que les suites (u,,) et (v,,) sont bien définies, et qu’elles sont adjacentes (donc
qu’elles convergent vers la méme limite ¢ € R).

2. Montrer que la moyenne géométrique (,/unvn)n  est constante.

e
3. En déduire la valeur de /.
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‘ Exercice 34 : Croissance comparée ‘ corrigé en ligne

1. Soit (uy)n>0 une suite réelle pour laquelle il existe k € [0,1], et un rang N tels que
pour tout m € [N ; +oo[, on ait |tm41| < klum,|. Montrer que (uy,)nen tend vers 0.

2. Soit (a,b) € (R%)?. En fonction des valeurs de a et b, déterminer la limite de la suite
(tn),cy définie par u, =n® x b".

Exercice 35 : Approximation décimale‘ corrigé en ligne

On rappelle que les premiéres décimales de /2 sont : v/2 ~ 1,4142135. . ..
On définit la suite réelle (u,) par

Vn €N, uy = 10"E (10” \/5)

ou E (x) désigne la partie entiére du réel = (parfois aussi notée E(x)).
1. Calculer ug, u1, us, usz. Que constatez-vous ?
2. Montrer que, pour tout n € N, on a u, € Q.
3. Montrer que (u,) est croissante.
4. Montrer que Vn € N, 0 < V2 —u, <107
5

. En déduire que (u,) converge vers v/2.

‘Exercice 36 : Limite supérieure d’une puissance corrigé en ligne

Soit (uy,) une suite a valeurs positives, et soit o > 0.

1. Montrer que limsup (u%) > (limsup u,)®. Indication : on pourra par exemple utiliser
que la limite supérieure de (u,) est la plus grande de ses valeurs d’adhérence.

2. Montrer que limsup (u%) < (limsupu,)®, et conclure que limsup (ul) =
(lim sup u, )<.

3. De méme, peut-on montrer que pour toute suite (u,) & valeurs positives, on a
« lim sup sin(u,,) = sin(limsup u,,) » ?

Exercice 37 : Suite convergente‘ corrigé en ligne

On considére la suite (uy)n>1 définie par :

1 1
un:1+§+...+g—ln(n).

1. Montrer que pour tout n € N*,

1
n+1

<ln(n+1) —1In(n) <

S

2. Déduire que (u,) est une suite décroissante et minorée. En déduire qu’elle converge.
3. Retrouver qu’(u,) converge en montrant qu’elle est de Cauchy. (Indication : si 1 <

p<¢q, 0<u,—u, <1/ppour tout p > 1).

C) Exemples a ne pas suivre

Exercice 38 : Exemples de limites

Un-e étudiant-e a répondu & I’énoncé suivant :
Déterminer les limites (si elles existent) des suites suivantes

N — ..\ € 241
) s i) 22l i) (—1)" exp (2 - 2)
Sa réponse est ci-dessous :
. o441 (=24+4/n) _ 1 1 —2+4/n _ -2 _
1l S = lm S = im S srrs = 00 X 5= o0
9 2+1~2MX(2+1)~X(2)MMWW1
.n n, exp(n exp(n () )

n—o0 —e? s n esk UTTVI’\QU'L
Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?

3. Jim (~1)"exp (2= ) =(=1)" exp (tim (2 - i>>={ ket e
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Exercice 39 : Suites équivalentes

Un-e étudiant-e a répondu a ’énoncé suivant :

1. Soit (un)nen une suite réelle et £ un nombre de R*. Par abus de notation, la suite
constante (£),cn est aussi notée £. Montrer que les deux affirmations « u,, ~ £ » et

« lim wu,, = {» sont équivalentes entre elles.
n—oo

2. Soient (un)nen €t (vi)nen deux suites équivalentes. Montrer qu'il existe un rang a
partir duquel les suites (u,) et (v,,) s’annulent aux mémes moments (c’est a dire
JpeN:Vnzp: (u, =0<v, =0)).

4

U, = n3sin (n%) + 9

3. Les suites (un)nen €t (Vn)nen définies par Vn € N, { v = n¥sin (ng)

sont elles équivalentes ?
Sa réponse est ci-dessous :

4,&%@%@@&(unw)@(nlgn;ﬁﬁ),wwt
savivoal

Q.Egliﬁndad@m@mmbeaunzo#vnapsmma%:0%%1\@@/{\@
@em@n&,b’iﬁndadmw@mvnzo#unaﬁoﬂbma%’::ooqmtme
@WQMMAUMA’WMMMWMWWM.

3 . s 4 s
n351n(n§)+r+1 — 14 4/(n3sin<n§))

a lim wu, =¢.

Un

,eigatemdbwmlzr\anoeqwa

Vn n3 sin(ng) n+l
%WWO(M&@M%MW |sin(n§)|<l,do/m:
4/(n3 sin(n%

n+1

))‘ < iy quic fends vers 0).

i) Montrer que la réponse de 'étudiant-e & la premiére et & la troisiéme question sont
fausses. Quant a elle, la réponse a la deuxiéme question répond-elle un tant soit peu
aux exigences de rigueur d’une rédaction mathématique ?

ii) Répondez au méme énoncé auquel ’étudiant-e a répondu, mais en écrivant une réponse
correcte avec une rédaction rigoureuse.

Exercice 40 : Preuve que % =

(en CM)

On considére le raisonnement ci-dessous, qui semble prouver que % =0:

ik ¢ = Tli_{rolo cos(x).

D’une part

o De
202 =1.
ogDsfmc 62:%.

oOmAaitquesin(x):cos(m—%),ekquex—g temds vers +o00
2 tends verw +00. Dome lim sin(z) = ¢.

T—r00

cos?(z) + sin*(z) = 1, ov cos?(z) + sin?(z) Lemds verw 202 dome

D’autre part e Om sait que cos(z+m) = — cos(z), ek que T+ Lemds sers +o0

o[uamd 2 kends verws +oo. Dome £ = lim cos(z +7) = lim —cos(x) = —£.
Tr—r 00 Tr—r 00
° (esfmfme 0= —4, mdédmtque =0, demc 2 =0.
Conclusion Om a 52:% ek 2 =0, donc O:%.

1. Cette « preuve que % = 0 » commence par sous-entendre une hypothése qui n’est ni
écrite explicitement, ni justifiée. Quelle est cette hypothése ?

2. Démontrer que cette hypothése (qui était sous-entendue au début de la preuve) est
fausse.
Vous pourrez pour cela réécrire la méme argumentation sous forme d’une preuve par
labsurde.

‘Exercice 41 : Sous suites des termes pairs et impairs‘ corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a ’énoncé suivant :

i) Soit (un)nen une suite réelle. On désigne par A I'ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite extraite (ugn)nen, et par B lensemble des valeurs d’adhérence de la
suite extraite (U2,+1)neN-

Montrer que A U B est ’ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (uy,).

ii) Déterminer les limites supérieures et inférieures pour les suites :
P
(1 + w> sin=2p

o)

1
Up = (—1)" + ——

t =
ntl € Vn

sin=2p+1.

Sa réponse est ci-dessous :
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L) xe&tmuaﬁaﬁLd'adP\éIwnaedsun <:>H<pteﬂq.uelimuw(n):x

lim uy ) = = Al ©(n) = 2¢(n) red
<\ limu =z al o(n) =2¢¥(n)+1 Ty v
2p(n)+1 r € B
u) o limuy, = lim(—1)2" + r%i-l =1 —|—limn%i_1 =1+4+0=1. Donc A= {1}.
limugur = lm(~1)**" + Ao = 1 4+lim; 2y = ~140 = —1. Done

B={-1}. & dome AUB ={-1,1}.
e lim

p\P »\P
(14+2C2) = <lim 14 C0” ) =1
pP—o0 p p—ro0 p

o fi (1) = (14 3) =1
Dome A= {1} et B={1}, et done AUB = {1}.

o Dome Vemvemble des aleurs d'adhenence de (un) esk {=1,1}, ek lem-
semble de celles de (vp) eab {1}. On en deduit que limsupu, = 1,
liminfu, = —1, limsupv,, =1, et liminfv, = 1.

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?

Exercice 42 : Suites de Cauchy ? corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu & 1’énoncé suivant :

Ecrire la négation de (u,) est une suite de Cauchy . Montrer que les suites suivantes ne
sont pas de Cauchy :

i) ((_l)n)nEN

Sa réponse est ci-dessous :
o£'a%vumahm«(un)mtmbmteds(€auapva
Ve >0, AN €N, Vp,g > N, |u, —uy| <e.
E?amégabkm est dome e >0, VN €N, Ipg < N, |up —u,y| > €.

L)Omzrusﬁea:l,&m NeEeN, omn a :
lun—1 —un—2| = [(-D)V T = (=N [ =2>e.
Omad@«mmmxbléqulﬁaxﬂ\heg?O(mQ’ 5:1>wque/rML
MNEN,iQmA,tep,q<N(mQ&wﬂmxcep:N—lekq:N—Q)teﬂa
que \up—uq|>5,dsfr\£QaAuite (un) me&t/pabd,e(emmpmd

s b8k

M)Omwszé,&mWWwNeN,ma:
—1
-1 —vi|= > %Z%—&-%—f—.--?%.
p=2

Omad@mcmmbléquliﬂmtee>’0<mﬁ, e:%)teﬂoruew
boutNeN,iQmAtep,q<N(onwmrwncep:N—leiqzl)terw
\vpqu|>5,dcmcfzawite (vn) me&t/[\abde(em,d)\%

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?
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Chapitre 2: séries réelles et complexes

A) Exercices classiques ou application du cours

Exercice 43 : Sommes de séries

Pour chacune des suites (u,,) ci dessous, calculez les sommes partielles de la série > u,,
en déduire la nature de la série Y u,, et si elle converge calculer sa somme

i) (tan(nZ) — tan((n+1)%)) i) (In (%))%N

exp((n+1)3+(n—1)3 .
m)< (CEE >> v) (F+as—wa)
neN n

neN

Exercice 44 : Nature de séries

Soit # € R%. Pour chacune des suites (u,) ci-dessous, déterminer si la série ) uy,
converge, et si elle converge absolument.

e (5 O, ) (),

nxwg

neN*

: 1
iv) (—Hxn ) en

Vll) (lnln! )n22

n>1

—n
n) )nGN*

2
(142 2
sin? n)n)
n neN*

(_

X) (L+3(=1)") ") nen xi) ((—1)" arctan 3) .

v) (
viii) (
xi) (
(-1)"

i) (57 e

‘Exercice 45 : Regle de Cauchy‘

(en CM)

Soit @ € R. On considére la série de Riemann d’exposant d’alpha, c’est a dire la série

D Un Ol (Up), e = (n%)neN*.
Calculer b = limsup /u,,.
n—oo

En déduire que dans la régle de Cauchy, lorsque limsup /u,, = 1, il peut arriver que la
n—o0

série converge, ou qu’elle diverge.

|Exercice 46 : Sommes de séries| corrigé en ligne

Déterminer la nature de la la série > u, , pour chacune des suites (u,,) ci dessous. Si la
série converge, indiquez sa somme, sinon calculez ses sommes partielles.

: 3n s 2n3+6n2+n72)
1 -2 x I~ 11 I VoS R v
) < 3270 )nEN ) ( (n+2)(n+1)n neN*

iii) (sinh(8n)) L 1

. 1
neN IV) (3_" + n+d n+5>n€N

Certains exercices sont corrigés a ’adresse
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|Exercice 47 : Nature de séries|

Soit # € R%. Pour chacune des suites (u,) ci-dessous, déterminer si la série ) uy,
converge, et si elle converge absolument.
.. nq
ii ( Z )
) (o n>0

DG
(6005(1/n)

(G +2)) ner

iii)
v) (tanh(n + z) — tanh(n)),, oy i) (1-
ii) viii) ( Mnﬂ) ( (1- el/"z)M)>

x) (sin((n+ &) ))n>1
xii) (=)™ (Vn®+1-— n))n>0

corrigé en ligne

cos(2/n))

n>=1

COS *) >1

( (1-— el/" In )
n>1
sin (2n+1 ) "
14z)(14z2).. (1+z")
n>1

n—|—2smn> n>1

n>1

‘Exercice 48 : Disjonction de cas‘ corrigé en ligne

Exercice 51 : Critére d’Abel

Etant données deux suite (a,)nen et (bn)nen, on considére la série 3 a,b,

1. Montrer que pour tout n € N, on a
n n k n
S b = 30 ((ak ~ arr) 2@) T 3 b
i=0 k=0 i=0 k=0

2. Démontrons maintenant le critére d’Abel : on suppose que (a,) est décroissante et
tends vers zéro, et que les sommes partielles de la série > b, sont bornées, et on
cherche & montrer qu’alors la série > a,b,, converge.

a) Exprimer mathématiquement (avec des quantificateurs) la condition selon la-
quelle « les sommes partielles de la série Y b, sont bornées ».

k
(ar — aps1) Y by

=0

n

b) En déduire une majoration de la suite (Z
k=0

) . En déduire
n=0

n
que le terme Y

k
((ak — agt1) Y. bi) admet une limite quand n — oo.
k=0

i=0
n
¢) De méme, majorer la suite (anH > bk> et montrer qu’elle tends vers 0.
k=0 n>0
d) En déduire la convergence de la série > anb,

. % P Ayl cosn
S‘Olt x e RY. . 3. Déduire la nature de la série > N
Etudier la nature de la série de terme général u,, = gnf . - -
rern ‘Exercwe 52 : Suite complexe‘ (en CM)
Soit (un)n>0 une suite complexe, et (vy,),>0 une suite réelle qui tend vers 0.
B) Autres démonstrations Montrer que si Vn € N, |u,| < v, alors nlgrolo Up = 0.
Exercice 49 : Premiers termes d’une série
Soit (un)nen une suite réelle ou complexe et m € N. On désigne par (v,) la suite
(un)n>m-
1. Montrer que les séries > u, et > v, ont la méme nature.
2. Soit (wy)nen une autre suite réelle (ou complexe) telle que Vn € [m; 4+oo[, w, = wy,.
Montrer que les séries > u, et > w, ont la méme nature.
Exercice 50 : Exemple de convergence absolue
Soit 3 u, une série réelle absolument convergente. Montrer que, pour toute puissance
p € N*, la série > uP. est convergente.
Certains exercices sont corrigés a I'adresse page 12/20

https://www.normalesup.org/ sleurent/Math3A/2026-2027/Math3A_26_corriges_certains_exercices.pdf


https://www.normalesup.org/~sleurent/Math3A/2026-2027/Math3A_26_corriges_certains_exercices.pdf

Math3A: analyse — L2 S&T — université de Bourgogne

année 2026,/2027

Exercice 53 : Suites adjacentes (en CM)
Soit a > 1.
1. A Iaide du théoréeme des accroissements finis, montrer que
Vn € N*, oo — GgyeT > o

2. On définit les suites (ap)nen+ et (by)nen= par :

Vn € N*
1/(a—1)

no—1

b, =an +

(a) Démontrer que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.
(b) En déduire la nature de la suite (a,) et donner un encadrement de sa limite.
(c’est a dire, trouvez deuz nombres x ety tels que x < 1Lm an <y)
n o0

|Exercice 54 : Somme de deux séries| corrigé en ligne

Etant données deux séries > u,, et > v,, on considére leur somme 3 (u, + v,) :
i) Montrer que si > u, et > v, convergent, alors > (u, + v,) converge.
ii) Montrer que si > u,, converge et »_ v, diverge, alors > (u, + v,,) diverge.

iii) Que peut-on dire lorsque > u, et Y v, divergent ?

‘Exercice 55 : Domination du terme général d’une série. ‘ corrigé en ligne

Soit (u,) une suite réelle positive telle que > u,, converge.

Soit (v,,) une suite complexe “dominée” par (u, ), c’est a dire qu’il existe une suite bornée
wn, et un rang Ny € N, tels que Vn € [Ny;+oo[, v, = wnty, (on note cette affirmation
sous la forme « v, = O (u,) »).

Montrer qu’alors, > v,, converge absolument.

‘Exercice 56 : Equivalence du terme général‘ corrigé en ligne

Soient (uy,) une suite réelle positive et (v,,) une suite complexe telle que v,, ~ u,,. Montrez
que les séries > u, et > v, sont de méme nature.

(Indication : pour se ramener aux hypothéses de la proposition[2.3.4), on pourra montrer
que Re(vy,) ~ uy, et que Re(vy,) est positive a partir d’un certain rang.)

‘Exercice 57 : Bijection de N* corrigé en ligne

Soit ¢ une bijection de N* — N*.

1. Donner un exemple d’une telle application (différente de I'identité).

¢(n)

2. Soit (uy,) la suite <2> . On considére la série > u, :
n neN*

n
Soit (Sp)n>1 = (Z un) la suite de sess sommes partielles. Montrer que, pour
k=1 n>1

tout n > 1, on a la minoration

SZn _Sn >

e

3. En déduire que la série diverge vers +oco.

C) Exemples a ne pas suivre

Exercice 58 : Nature de séries

Un-e étudiant-e a répondu & I’énoncé suivant :
Pour chacune des suites (uy,) ci dessous, déterminer la nature de la série > u,, :

i) ((_1)n”3/2)n>0 ii) ((1_%)n)n>o iii) ((_1)’571(2;)) >1

Sa réponse est ci-dessous :
L)QA/TT\.MZQVTY\_( :—1<1dm2unmuemd,e.

Un

n3/2

_ 1
~ (n+1)372 ) T (1/ms2)

u) W:l—%<1,dofm:2un ce/m}eng,e
m)£a1&mte(l mﬁdémo&bwnteettemdbww&dom/]\m&ecnﬂ:éwdm

n)n>1

1. Quels théorémes du cours cet-te étudiant a-t-il/elle utilisé pour répondre aux diffé-
rentes questions 7 Ces théorémes ont-ils des hypothéses qu’il fallait vérifier, ’étudiant-e
a-t-il/elle appliqué correctement ces théorémes ?

2. Voyez-vous d’autres graves erreurs dans ce qu’écrit I’étudiant-e 7

3. Répondez au méme énoncé auquel ’étudiant-e a répondu, mais en écrivant une réponse
correcte avec une rédaction rigoureuse.
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Exercice 59 : Suites adjacentes

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :

—+o0
On pose e = %
k=0

1. Montrer que pour tout n € N*, on a

2. En déduire que e est irrationnel. (Si e = a/q, appliquer cette inégalité avec n = q).

1 n 1
k n-nl’

??“)—l
=
umﬁ

Sa réponse est ci-dessous :

4_O’T\/r\mu”_ k!avn_Zk'_an"

(un)e&tmoma/nte<deunaun+1MWM@WM),&(%)M
décreissambe can 1) (ni1)?

— 1 1 1 _ nnt+h+n—(n+1)" _ 1
Vntl = Vo = Gan t miDed )l T el = e DD - — amrnerr < 0

e&tedofmun<e<vn.

@mun&vnmw,mww
Q.@Dmﬁ,aﬂawkde:mwvr\oﬁequee:a/qetm ikl

c’eata[)yaurulﬁ,dsmegQA

Q|2

q
<t

1) Dans la premiére question, argumentation montre-t-elle bien que les suites soient
adjacentes 7 L’adjacence des suites permet-elle bien de conclure que u,, < e < v, 7
Est-ce que dans la rédaction de I’étudiant-e, d’autres points posent probléme ?

2) Dans la deuxiéme question, la copie montre-t-elle que I’étudiant a compris comment
démontrer que e est irrationnel, ou bien qu’il a juste compris ce qu’il faut démontrer 7
Pensez-vous qu’un-e correcteur-ice accorderait beaucoup de points & sa réponse ?

3) Répondez au méme énoncé auquel ’étudiant-e a répondu, mais en écrivant une réponse
correcte avec une rédaction rigoureuse.

|Exercice 60 : Transformations d’une série| (en CM)

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
Soit (uy,) une suite de réels positifs. Comparer la nature des trois séries ci dessous :
S Uy Up
n 14+un, 1—un

Sa réponse est ci-dessous :

1EZL=0MALQQ¢MT\1@’1EW

G limu, = :
uwvwlﬁz, er deuse aubnes ausasi.

84\%A‘/V\,Akmmotevn:1+un dwnzlq_‘zn ekquﬁ
> wp, " w/woen%e OULBAL .

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas,
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?

,mw}tequeun:v—”

1—vy

comment la

|Exercice 61 : Somme de séries| corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a 1’énoncé suivant :

Pour chacune des suites (uy,,) ci-dessous, calculer les sommes partielles de la série Y up,
et en déduire la nature de Y u, :

) ((sn3)"),2

Sa réponse est ci-dessous :
n 1— (sm*)"Jrl

L) Z(Sin "

1=0

quxtmulfue‘m %W(msinzgl,d@m

— s 2
1—sin & 1 sin 5

“L) 2§1u1— i(u2k+uzk+1)= fj(’“—j;l—%)zo. (ee/gatemdww 0 dsfmcﬁa

= k=1
wue mwemg;e
Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas,
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?

im(sin 7)™+ =
lim (sin 5 )

comment la

‘Exercice 62 : convergence et racine carrée‘ corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
i) Soient = et y deux réels positifs. Montrer que \/zy < x + y.
ii) Soit > u, une série convergente a termes positifs. Déduire de [i)| que la série de
terme général \/u,, /n est convergente.

Sa réponse est ci-dessous :

L) qban rywm/r&e,ALx:2ety:3,aQ®mx+y:5>\/6.

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?
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Chapitre 3: séries entiéres

A) Exercices classiques ou application du cours

Exercice 63 : Convergence d’une suite de fonction

RT - R

T (e

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,)n>1 converge simplement sur R* vers une
fonction f que l'on précisera.

Pour n € N*, on pose f, : {

2. La convergence est-elle uniforme 7

Exercice 64 : Convergence simple, ou uniforme ?
R—-R
T ne-

La suite (f,) converge-t-elle simplement sur R? La convergence est-elle uniforme sur
R% ? Pour a > 0, la convergence est-elle uniforme sur [a, 4 co[?

n2x?

Pour n € N, on pose f, : {

Exercice 65 : Rayon de convergence

Soit a > 0.
Pour chacune des suites (a,)nen ci-dessous, déterminer le rayon de convergence de la
série entiére Y a,z".

) an =20+ 1) i) @ =) i) e = 2
iv) a, = 2t V) an = 377

Exercice 66 : Bords du disque de convergence

Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiére . a,,z™ ci-dessous (o
(an) est définie pour n € N), ainsi que l'ensemble A des w € C pour lesquels la série
> anw™ converge absolument et I’ensemble C' des w € C pour lesquels la série Y a,w™
converge.

Exercice 67 : Développement en série entiére

Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 des fonctions f définies ci-
dessous et préciser le rayon de convergence.

1) f(.CL') = (J; + ].) ln(gc + ]_) 11) f(.CL') _ _In(1-=)

1—z

Exercice 68 : Sommes de séries entiéres

Pour les séries entiéres ci-dessous (ou le premier terme est n = 0), trouver le rayon de
convergence R, calculer la somme f(z) pour tout = €] — R,R] et étudier ce qu'il se passe
six==xR:

3 " .. 4n+1 n
D) 2 o) i) 2 T iii) > o
| Exercice 69 : Dérivée d’une limite uniforme | (en CM)
Pour n € N, on pose f, : 0.1] = 11}
T T

1. Montrer que (f,) converge uniformément vers une fonction f dérivable sur [0,1].
2. Montrer que (f},) converge simplement vers une fonction g sur [0,1].
3. Coustater que f' # g.

‘Exercice 70 : Composée de limites‘ (en CM)

Soit f : Dy — C une fonction continue sur Dy C R, et soit (uy), cy une suite a valeurs
dans D¢, qui admet une limite ¢ € Dy.
Montrer que lim f(uy,) = f( lim wuy,).
n—-+o0o n—-+oo

(Pour le[i)} on pourra utiliser le « critére d’Abel » énoncé (et démontré) en question 2 |Exerc1ce 71 : Continuité uniforme (en CM)
de Uexercice[71l.)
i) Z(_l)nﬁ i) SJF ( /on 1) prg i) S n!z" Montrer que x + 2 est uniformément continue sur [0,1], mais pas sur R.
n(n
iv) 3 nle”’ v) Y (sin %)n z"
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|Exercice 72 : Notion de série entiére (en CM)

Pour chacune des sommes ci-dessous, indiquer si elle définit une série entiére > a,z™.
Si c’est le cas, indiquer la valeur des trois premiers coefficients ag, a1, ag.

) 2 (n+3) /2"
iii) > n%_gzgnﬂ
)

T

ii

1v

‘Exercice 73 : Convergence simple ou uniforme ?‘ corrigé en ligne

Pour n € N*, on pose f, : [0,1] = R telle que f,,(0) = 0 et que pour = €]0,1], f,(z) =
na” In(z).
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement sur [0,1] vers une
fonction f que lon précisera. On désigne ensuite par (g,) la suite (f — f,).
2. Pour n € N*, étudier les variations de g,.
3. En déduire que la convergence de (f,,) vers f n’est pas uniforme sur [0,1].

4. Soit a € [0,1[. En remarquant qu'il existe N € N tel que ¥n € [N, + oo[, e~ /" > a,
démontrer que la suite (f,) converge uniformément vers f sur [0,a].

‘Exercice 74 : Bords du disque de convergence‘ corrigé en ligne

Pour chacune des séries entiéres > a, 2" ci dessous, déterminer d’une part son rayon de
convergence. D’autre part, pour chaque point du bord du disque de convergence, détermi-
ner s’il y a convergence absolue, et s’il y a convergence simple.

(En question on pourra utiliser le « critére d’Abel » énoncé (et démontré) en question
de Uezercice [5].)

i) S+ 2)len

iv) >~ exp(—exp(n))z"

n
i) 3 (—5k) 2
2n

v) X ni3

iii) Y a2

‘Exercice 75 : Développement en série entiére‘ corrigé en ligne

Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 des fonctions f définies ci-
dessous et préciser le rayon de convergence.

i) f(z) = (20 +3)7? ii) f(z) = cos(z 4+ 1) i) f(z)=v2—2

|Exercice 76 : Sommes de séries entiéres| corrigé en ligne

Pour les séries entiéres suivantes (ol le premier terme est en n = 0), trouver le rayon de
convergence R, calculer la somme f(z) pour tout z €] — R,R] et étudier ce qu'il se passe
siz==xR:

2n

) XD g i) > na™

see 2
iii) > (S
B) Autres démonstrations

Exercice 77 : Lemme d’Abel

Soit > a,z™ une série entiére et soit zg € C tel que la suite (a,2{)nen soit bornée.
Montrer que Yw € D(0, |zg|), la série > a,w™ converge absolument.

Remarque : ce résultat est connu sous le nom de Lemme d’Abel. Il constitue une des
étapes de la preuve du théoréme [3.2.7] du cours. On vous demande donc de la démontrer
sans utiliser le théoréme 3.2.7 du cours.

Exercice 78 : Continuité uniforme

1. Soit f :]0,1] — R telle que lin%) f(x) = 400. Montrer que la fonction f n’est pas
z—>

uniformément continue sur ]0,1].

10,1] = R

n’est pas uniformément continue sur
x—1/x

2. En déduire que la fonction f : {

10,1].

3. Soit ¢ €]0,1]. Montrer que la x +— 1/x est uniformément continue sur [e,1].

Exercice 79 : Developpabilité en série entiére

Soit la fonction

R—R
f:¢ 00
x> exp(—1/z?)siz #0

1. Montrer que f est continue en O.

2. Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que
F (@) = Pu(1/x) exp(=1/a?)

3. En déduire que pour tout n € N, f € C*(R) et que sa dérivée f(™) satisfait £ (0) = 0.
4. Ecrire le développement de Taylor-Young de f en 0, & tout ordre n € N.

YV # 0,

5. Est-ce que f est développable en série entiére en 07
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Exercice 80 : Résolution d’équation différentielle

Existe-t-il une série entiére, de rayon de convergence R > 0, et dont la somme
[ee]
z = y(x) =Y a,z™ (définie sur D(0,R)), satisfasse les conditions suivantes :
n=0

Vz €] = R, R[,y"(z) + 2y (x) +y(z) = 0
y(0) =1 et y'(0) =0

Si elle existe, indiquer son rayon de convergence et trouver une expression de la somme
y de cette série entiére.

| Exercice 81 : Uniformité de la limite |

(en CM)

On va montrer un analogue, pour la continuité uniforme, du théoréme B.1.9]:

Soient I un intervalle de R, et (f,) une suite de fonctions définies sur I (a valeurs com-
plexes ou réelles), qui sont toutes uniformément continues, et qui convergent uniformément
vers un fonction f; montrer qu’alors f est uniformément continue.

‘ Exercice 82 : Développement de (1 + z)“ ‘ (en CM)

Soit a € R.

On cherche dans cet exercice a développer en série entiére la fonction

]—1;+00] —R
[ o
x = (1+2)
1. Pourquoi ensemble de définition est-il | — 1; +oo[ et pas R tout entier ?
2. Montrer que f est dérivable sur | — 1;+oo[. Calculez sa dérivée et constatez que f
Ve €] -1, , fl(x) ==
satisfait les conditions suivantes : ffO) ]_ ) +ool, fi(@) 1+”f(x)

3. On cherche dans cette question & trouver une série entiere »_ a,z™, de rayon

de convergence R > 0, dont la somme g(z) = > a,z™ satisfasse la condition
n=0
(C)R . v 6] - RaR[v g’(l’) = 1.;.%9(1:) )
9(0) =1

(a) Analyse : Supposons qu’il existe une série entiére qui satisfasse ces conditions.
Déduire de I'égalité g'(z) = 157 g(z) une relation de récurrence sur les coefficients
an, et identifier ainsi tous les coefficients a.,.
(b) Synthése : Réciproquement, montrer que les coefficients que vous avez obtenus
définissent bien une série entiére de rayon R > 0, qui satisfait la condition (C) .
4. Justifier que la fonction % est bien définie sur | —1,1[ et dérivable. Calculer sa dérivée.
En déduire que f et g coincident sur | — 1;1].
5. Conclure : la fonction f est-elle développable en série entiére ? Si c’est le cas, quel est
son développement en série entiére 7

|Exercice 83 : Somme de sinus| corrigé en ligne

On souhaite étudier la série entiére Y sin(n)z".
n=0
1. On va commencer par montrer que la suite (sinn) ne tend pas vers 0 :

(a) Montrer qu'il existe € > 0 tel que [sin(1)] > 3¢, et que arcsine < 2e.
On pose alors n = arcsine.

(b) Soit n € N tel que |sinn| < e. Montrer que [sin(n + 1)| > ¢.

(c¢) En déduire que la suite sin(n) ne tends pas vers 0.

2. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Y sin(n)z", calculer sa
n>0
somme lorsque z € D(0,R), et étudier ce qu’il se passe si |z| = R.
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|Exercice 84 : Fonction entiére| corrigé en ligne

Soit Y anz™

entiére

une série entiére de rayon de convergence R > 0. Montrer que la série
Gy
>
n!
n=0

a un rayon de convergence infini.

Exercice 85 : Développement en série entiére corrigé en ligne

On souhaite réaliser un développement en série entiére de la fonction

f 1
P2
22+32+42
en zg = —4. Pour cela, on pose

g : h— f(z0+h) €C.

1. Déterminer I’ensemble de définition de f et g, et le développement en série entiére de
g en 0. On précisera le domaine de convergence.

2. En déduire le développement voulu. Préciser le domaine de convergence.

Exercice 86 : Exponentielle complexe corrigé en ligne

Soit exp 'exponentielle complexe. Montrer qu’on a les relations suivantes pour z € C et
weCetneN:

eXpZ = expZz
exp(z + w) = exp z - expw
(exp )"
|exp z| = exp(Re 2)

exp(nz) =

ol Re z est la partie réelle de z.

Exercice 87 : Identification d’une fonction via une équation différentielle ‘gne

Soit la série entiére
x2n+1

7;)(2n+1)(2n—1)-~-1'

S(x) =

Trouver le rayon de convergence. Trouver une équation différentielle simple vérifiée par sa
too p2ntl
somme S = Z —(%H)(% -

En dedulre que pour tout x € R,

s =2 [Cetrar
0

C) Exemples a ne pas suivre

Exercice 88 : Convergence uniforme

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :

1; — R
Pour n € N, on pose [y, : {[ i Fool N
x — exp(—nz).

Montrer que (f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur [1 ; +ool.

Sa réponse est ci-dessous :

it &> 0.

Toun z € [1 5 4oof, on pese N = —In(e)/x. Sollors peun n € [N;+oof, om a
n > —In(e)/z domec exp(—nz) <e, dome |f(z) — 0] <e

On o done montré a[ue

Ve >0,IN € N:|f,(z) — 0| <e, Vn€[N;+oo[,Vx €[l ; +o0f, cmtathzque

(fn)nen u/m@wwwmw verw la @&mﬁ@m rulle aun

1. A la fin de sa réponse, I’étudiant-e résume ainsi ce qu'il a obtenu :
|fn(z) =0 <e,  Vné€[N;+oo[,Vx € [l; +oo]».

(a) Que penser de cette formulation ?

; ool

«Ve>0,AN € N:

(b) Comment écririez-vous les quantificateurs qui découlent de ce que I'étudiant-e a
écrit avant cette conclusion 7
(c) Le raisonnement montrait-il bien une convergence uniforme ou bien une conver-
gence simple 7
2. Répondez au méme énoncé auquel I’étudiant-e a répondu, mais en écrivant une réponse
correcte avec une rédaction rigoureuse.

Certains exercices sont corrigés a I'adresse

page 18/20

https://www.normalesup.org/ sleurent/Math3A/2026-2027/Math3A_26_corriges_certains_exercices.pdf


https://www.normalesup.org/~sleurent/Math3A/2026-2027/Math3A_26_corriges_certains_exercices.pdf

Math3A: analyse — L2 S&T — université de Bourgogne

année 2026,/2027

Exercice 89 : Convergence des coefficients

Un-e étudiant-e a répondu & ’énoncé suivant :
Soit (a,) une suite complexe convergeant vers ¢ € C. Soit R le rayon de convergence de
la série entiére Y a,z".

1. On suppose ¢ # 0. Montrer que R = 1.

2. On suppose £ = 0. Montrer que R > 1. Peut-on dire mieux ?
Sa réponse est ci-dessous :

1. Fon d.é@«/mbm, R = 1/limaz—:l. On lima, = ¢ et lima,; 1 = ¢ donc limaZ—:l =
£=1domc R=1.

2. lima, =0, dome |an 41| < |an| dome lim 222 <1, d'sd R> 1. Mimai, sn /r\wt
etne plus précis que [omonce, e imdiquen que R > 1.
@mm,mmwmmw,mm’wwmdﬁ
R>1Wébwo@tanueaimk,m/r\nm\tan:%.

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?

Exercice 90 : Résolution d’équation différentielle

Un-e étudiant-e a répondu de la maniére suivante & ’exercice BQ :

8mdoe - - -
y' () + 2y’ () + y(x)= 3 n(n — Danz" > + 3 nape™ + Y anz”
n=2 n=0 n=0
0=> ((n+1)(n+2)ant2 + (n+ Day) 2™ .

n=0

Done ¥n eN, Upyo = —an/(n+2). )

_ (=
Mosnbrons nécunnemce Vk e N, @2k = “3FE]
T e azk+1 =0

(_1)k'+1 (_1)k+1

a2k — —
2(k+1)k!2F 2k+1(k+1)!

2k+2 = T3k —
asgp+1 =0
Done S apz™ = )

n=0 n=0

deQa@emct&yuxHexp(—xQQ),dsmtﬁenwgmdemwenﬁencewtm%bm.

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?

n

($2/2)n, ek E’D’TL necemnmail Qe dé\sep,cy’rvr\mmt em aénie embigne

|Exercice 91 : Modification des coefﬁcients| corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu & I’énoncé suivant :

Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Montrer que pour tout
p € N*, la série entiére > aP 2™ a pour rayon de convergence RP.
Sa réponse est ci-dessous :

(eymfme limaZ—:1 =1/R, om a limaz% =1/RP, done e nafazyn de w«w@tg@n@e
de ST aPz" esk RP.

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?
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Exercice 92 : Développement en série entiére corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu & ’énoncé suivant :
Sur C, donner ’ensemble de définition et le développement en série entiére de

1 .. .
z— yzrz en 0. Préciser le domaine de convergence.

Sa réponse est ci-dessous :

D 2 1 t® 29 ’ (e
@que’z+z‘<1,mamzn§0(—z—z)” (da/[m drdwjryp/rwfmmt
de u s ﬁ)
£em&mw%muwtﬁediwm® |z—|—z2|<1.
On |z|—|—|z\2<1<:>|z|<%‘/5 (caJ‘Ler nacimes du/r\opxgm&m@ r+ 22 —1 aenk
711\/5)

5 .
‘ . . —1+V6
@m&edsmmdewnmmﬁm\cemtﬁed%ueD(Qf)
Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?
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