Math3A: analyse — L2 S&T — université de Bourgogne

année 2026/2027

Exercices de Math3A

Corrigé des exercices supplémentaires (non traités en séance
S

Rappels: Ensembles, fonctions et quantificateurs

A) Exercices classiques ou application du cours

’Exercice 5 : Définitions corrigé en ligne

Dans cet exercice, E désigne un sous ensemble de R. Pour chacune des propriétés ci-
dessous, indiquer si elle traduit le fait que E soit majoré / minoré/ borné/ etc.

i) Vee E,2dmeR:m<e ii) deec E:VmeR m<e

) dmeR:Vee E,m < ) dmeR:Vee E,m<e

) VmeR,Jec E:m<e vi) ImeR:Ve e E,;m < |e

) ImeR:Vee E,m > ) ImeR:Vee E,m > e
ix) ImeR:m<e, Vee FE

)

)

e v
le] viii

Cette propriété est satisfaite quel que soit E (par exemple en prenant m = e).

Cette propriété n’est jamais satisfaite. En effet, quel que soit e, le nombre m = e + 1
viole la condition « m < e ».

iii) Cela signifie que E est minoré (cet m est un minorant).

iv) Cette propriété est équivalente a la propriété donc elle signifie que F est minoré.
En effet sifiv)] est satisfaite, alors le méme m convient pour fiii)] (donc [iv)=fii)).
De méme si est satisfaite, alors en désignant par m un nombre qui convient pour
le nombre m — 1 convient pour (donc .

v) Cela signifie que F n’est pas majoré (c’est la négation de Im € R: Ve € E,e < m).

vi) Cette condition est satisfaite quel que soit E (par exemple, m = —1 convient).

vii) Cela signifie que E est bornée. En effet pour chaque m tel que Ve € E;m > |e|, on a
d’une part Ve € E,m > e (car quel que soit e, on a |e| > e), qui indique que m est un
majorant. Et d’autre part Ve € E,—m < e (car quel que soit e, on a |e| > —e d’on
m > —e c’est & dire —m < e), qui indique que —m est un minorant.

viii) Cela signifie que E est majoré (cet m est un majorant).

ix) La condition ne veut rien dire du tout, et il faut absoluement s’abstenir d’écrire
les choses de cette fagon. En effet, telle qu’elle est écrite, on ne peut pas savoir si elle
signifie qu’il existe m € R tel que « m < e,Ve € E » (ce qui est la condition [iii)} qui
signifie que E est minoré) ou si elle signifie au contraire que « Im € R : m < e » est
vraie pour tout e € F (ce qui est la condition EZI, qui est tout le temps satisfaite). On
fera donc attention a mettre tous les quantificateurs au début des affirmations, pour
ne pas écrire de condition ambigiies comme la condition
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Exercice 6 : Inclusions corrigé en ligne

Soient A, B, et C' trois ensembles.

1. Ecrire avec des quantificateurs les affirmations ANB C C et ANB ¢ C.
Par exemple, on peut écrire AN B C C sous la forme Vo € A,(x € B=z € (), et
écrire AN B ¢ C sous la forme 3z € A: (x € Bet x € C).

2. Ecrire sous forme d’inclusion entre ensembles les
Vee Aj(xeBouxeC)etIrecA: (xgBetadgC).
Ve € A (re€Bouze(C) sécrit sous la forme A C B U C tandis que
JreA: (z & BetaxgC)sécrit sous la forme A ¢ BUC.

affirmations

‘Exercice 7 : Bornes supérieures et inférieures‘ corrigé en ligne

Calculer, lorsqu’elle(s) existe(nt), la borne supérieure et la borne inférieure sur R des
ensembles suivants. Préciser si elle(s) sont atteinte(s) sur 'ensemble.

1) A=]|—m; —7/4] ii) A={2? |z €Q}

iv) A= (U {nil : ﬂ v) A= {exp(—n) | n € N}

neN*
i) Montrons que sup A = —7/4 et inf A = —7

iii) A= {tanzx | x €] —

s 5l

(SIE]

e On aVx € A, z > —m. De plus pour € > 0, on peut poser a = —7 + min(e,1) de
sorte que a € A et que ¢ < —7 + €. Donc —7 = inf A (propriété 1.1.9 du cours).

e De méme on a Vo € A, v < —w/4, et —w/4 € A donc c’est la borne inférieure
(en effet quelque soit € > 0, on peut poser a = —w/4 de sorte que a € A et que
a> —n/4—¢e. Donc —/4 = sup A).

Ainsi, inf A = —7 (qui n’est pas atteinte) et sup A = —7/4 (qui est atteinte).
ii) e Vz € Q, 22 > 0 donc 0 est minorant de A. Montrons que c’est le plus pe-

tit : Quelque soit « > 0, il existe un rationnel a € QN]0,z[ (par exemple
a = 1/(1 + F (%))) Alors, le nombre min(a?,1) est plus petit que = et est
dans A. On a donc montré que (lorsque & > 0), z n’est pas minorant. Donc
0 = inf(A) (qui est atteinte).

e Montrons que A n’est pas majoré (ce qui indique que A n’admet pas de borne
supérieure) :

(E(M)+1)? siM>1

Mountrons que a € A et que a > M (ce qui montre que M n’est pas un majorant) :

— SiM <1l,alorsa=1>M (etac Acar1=1% € A).

— SiM > 1l,alors E(M)+1> M > 1donca = (E(M)+1)> > E(M)+1 > M
(eta€ Acar E(M)+1€Q).

Ainsi, pour M € R arbitraire, on a montré que M n’est pas un majorant. C’est
donc que A n’est pas majoré.

1 i M <1
Pour M € R on posea:{ o

Montrons par double inclusion que A = R : d’'une part A C R, d’autre part
Pinclusion réciproque vient du fait que pour y € R, on a y = tan(arctanz) € A.

iii) e

e Donc A n’est ni majoré ni minoré, et n’admet ni borne supérieure, ni inférieure.
iv) e Montrons (par double inclusion) que A =]0; 1] :
— Soit x € A. Alors il existe n € N* tel que n%rl <z < %, d’ou il découle que
x €]0; 1] (car n%rl >0et 2 <1).

— Soit # €]0,1] :onposen =FE (L) etonan< L <n+1,doux e]n%rl; =] C
A.
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donc inf A = 0 (qui n’est pas atteinte) et sup A = 1 (qui est atteinte).
Tout d’abord maxA = 1 car 1 = exp(0)
exp(—n) < exp(0) = 1 (par croissance de ’exponentielle).
Ensuite 0 est un minorant car ¥n € N*, exp(—n)
borne inférieure, montrons que Ve > 0, dx € A: 2 < 0+e.

Soit € > 0,
sie>lonposex=1letonax<e (et € Acarx=exp(0)).
sie<1l,onposen=1+FE(—1Ine) €N, et z = exp(—n) € A. Comme n >
on a exp(—n) < exp(lne) =e.

Donc inf A = 0 (qui n’est pas atteint).

€ A et car Vn € N¥*

> 0. Pour montrer que c’est la

—Ine

B) Autres démonstrations

‘ Exercice 10 : Complémentaire d’ensemble ‘ corrigé en ligne

Soit 2 et E deux (‘nsomblos et pour chaque e € F, soit A, un sous ensemble de 2. On
rappelle que |J A, ={z€Q|JecE:x€ A} etque (| Ae={z€Q|VeecFE :x¢€
eckE ecE
A}

De plus, pour tout sous-ensemble A de €2, on note A = Q\ A son complémentaire.

1. En utilisant cette notation avec des quantificateurs, démou‘n er que le complémentaire
de |J A est () Ae, et que le complémentaire de [ A, es U A..
ecl ecl eck
e Le complémentaire de {z € Q| Je€c E:x € A} est {r € Q|Veec E:x e A}
(car Ve € E : x € A, est la négation de Je € E: ¢ € A.). Quand on I'écrit avec

des quantificateurs, cela signifie que le complémentaire de |J A, est () Ae.
ecE ecE

e De méme, le complémentaire de {z € Q |Ve € E: 2z € Acfest {r € Q| Je €
E : z € A.}. Quand on Décrit avec des quantificateurs, cela signifie que le
U {e@w=n U

complémentaire de [ Ae est |J A..
< . (z, L/)})
{(zy)}= ﬂ N
zER Y€z ; +oof TER y€E[z; +oo|

eckE eeE
{ )}
zER y€lz; +oof

(U
yElx +x

(a,b) € R? | 3w € R, Hye[x +oo
U x est nécessairement égal a a et y
={(a,b) eR? [ b€ [a; oo} = {(a’b)

={(a,b) eR* | Vz € R, Wy € [z; +oo], (a,) # (2,9)}

ou la condition est automatiquement satisfaite quand x # a,
donc seul x = a fournit une contrainte et on a :

= {(a,b) eR? | Vy € [a; +oo[, b # y}

={(ab) e R? | b ¢ [a; +oo[} = {(a,b) € R? | a > b}

Cela confirme bien le résultat de la question précédente, car {(a,b) € R? | a > b} est bien
le complémentaire de {(a,b) € R? | a < b}.

2. Lorsque Q = R?, en déduire le complémentaire de

3. Donnez un expression plus lisible de |J

(z,y) > afin de vérifier votre
zER

résultat de la question précédente.

a;LeJR (ye[wL;JJroo[{(x,y)})

De méme,

[ (ab) = (z,9)}
ab, donc

R2|a<b}.

{(z)}

z€ER Y€z ; +oof
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’Exercice 11 : Sous-ensemble ou une fonction est croissante corrigé en ligne

Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble Dy C R.
Si A est un sous ensemble de A, on dit que « f est croissante sur A » si la restriction de
f a A est croissante, c’est a dire si Vo € A, Vy € A, (z <y = f(x) < f(y)).
1. Soient a < b < ¢ trois réels, et soit f une fonction réelle définie sur [a,c].
Montrer que si f est croissante sur [a,b] et sur [b,c], alors elle est croissante sur [a,c].
Il faut montrer que V(x,y) € [a,c]?, (z <y = f(z) < f(y)).
Soient x et y dans [a,c] tels que z < y. On proceéde par disjonction de cas :

e Siy < b (donc = € [a,b] lui aussi), alors par croissance de f sur [a,b], on a
fl@) < f(y).
e Siy > bavecx < b, alors par croissance de f sur [a,b] (resp [b,c]), on a f(z)
(resp f(b) < f(y)). En combinant ces deux inégalités on a f(z) < f(y).
e Siz > b (donc y € [b,c| lui aussi), alors par croissance de f sur [b,c], on a
f@) < fy)
On bien montré V(z
croissante sur [a,c].

< f(b)

W) € la,d?, (z < y = f(x) < f(y)), cest a dire que f est
2. Soient a < b deux réels, et soit f une fonction réelle définie sur [a,b].
Montrer que si une fonction f, définie sur [a,b], est croissante sur ]a,b] et satisfait
Va €la,b], f(x) = f(a), alors elle est croissante sur [a,b].
Il faut montrer que V(x,y) € [a,b]?, (z <y = f(z) < f(y)).
Soient x et y dans [a,b] tels que z < y. On procéde par disjonction de cas :

< f(y) (car Yy €lab], f(y) = f(a)).
< fy).

f(y)), cest a dire que f est

e Siz = a, alors y €]a,b] donc f(x)

e Siz > a, alors pas croissance de f sur ]a,b], on a bien f(x)
On bien montré V(z,y) € [a,b]?, (z < y = f(z) <
croissante sur [a,b].

Exercice 12 : Partie bornée de R corrigé en ligne

Soit ' un partie non vide de R.

1. Exprimer en terme de quantificateurs I'affirmation selon laquelle “ E' n’est pas bornée”.
La partie E est bornée si et seulement si 3p > 0 : Vz € E, |z| < p. La négation “E
n’est pas bornée” s’écrit donc Vp > 0: 3z € E, |z| > p.

2. En déduire que “E n’est pas bornée” est équivalent a “1 € (| U }0; le| [”.

p>0zeFE
On réécrit la condition de la question précédente sous la forme
Vp>0:3z € FE,1€|0; ‘zl[ ce qui revient a“1 € (N U } |i| [”
p>0x€eR
3. De méme, montrer que “F est bornée” est équivalent a “{0} = (N U {—‘/’—)‘ : ‘/’—}q
p>02€lE

On procéde par double implication :
(<) Si E n’est pas borné alors d’aprés la question précédente,

1e N U} ‘zl[C DOxEJE{ lal . |m|} donc N U { el |m|} {0}. Cela

p>0z€E p>0a€E
montre (par contraposée) que si {0} = (] U [—%, |2|} alors E est bornée.

p>0zcE
(=) Réciproquement : supposons que E est bornée, et montrons par double implica-
donc {0} Cc N U [

tion que {0} = (| U [ el p}:
>00€E 7’)}

p>0x€eFE
(D) E est bornée, donc il existe M > 0 tel que Vo € E, |z|] < M.

(C) 0 appartient & chaque [—'%L ; J%]
Donc pour tout p > 0, on a | U [_M; m] c [-M. M1" donc
Cpl PP PP

(0u[-5:50) < (02 ) - o
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C) Exemples a ne pas suivre

’Exercice 14 : Complémentaire d’unions et d’intersections‘ corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
1. Soit n € N. Montrer que |J () [y; +oo] = [n; +ool.
r>n Yo

2. Pour n € N, calculer de deux maniéres le complémentaire de |J [ [y; +oo], et
r>2n YKo
vérifiez que vous obtenez deux fois la méme réponse.

Sa réponse est ci-dessous :

1. @o«m te[m ;+oo[, oM /[m;e oc:(tJrn)/Q <<;e unk neuwd abdbbune que téocém).
c}bﬁ@fu}, /r\c«un Louk négoc, oM te[ﬂg ;—Q—sc[A
OTL o demnc DME/T\ menkné que Te>me Vmagoc, te[\& ,'+f>o[

2. o Premizne methode : Comme U Nly; +oo[= [n; +oo], sem c@fm/rxﬂé

memlaine esl ]7 _ [ z2n y<z
.QDWWM Onwmkmﬂemmtoﬁwdmm&m

mq«ﬂammtmnede U Nly; +oo[=[n; +oof esk

z>n y<x
U ﬂ]—xy[c\/bammwme ]—o05y] = | —o00;x], semn umien sut
z<n yY>x y>ax

c<m demme Q?WTL ],% m[, COMME  aneC Qa /r\)wmj@le mé/tpxsde

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?

e Commentaires sur la réponse :

— En question 1, ce qui est écrit montre uniquement que
[n; +oo[Cc U N [y; +ool- Il manque linclusion réciproque.
r2>n Y<K
— En question 2, pour la “deuxiéme méthode”, la fagon de prendre le complémen-

taire n’est pas du tout la bonne. Le complémentaire de |J () [y; oo s’écrit
z2n YT

N U] —o0;y[, c’est a dire qu'on remplace intersection par union, union par

r>2n Y<K

intersection, et qu’on prend le complémentaire de [y; +o0o[ (qui est | — oo y[),

comme justifié dans Pexercice [I0}

e Ré-écriture des réponses :

1. On montre I'égalité par double inclusion :

(C) Soitte U ([y;+

r2n YT

ool. Alors il existe z > n tel que Vy < x, t € [y; +ool.

Si on avait t < n alors en prenant y = HT” on aurait t <y < n < x ce qui
contredit le fait que Yy <z, t > y.
Donc par I'absurde t > n, c’est a dire t € [n; +o0].

(D) Pourt € [n; 4o00[, on pose x = (t+n)/2 (ce qui nous assure que t < z < n).
Alors, pour tout y<x, on a t€[y ;+o0|.

On a donc bien montré que 3z > n : Vy < x, t € [y; +oo, c’est & dire

te U Nly;+ool.

2>n YKo

2. — Premiére méthode : Comme |J () [y; +oo[= [n; +o0], son complémen-

taire est | — oo n[.
— Deuxiéme méthode :
Le complémentaire de |J () [y; +oo[est ( U] —o0;y[
z>n y<z z>n y<o
Mais |J ] — oo; y[ est une union d’intervalles inclus les uns dans les autres,
y<z
dont le plus grand est | — z[, don |J] — o0; y[=] — 00; z[. Donc ce
y<T
complémentaire est ()] — oo; z[.
x>n
Mais ()] — oo; z[ est une intersection d’intervalles inclus les uns dans les
>n
autres, dont le plus petit est | —oo; n[. Donc (| U] —o0; y[=] — o0; n|,
z>n y<z
et on obtient bien la méme réponse qu’avec la premiére méthode.
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Chapitre 1: suites réelles — limites

A) Exercices classiques ou application du cours

’Exercice 22 : Exemples de limites‘ corrigé en ligne

Déterminer les limites (si elles existent) des suites suivantes, définies pour n € N* (et
qu’on pourra noter (U )nen-)-

1) In <<3n+22)2> 11) ””(g)

Sn—=
n

iii) n%tan (1) —n

n

ln(l+%)71n(l+n) =n
In(n)+1

v

(Bn+2)2 _ n? (3+%)2
.

i) e Pour n € N*, on remarque que

e De plus lim In(z) = +o0

—+00

Donc In (ﬁ"—'ﬂ);

> tends vers +oo.

ii) e Au voisinage de x = 0, sin(z) = 0 + z + o(x), donc sin(z) ~ z.
12

De plus lim % = 0, donc sin (H) ~ % qui tends vers 0 (en étant positif),
n—oo

donc _<11'T) tends vers +oo

sin
nm

e Quand n est multiple de 24, cos (%) = 1. Donc la sous suite ua4, tends vers
+00.
e Pour kK € N et n =24k + 6, on a cos (%) = 0. Donc tous les termes de la sous
suite u24n46 sont nuls, et cette sous-suite tends vers 0.
nm
e donc la suite &(%5—) n’admet pas de limite.

sin ()

iii) Comme % tend vers 0, on commence par faire un développement limité pour une
: ) . 1y .
variable z — 0 (qu’on remplacera ensuite par --) :

Au voisinage de # = 0, on a tan(z) = 0+ + 0 + $2° + o(z%),
donc Ltan(z) — 2 =1+ loto(z)— 1 =1z+o0(2).

T
1

Donc 25 tan(z) — L ~ 3z
Comme % tend vers 0, on en déduit (en replagant x par %),
1 1
que n?tan (1) —n ~ -
Donc cette suite tends vers 0.

iv) Pour n € N*, on remarque que
In(14+1)—In(1+n)=In(2(n+1)) —In(l+n))
=In(2)+In(n+1)—In(l+n)=—1In(n),
—In(n) —1

MO 1+1n(1n) , cette suite tends donc vers —1.

donc u,, =

v) Pour n € N*, on remarque que =51 = (2)" (1 — ()" 4 L).
Or (1 — (%)n + 5%) tends vers 1, donc u,, ~ (%)n
Remarque : on rappelle que z" tend vers +oo si > 1 (par exemple si © = %), et
vers 0 si |z| < 1 (par exemple x = ¥).

. Donc u,, — +o0.

Pour n € N*, on remarque (en multipliant le numérateur et le dénominateur par la

"quantité conjuguée" du dénominateur) que

2n+1 _ VAnTonti1+2n? A E L o0 1 2
\/4n4+2nn+1—2n2 T 4Ant2ntl-4nt (2n +1) = van® + 2n + 1 4 2n°,
donc u,, tends vers +oo

vi)

’Exercice 23 : Suite définie par récurrence‘ corrigé en ligne

Etant donné ug € R, on considére la suite réelle (un)nen définie par récurrence par
Upt1 = sin(uy).

Admet-elle une limite ? (si oui, quel est cette limite ?)

On a Vz € R, |sin(z)| < |z|, avec égalité ssi = 0. On en déduit Vn € N, |up41| =
| sin(uy)| < |up|. La suite |u,| est donc décroissante, minorée par 0 donc convergente. Soit
¢ sa limite, on a |up41| = |sin(uy,)| = |sin(Ju,|)| done par passage a la limite comme la
fonction 2 — | sin(x)| est continue, on a |sin(¢)| = £. Ceci implique ¢ = 0.

La suite u,, converge donc vers 0.
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Exercice 24 : Monotonie corrigé en ligne

La suite (uy)p>1 définie par

V(n—=1)!
I+ VD +v2).. (1t vi)

est-elle monotone ? Est-elle convergente 7 Si oui, quel est sa limite ?

Up =

e Monotonie : Notons tout d’abord que pour tout n > 1, u, > 0. On calcule

unpr _ Vol (14 VD). (1+4/n) Vn

= = <1
Up, n—D!(1+V1)...l+vn+1) (1++vn+1)
Donc u,, est décroissante.

e De plus elle est minorée par 0, donc elle converge.

Vi V2 Vin—1
I+V114v2 777 14+v/n—1
facteurs sont plus petits que 1. Donc 0 < u,, < ﬁ et (par théoréme des gendarmes)

u, — 0.
n—-+oo

e Enfin, on peut écrire u, sous la forme X 1 +1\/E’ ou tous les

’Exercice 25 : Croissance comparée corrigé en ligne

. <o . . . Inn)?
Pour a et B € R, on cherche & déterminer si la suite (%) converge (et quelle est
) n=2
sa limite).

1, + co[—= R

1. Lorsque « et B sont strictement positifs, étudier la fonction f : { (In )
. x
=

(Inn)?

En déduire que la suite < o

) est majorée.
n>2

F
(;r;i)l , qui est positive quand z < €8/ et

Pour z €]1,+ oo, on a f/(z) = (—a + %)
négative quand x > ef/*. Cette fonction positive atteint donc un maximum en e?/®

B
ou elle vaut ( B ) .

e

ex

8 B
Donc la suite (%—?) est majorée (par <£> ).
n=2
B
(h:)f? = 0. Indication : quand B > 0, on
(Inn)? 1

ne /2

2. En déduire que quand o« > 0, on a lim

pourra décomposer (Inn)Pn®

sous la forme

no/2°

e Tout d’abord, si g < 0, alors ((h;—z)ﬂ) est le produit de deux suites qui tendent
(Inn)? -0

no

vers 0, d’out lim
De méme, si § = 0 le résultat est immédiat.
e Si au contraire § > 0, alors on utilise le résultat de la question précédente, qui est

valide pour tout o > 0. Il est donc aussi valide pour «/2, donc la suite ((ln ")B)

na/2
5
est bornée : il existe M > 0 tel que Vn € N, (lna% < M.
n
5 8
Deés lors, pour tout n € N, on a ‘(II;Z) ‘ < %, d’ot lim (lnn—z) =0

3. En déduire que quand a < 0, on a lim (Inn)’n® = +oco.
Quand a < 0, on applique le résultat précédent & —a : lim (Inn)~#n=%, ce qui donne
immeédiatement le résultat demandé.
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B) Autres démonstrations

‘Exercice 33 : Suites adjacentes corrigé en ligne

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. Soient (u,) et (v,) les deux suites réelles
définies par :

2
Un+1 = [N
uy = a, Vo = b, et Vn € N, Un Vn
Up + Vi

Vn4+1 = 9

1. Montrer que les suites (u,,) et (v,,) sont bien définies, et qu’elles sont adjacentes (donc
qu’elles convergent vers la méme limite £ € R).
2. Montrer que la moyenne géométrique (\/un \f'n)”d{ est constante.

3. En déduire la valeur de /.

1. Montrons d’abord que pour tout n € N, 0 < u,, < v,,.
e Aurang 0,ona0<a=1wuy<vy=b
e Soitn > 1tel que 0 < u,, < vy,. Alors u,41 et v,11 sont bien définis et strictement
positifs (ils sont bien définis car il n’y a pas de division par 0 dans la relation de
récurrence). De plus, on a

__unptv 2 _ Up+Vy 2Up Vi,
Vntl = Unt1T 70 T T T T T,
n V;
_(un+vn)2_4unvn _ (un_vn)z > O
- 2(un+vn) T 2(upntve) 70

donc on a bien 0 < up+1 < Viy1-
Et par récurrence cette propriété est vraie pour tout n € N.

On en déduit que pour tout n € N, on a v, = % < vy et uppr = iii >
2 n Vn
= = Un.

La suite u,, est donc croissante et majorée par vy et v, est décroissante et minorée
par ug. Elles convergent donc toutes deux, notons £ et ¢’ leurs limites.
En passant 1'égalité v, 11 = “";V" a la limite, on trouve ¢/ = ”TE et donc £ = ¢'. Les

suites u,, et v, convergent donc vers la méme limite. Elles sont donc sont adjacentes.
2. Soit n € N.

2 Up + Vi
Un+1Vn+1 = 1 T 1 2 =

Un Vn

2UupVy [ Up + YV
= UpV
Uy + Vi 2 nen

est bien constante.

On a montré cela pour tout n € N, donc la suite (‘/U"V")neN

3. La suite (, /unvn) est constante égale & son premier terme ,/ugvg = v ab donc converge
vers v/ab. Or elle converge vers v/2 = { (car limu,, = limv,, = £ > 0). Donc ¢ = v/ab.

‘Exercice 34 : Croissance comparée‘ corrigé en ligne

1. Soit (un)n>o une suite réelle pour laquelle il existe k& € [0,1], et un rang N tels que
pour tout m € [N ; +oof, on ait |uy,+1| < k|uyy,|. Montrer que (uy, )nen tend vers 0.

2. Soit (a,b) € (R*)?. En fonction des valeurs de a et b, déterminer la limite de la suite
(Un), ey définie par u, = n® x b".

1. Montrons par récurrence que Vn € [N ; +0o[, |u,| < k" N|uy| :

e Aurang N, on a |uy| < |un| (¢’est Vinitialisation).

e De plus si c’est vrai a un rang n € [N; oo, alors on a |up+1] < klu,| <
k"t 1=Niun| (c’est Uhérédité). Donc on a bien Vn € [N ; +oof, |un| < k" N|uy|.

Comme 0 < k< 1lona |uy|k® ¥ — 0.
n—-+oo
Donc u,, — 0.
n——+oo
a n+1
2. Pour n € N*, on a % = ("Tﬂ)ab qui tends vers b (car %L tend vers 1 et

car x — x% est continue en x = 1, de sorte que ("TH)G tends vers 1).

u

e Sib < 1, alors on pose k = b+71, donc b < k < 1, et comme
il existe un rang a partir duquel % < k, donc u,, — 0.

Z“ tends vers b < k

e Si b > 1, on applique le méme raisonnement a la suite (v,), . définie par
v, = =—. On a montré que =l L < 1, donc on conclue comme

tends vers +

U, Vi b

précédemment que v,, — 0, donc u,, — +o00.

lim w, = +oo (car a > 0).

e sib=1, alors Vn € N, u,, = n® Donc
n—-+o0o

Remarque : on a ainsi démontré le résultat que vous connaissez sous le nom de
“croissance comparée”.
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Exercice 35 : Approximation décimale‘

corrigé en ligne

On rappelle que les premiéres décimales de /2 sont : v/2 ~ 1,4142135.. . ..
On définit la suite réelle (u,,) par

Vn €N, w, = 10""E (10" ﬁ)

ol E (x) désigne la partie entiére du réel = (parfois aussi notée E(x)).

1.

2. Pour tout n € N, on a u, = ——+—=

. Up

Calculer ug, w1, us, uz. Que constatez-vous ?

Montrer que, pour tout n € N, on a u,, € Q.

Montrer que (u,,) est croissante.

0<VvV2—u, <107

En déduire que (u,) converge vers V2.

=E(W2) =1, u = 107'E(10v2) = 14, up = 1072E (10%v2) = 141 et

uz = 107°F (10%y/2) = 1,414. La suite u,, semble étre croissante et converger vers

V2.

Montrer que Vn € N,

EU0VE) ¢ @ car B (10"V2) € Z et 10" € Z*.

3. Notons tout d’abord que pour tout x € R, 10E (z) < E (10z). Cela découle du fait

que 10F (z) < 10z et que E (10z) est le plus grand entier inférieur ou égal a 10x.

E(10><10"\/§) S 10E(10"\/§)

Deés lors, pour n € N, w41 = TonFT > ToRFT

= Un, d’otu le résultat.
Pour n € N, on a

E (10"\/5) <10"V2 < E (10"\/5) 1

d’ou (en divisant par 10™)
1
10"
De plus l'inégalité u,, < v/2 est en fait une inégalité stricte (car u,, € Q ¥ v/2), d’on
(en soustrayant u,) 0 < V2 —u, <107™.
Il découle de cette inégalité que lim (\/5 — un) =0, c’est a dire que (u,) converge vers

V2.

U < V2 < up +

Remarque : On peut remplacer v/2 par n’importe quel nombre z € R : en posant u,, =
107" FE (10™x), on obtient une suite de rationnels qui converge vers x.

’Exercice 36 : Limite supérieure d’une puissance‘

corrigé en ligne

Soit (uy,) une suite a valeurs positives, et soit o > 0.

1.

- R 3 a 0 &
. Montrer que limsup (u%) <

Montrer que limsup (u$) > (imsup u, ). Indication : on pourra par exemple utiliser
que la limite supérieure de (u,) est la plus grande de ses valeurs d’adhérence.

lim sup w,, est la plus grande valeur d’adhérence de (u,, ), donc il existe une sous suite
(typ(ny) qui tend vers lim sup u,.

Alors (limsup u, )* = lim(ug(,))* = lim(ug,,)) est une valeur d’adhérence de la suite
(u®). Elle est donc plus petite que la plus grande valeur d’adhérence (de (u%)), donc
(lim sup u, )* < limsup (u?).

(limsupu,)®, et conclure que limsup (ul) =
(lim sup u,, )~

On a montré 'inégalité de la question précédente pour n’importe quelle suite positive
(un) et n’importe quel nombre a > 0. En particulier, elle est vraie pour la suite (u)

et le nombre 1/a, et on obtient lim sup ((ui)l/a) > (limsup u®)'/®.

En combinant cette inégalité avec celle de la question précédente, on obtient 1’égalité
demandée.

. De méme, peut-on montrer que pour toute suite (u,) a valeurs positives, on a

« lim sup sin(u,, ) = sin(limsup u,,) » ?
Non, cette propriété est fausse, comme le montre le contre-exemple suivant :
sivkeN, {97

agk+1 =1/2,
Alors (sinw,) vaut alternativement 0 (termes pairs) et 1 (termes impairs) de sorte
que limsupsin(u,) =1 # 0 = sin7 = sin(lim sup uy,).
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Exercice 37 : Suite convergente‘ corrigé en ligne

On consideére la suite (uy,),>1 définie par :

1 1
n:l—&—f—i—...—l—z—ln(n,)‘

2

1. Montrer que pour tout n € N*|

1
<In(n+1)—-Inn) < —.
n—+1 ( ) (n) n
2. Déduire que (u,) est une suite décroissante et minorée. En déduire qu’elle converge.
3. Retrouver qu’(u,) converge en montrant qu’elle est de Cauchy. (Indication : si 1 <
p<q,0< u;—u, <1/p pour tout p > 1).

1. Pour n € N*, le théoréme des accroissements finis (pour la fonction In qui est C! sur

[n;n+ 1)) assure Pexistence de ¢ € [n;n + 1] tel que In(n+ 1) —In(n) = (n+1 —
n) lnl( ) c 6 [n—i-l ) 711]

2. La questlon 1) nous donne (pour n € N)

1 —(In(n+1) —

Upt1 — Up = In(n)) <0

Donc u,, est décroissante. De plus, en sommant l'inégalité —In(k) +In(k + 1) < ¢
pour k entre 1 et n, on trouve
—In(1)+1In(2) —In(2) +1In(3) —- - - —In(n) + In(n+1) —In(n)

1
1+...+=2> =In(n+1).
n

Donc0<1+...4+1-In(n+1) =u, — 0, donc la

suite (uy,) est minorée, et donc converge.

In(%L). Donc uy, > In(2H) >

3. Soient p et ¢ dans N*. Quitte & les renommer, supposons p < ¢. Alors

I 1
> <ln(k)—ln(k—1)—E>
1
q
<y (%_%><1_1<1
pop NP1 p 9 79

Donc pour ¢ > 0, on prend N = F ( ) + 1, de sorte que pour p et ¢ €|N;+0o0], on a
|up — uq| < & < €. Cela montre que la suite est bien de Cauchy.

C) Exemples a ne pas suivre

‘ Exercice 41 : Sous suites des termes pairs et impairs corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :

i) Soit (un)nen une suite réelle. On désigne par A ’ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite extraite (ug2,)nen, €t par B l’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite extraite (u2,41)neN-

Mountrer que AU B est 'ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (uy,).

ii) Déterminer les limites supérieures et inférieures pour les suites :

1 (14 1y

et v, = 2
(1 + ;)
Sa réponse est ci-dessous :

L) 7@tm@aﬂexULdadpwﬂwncedeu”¢>EIyterfuehmu

sin=2p

sin=2p—+1.

ho(n) =T
{ lim gy () = = Al @(n) = 2¢(n) red
lim gy (n)+1 = = oL @(n) = 21p(n) +1 v cB
u) e limug, = lim(—1)*" + ”_H =1+lim—5=1+0=1. Dome A = {1}.
limug,y1 = lim(—1)2"*1 + nil = 1 — 140=-1. Donc

B={-1}. &f denc AUB ={-1,1}.
P P P
<1 + 414'(;1) )p = (lim 1+ 7l+(;l) ) =1
el lim

Jim (1 + I%) <1)IB)’I;()1 41 )p -1
Dome A= {1} ekt B={1}, ek donc AUB = {1}.

o Dome Vemvemble des valeurs d'adhenence de (un) eak {—1,1}, ek Lem-
semble de celes de (vn) eab {1}. Omn e deduit que limsupu, = 1,

—1, limsupv,, =1, ek liminfv, = 1.

e lim
p—00

liminf u,, =
Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la

changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?

e Commentaires sur la réponse :

— La rédaction est beaucoup trop floue et méme les affirmations ne sont pas assez
précises pour avoir un sens mathématique :

page 10/25



Math3A: analyse — L2 S&T — université de Bourgogne

année 2026/2027

— Laffirmation « 3y tel que limu,(,,) = 2 » ne peut en aucune maniere étre

lim gy () = 2 si p(n) = 2¢(n)

lim gy (n)+1 = @ si p(n) = 2¢(n) +1
contient ¢ sans quantificateur (ce n’est pas a l’examinateur de deviner si
cette affirmation contenait un “V¢” ou un “3¢”).

De méme il faudrait préciser un quantificateur pour v (probablement que
létudiant-e voulait dire J¢p, ...).

— (C’est beaucoup plus subtile, mais ¢a ne fait aucun sens d’écrire une

équivalente a « { » qui quant a elle

condition portant sur “n” a coté de I'équation limu,p,) = z. En effet,
dans l'égalité “ lim w,(,) = 27, n est une variable muette, c’est a dire
n—oo
qu'on aurait aussi bien pu écrire “ lim u,y = 27 et que le résultat
k— o0

n’est pas une fonction de n (ni de k, ou quelqu’autre nom de variable).
Il aurait donc fallu préciser qui est n dans la condition. Par exemple,
peut-étre que 1’étudiant-e voulait dire que pour un certain ¢, on avait
lim ugy,n) = 2 si Vn, p(n) = 2¢(n)
lim ugy(n)41 = @ si Vn, o(n) = 2¢(n) + 1
(ce Vn fait que la variable est muette dans la condition aussi, puisque “Vn,
©(n) = 2¢(n) + 17 revient au méme que “Vk, (k) = 2¢(k) + 17).
— En Paffirmation « lim (1 + ﬂy) =

p—ro0 p

» 7

question  [ii)

(lim 1+ 1+(p1)1)) » ne fait aucun sens : a gauche du signe égal,
p—0o0

P

« lim (1 + w> » est un nombre qui ne dépends pas de p (p est
p—o0

une variable muette), tandis qu’a droite du signe égal, on, a #? (en notant

£= lim 1+ W) qui est une fonction de p.
p‘)OO

— En question , si 'étudiant-e parlait en fait d’une disjonction de cas entre les

cas « Vn, p(n) = 2¢(n) » et «Vn, p(n) = 2¢(n) + 1 », alors il y a un probléme
de raisonnement : il n’y a aucune raison que les ¢(n) soient tous pairs ou tous
impairs, certains pourraient étre pairs et d’autres impairs.

— En question on n’a pas le droit d’écrire lim--- tant qu’on ne sait pas si la

suite converge.

e Ré-écriture des réponses :

i) Montrons tout d’abord que les ¢léments de A U B sont valeurs d’adhérences de

(un).

Soit x € A, alors il existe une suite extraite (ug,(,)) de la suite (uz,) qui tend
vers . Or (ugy(rn)) est aussi une suite extraite de (u,) (en posant G(n) = 2¢(n)),
donc z est une valeur d’adhérence de (u, ). Pour € B la preuve est la méme
(avec une suite extraite (ugp(n)+1))-

Réciproquement montrons que les valeurs d’adhérence de (u,,) sont dans AUB :

ii)

Soit £ une valeur d’adhérence de (uy,). Alors il existe une suite extraite (uy(y))
telle que £ = limu,(,). On désigne par P et I les valeurs paires et impaires
prises par la suite o(n) : P = {p(n) | n € N; 3k € N : p(n) = 2k}, et
I'={pn)|neN,; JkeN: pn) =2k+1}. Comme PU I est infini (c’est
lensemble des valeurs de ¢(n)), il y a au moins 'un des deux ensemble P et
I qui est infini. Si c’est P (par exemple), on définit ¢ qui numérote ’ensemble
P:P={(0),¢(1),9(2),...} avec ¥(0) < (1) < .... Alors uy(,) est une sous
suite de (uy(n)) donc elle converge vers £, mais c’est aussi une sous suite de (uz,),
donc ¢ € A. De méme si 'ensemble B avait été infini, on aurait eu une sous suite
de (u2p,41), de sorte que £ € B. Dans tous les cas £ € AU B.
D’ou le résultat.
On a lim(ug,) = 1 et lim(ugn+1) = —1. Donc (avec les notations de la question
précédente), A = {1} et B = {—1}. Les seules valeurs d’adhérences de (u,,) sont
donc —1 et 1. Or la limite supérieure (resp inférieure) est la plus grande (resp la
plus petite) valeur d’adhérence de (u,,), d’ou

liminfu, = —1 limsupu, =1
De plus, on a (pour tout p € N)
vopt1 = (1 + %)p =exp(pln(1 + %) — exp(1). Enfin, (toujours pour p € N),

p—r—+oo
posons wp = vap. On a
1

limwy, = exp(2) car wy, = (1 + 2277)21) = exp(2pIn(1 + ;) e exp(2), et

lim wept1 =1 car wopy1 = (1 + %)%‘H = 1. Donc les valeurs d’adhérence de
(van) sont 1 et exp(2). Avec les notations précédentes on a A = {1,exp(2)} et
B = {exp(1)}, donc les valeurs d’adhérence de (v,,) sont 1, exp(1) et exp(2).

Des lors, la plus petite valeur d’adhérence est 1 et la plus grande est exp(2), d’ou

liminfv, =1 lim sup v,, = exp(2)
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Exercice 42 : Suites de Cauchy ? corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :

Ecrire la négation de (u,,) est une suite de Cauchy . Montrer que les suites suivantes ne

sont pas de Cauchy :
n 1
ii) Zl D
P= neN*
Sa réponse est ci-dessous :

° Sga%mmmhm < (uyn) esk ume auile de (dema s b Bonik

Ve >0, AN € N, Vpyq
S W\ég.ahm esk dome 3¢ >0, VN €N, Ip,g < N,

L)OWL/[’\O’)EEZI,E/tML quex[\o«mNEN,maz

luy_1 —un_o| = |(-D)V 1= (-1D)N"2=2>¢.
Onad@mmmxbléq@iﬁ%bea}ﬁ(mﬁ ::1)te@quezruwn
teuk N €N, il eciate p,q < N (m [ sccurnence p=N—1 ek q:N—Q) Lells
que lup — ugl > ¢, done la suite () meak b de @auapvg

iL)On/rx@Mgz%,@tmrwranW/r\MLNGN,ma:

i) ((_l)n)neN

N, |up —uql <e.

>
Up — Uq| = €.

N—1

. 1 1 1 1

VN—1 = V1| = 22;*§+§+--->§-
p=

tout N €N, iQwoLAtep,q<N <m Q’ecum)wnr;ep:;\f"fl ek qzl) wbo[ue
[vp — vgl =, dome lo swuike (vy,) mesk b de (emmp\ﬂa
Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?
e Commentaires sur la réponse :

— La négation de « la suite est de Cauchy » est fausse : en faisant la négation,
le «Vp,q > N » devient « Ip,g > N » (et pas Ip,¢g < N comme écrit par
Pétudiant-e).

— Dans la suite de la réponse, I’étudiant-e montre donc une propriété qui n’est pas
la bonne.

— La rédaction est soignée, mais encore un peu trop imprécise : pour que uny_1 et
upn_o soient bien définis, il aurait fallu préciser que ’on suppose que N > 2, et
du coup on n’a pas montré la propriété pour tout N € N.

De méme, pour que vy _; soit bien définis, il fallait NV > 2, et pour que la somme

contienne le terme %, il fallait méme N > 3, donc on n’a pas montré la propriété
pour tout N € N.

e Ré-écriture des réponses :

— Laffirmation « (u,) est une suite de Cauchy » s’écrit Ve > 0, AN € N, Vp,q €
[N5 +ool, Jup —ug| <e.
Sa négation est donc 3¢ > 0, VN € N, 3p,qg € [N ; +oo[, |up — ug| > €.

i) On pose € = 1, et on remarque que pour N € N, on a :
s — | = [(~)NH = (DN =2 >,
On a donc montré qu’il existe ¢ > 0 (en Poccurrence ¢ = 1) tel que pour tout
N € N, il existe p,g > N (en l'occurrence p = N + 1 et ¢ = N) tels que
|up — uq| > €, donc la suite (u,) n’est pas de Cauchy.
ii) On pose ¢ = 1, et on remarque que pour N € N, on a :
2N 2N

|V2N—VN|: Z %2 Z ﬁ:nxﬁ:
p=N+1 p=N+1

N[ =

On a donc montré qu'il existe e > 0 (en 'occurrence € = %) tel que pour tout
N e N, il existe p,¢g > N (en'occurrence p = 2N et ¢ = N) tels que |v, — vq| > ¢,
donc la suite (v,,) n’est pas de Cauchy.
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Chapitre 2: séries réelles et complexes

A) Exercices classiques ou application du cours

’Exercice 46 : Sommes de séries‘

Déterminer la nature de la la série > u,
série converge, indiquez sa somme, sinon calculez ses sommes partielles.

: e n . 21346 r12+n,72)
) ( 32n )rze\l ) ( (n+2)(n+1)n neN*

iii) (sinh(8n)) iv) (éf*’"iﬂgfﬁ%g>"6N

neN

i) On note tout d’abord que pour n € N, —2 x gz—: =

n+1
n n 1—( ==
Donc la somme partielle s’écrit » —2 x T =-2x (19—)3

327 , car

, pour chacune des suites (u,) ¢

corrigé en ligne

i dessous. Si la

c’est une série

2
n—_,'_2+2.

i=0 o
géométrique de raison %3 > 1. Cette somme partielle tend vers —oo donc la série est
divergente.

ii) On note tout d’abord que pour n € N*, % =-1_ n+_1 +
Donc la somme partielle s’écrit
n . . . n n+1 n+2
23 +6i% +i—2 L
. . —=—) % +2 +2n
DD e R D DD LR Y
1 1 1 2 2
=—1--—-=-— 2
572 ntl sl nyz "
1 2
=2+ + +2n
n+1 n+2

Qui tend vers +o0. Cette série diverge donc.
iii)
bien que les sommes partlelles sont, :

Z Z e~ 1_e8(n+1)

kZOsmh(Sn) e = 1= _2

Au numérateur, le premier terme tend vers +oo et le second vers {—
sommes partielles tendent vers +oo, la série est divergente.

1—e—8(n+1)
1—e—8

Pour n € N, on remarque deux sommes géométriques de raisons €8 # 1 et e=8 # 1, si

_8 , donc les

iv) On note tout d’abord que la suite (u,) est la somme de la suite géométrique () (de

_1
n+4

_;L>
n+5 /"
n+4 1 n-|-51
AP TR
1

4

ﬁ'

raison z ;é 1) et de la suite télescopique (

Donc la somme partielle s’écrit
n 1
1-—

I R
3 it4 i+5 11—

1 317.1-}—1
1— =

Cette somme partielle tend vers

1) _ 7
et Z ( n+4 n+5) =1

3 k=5
1

_n—|—5

1 - I
i = o

donc cette série converge,
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‘Exercice 47 : Nature de séries ‘ corrigé en ligne

(up) ci-dessous, déterminer si la série > uy,

("’*‘)

(((m 1/n) _
(17((%7)”)l
viii) ( ”[Mh <(l —

X) (sin((n+%)ﬁ))”>l
xii) ((~1)" (V2T - ),

Soit € R’ . Pour chacune des suites

converge, et si elle converge absolument.
Inn
T )112 1

ZH ) )u, eN*

tanh(n + 2) — tanh(n)),, oy

vii) < el/n’ 11171)
n>1
sin ()lz+l )
ix) <(|+; T2 (1;~)>
n>1

(()5(’2/71))
n>1

) (
iii) (
) (

n=1

=

xi)

n+2x111/1> >1

Pour rappel, on a vu en cours 4 méthodes principales pour déterminer la nature d’une
série :

e Calculer les sommes partielles de la série, comme on l'a fait dans 'exercice [16]

e Comparaison de séries positives : comparer (par équivalent ou encadrement) la valeur

absolue de la série a une série positive dont un connait la nature. Si une série n’est pas
de signe constant, cela permet uniquement de déterminer si elle converge absolument.

e Critéres de Cauchy et de D’Alembert. Si une série n’est pas de signe constant, cela
permet uniquement de déterminer si elle converge absolument.

e Critére sur les séries alternées.

Dans le cas présent, les 7 premiéres séries sont & termes positifs, donc pour celles-1a on ne
distingue pas entre convergence et convergence absolue.

i) Pour n € N*, on a 2" = n® donc > 2™ converge si et seulement si Inz < —1,
c’est & dire si et seulement si x < 1/e.
ii) On distingue trois cas :
e Siz <1, alors u, ~ =, dont la somme diverge, donc par comparaison de séries
positives, > u,, diverge.
e Siz =1, alors u, ~ =, dont la somme diverge, donc par comparaison de séries
positives, > u,, diverge.
e Siz > 1, alors u, ~ =, dont la somme converge, donc par comparaison de séries
positives, > u, converge.
aes 1 1 n 3 n
iii) Quand n1> 2, onna (5 + %) < (Z) .
L. 1
série 3 (5 + 55)  converge.

Donc par comparaison de séries positives, la

iv) Quand n — oo, on a

1 1
e/ = exp <1 52 +o0 (1/n2)) = eexp <_2n2 +o (1/712))
1 1 ?
= (1 ~ 5.2 +o(1/n%) +o <<_27’12 +0(1/n2)) >>
1
=e l_ﬁ + 0 (1/n%)
Donc e%0s(1/n) _ geos(2/n) _ (W - 2n2) +0(1/n?) ~ %L or 3 3L est une

série convergente.
De plus, la suite (ecos(l/”) —
[0; 1], et croissance exp.

ecos(2/ ”)) est positive par décroissance de cos sur [0; 7] D

comparaison de séries de terme général positif, la série

ecos(2/ ”)) converge.

Donc par
Z (ecos(l/n) _

Le théoréme des valeurs intermédiaire indique que pour n € N, in existe ¢ € [n; n+z]

1 n
tel que tanh(n + z) — tanh(n) = xtanh’(c) = o S i OF oz ~ (%)
qui est le terme général d’une série convergente positive, donc ws}fw aussi, d’ou la

convergence de Y tanh(n + z) — tanh(n) (par comparaison de séries positives).

Au voisinage de z = 0, on acosr = 1— % + O(m4). Donc (1—005%) =1-
(1 - 552 +0(1/n?)) ~ 5iz. Or 3 - converge et est & termes positifs (donc > 513

aussi) d’ou la convergence de > (1—cos?).

Pour n — 00, 1 — ¢!/ ~ =, donc (1 — e/ )VInn ~
Donc par comparaison de séries positives > ((1 _ el/n? )\/111 n) converge.

vi)

\/lnn

vii) dont la somme converge.

Les derniéres séries sont de signe alterné et on distingue entre convergence et convergence
absolue :

viii) On vient de voir que Y |u,| converge, donc > u,, converge absolument, et donc > u,
converge.
ix) Pour n > 1, on note tout d’abord que sin ((2n—|— 1)%) = i?, puis on déduit que

r six<l1
‘un+1| _ T 1

lunl = Tha™ T o0 ) 2 siz=1
0 six>1

Dans tous les cas cette limite est plus petite que 1, d’ou la convergence de > |uy,|.
Donc Y u, converge absolument, et donc Y u,, converge.
(—=1)"sin (£m).

x) Pour n > lonasm((n—F%)W)Z

page 14/25



Math3A: analyse — L2 S&T — université de Bourgogne

année 2026/2027

xi)

xii)

Or la suite (sm (‘zl 7T)>
n>1+E(2z)

3 x
de Y sin ((n+ ) 7).
Il n’y a en revanche pas convergence absolue car Y |u,| diverge par comparaison de
séries positives (en effet [u,| ~ Zm, ot ) £ est une série divergente a termes positifs

et (sm (‘2' )) est elle aussi positive).
n>1+E(z)

(—1)" (—1)" (1" )
~ . De plus converge comme série alternée
n+ 2sinn n P Z n &

. ) iy
(car (%) est décroissante et tends vers 0). Mais u,, ~ ( n) ne permet pas de conclure
sur la convergence de Y u, car ces séries ne sont pas de signe constant. On choisit

donc d’étudier (un - #) :

est décroissante et tend vers 0, d’ot la convergence

On remarque que

(—1)"*12sinn

n(n + 2sinn) - n

(—=1)"*+12sinn
2

(=D

n -+ 2sinn n

=D

(=n"

n

< % qui est positif de somme convergente, donc par comparaison
=" 1)

Donc ‘un —

converge aussi, si bien

Up — %’ converge, donc »_ u, —

(=n"

que Z n+2sinn

Ce n’est pas une convergence absolue, car |u,| ~ % qui est positif de somme divergente.

converge aussi.

Pour n € N, on commence par développer u,, :

(1" (VT T =) = (0 (VIF 17 —1) = (-0 (55 + 0 (1/0))

s +o(1/n?)
N——

2n

en/n2

ol 'on notera que dans la premiére ligne, on a écrit o (1 / n3) car le terme suivant du
développement de Taylor est —#, et dans la deuxiéme ligne on désigne par €, /n? le
(*1)"

reste (c’est a dire sn/n2 = Uy — ), et on note que lim en =0.

D’une part, Z converge par le critére des séries alternées (car la suite (ﬁ) est
décroissante et tends vers 0).

D’autre part, comme lim €, = 0, il existe un rang a partir duquel |e,| < 1, donc a

n—oo
partir duquel le reste satisfait yan /n ’ 1/n? si bien que par comparalson de séries
positives, > |5n / n2| converge, ce qui implique la convergence de > &, /n?.
Donc > u, converge.

De plus, ce n’est pas une converge absolue car |u,| ~ 5= donc Y |u,| diverge.

remarque : Une astuce permettait d’utiliser directement le critére sur les séries
2 2

L s N . . < ss s 2 _ _n +1—n — 1 :

alternées : il s’agissait de penser a réécrire vn? +1—n e am = Vi, cequi

donne la décroissance de |uy].

‘Exercice 48 : Disjonction de cas‘ corrigé en ligne

Soit x € R .

Etudier la nature de la série de terme général u,, = ‘,l‘,"'_,',y,f'” .
Comme (uy,,) est positive, on utilise les théorémes de comparaison de séries a termes positifs
(en déterminant un équivalent) : :

e Six <1, alors u, ~ %, qui est positif de somme divergente, donc > u,, diverge.
e Six =1, alors u, ~ =, qui est positif de somme divergente, donc ) u,, diverge.

e Six > 1, alors u, ~ min, qui est positif de somme convergente, donc Y . u,, converge.

B) Autres démonstrations

‘ Exercice 54 : Somme de deux séries ‘ corrigé en ligne

Etant données deux séries > u, et > v,, on considére leur somme > (u, + vy,) :

, alors > (u, + v,) converge.

n n

i) Montrer que si Y w, et Y v, convergent

Z (ug +vg) =

k=0

’u,k‘i’ZVkA—‘—) Zuk+
k=0 N0 k=0

Ca découle de la linéarité de la limite :

00
Z V.-
k=0

Montrer que si Y w, converge et > v, diverge, alors > (u, + v,,) diverge.

Si Y (un + vy) convergeait, alors > v, = > ((un + vy) — uy) convergerait d’aprés la
question précédente.

Remarque : on a démontré la contraposée de la question posée, ce qui revient stric-
tement au méme.

Que peut-on dire lorsque > u, et Y v, divergent ?

Il n’y a pas de résultat général. Parfois Y (u,+vy,,) converge (par exemple si v,, =
et parfois > (un + vy,) diverge (par exemple si v, = uy,).

iii)
_U’n)v
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’Exercice 55 : Domination du terme général d’une série. ‘ corrigé en ligne

Soit (uy,) une suite réelle positive telle que > u,, converge.

Soit (v,,) une suite complexe “dominée” par (u, ), ¢’est a dire qu’il existe une suite bornée
Wy, et un rang Ny € N, tels que Vn € [Ny;+oof, v, = wpuy, (on note cette affirmation
sous la forme « v, = O (uy,) »).

Montrer qu’alors, ) v,, converge absolument.

Sous ces hypotheése, la suite w,, admet une borne M € Ry (telle que Vn > Ny, |w,| < M).
n n o0
Donc Vn € [Ny;4oof, > vkl < M > up < M ) uyg, donc la suite des sommes
k=N, k=N, k=0
partielles de la série de terme général (|vn|),> y, est majorée (et croissante comme sommes
partielles d’une série & termes positives), donc la série Y |v,| converge (et c’est donc vrai
quel que soit le rang auquel commence la somme, d’aprés ’exercice @[)
On a montré que Y |v,| converge, donc Y v,, converge absolument.

’Exercice 56 : Equivalence du terme général‘ corrigé en ligne

Soient (uy,) une suite réelle positive et (v,,) une suite complexe telle que v,, ~ u,,. Montrez
que les séries > u,, et > v, sont de méme nature.

(Indication : pour se ramener aux hypothéses de la proposition|2.3.4), on pourra montrer

que Re(vy,) ~ uy,, et que Re(v,,) est positive a partir d’un certain rang.)

e (=) : supposons que Y u, converge, montrons que » v, converge :
On a Vn € N, |v,| ~ |un| = upn. or Y u, converge, et (u,) et (|vy]) sont des séries
positives, donc d’aprés la proposition > |vn| converge. Donc > v,, converge.

e (<) : supposons que Y v, converge, montrons que y . u, CONverge :
Montrons tout d’abord que wu,, ~ Re(vy,) :
Comme u,, ~ v,, il existe w,, qui tend vers 1 et N; € N, tels que pour n € [Ny; o0,
on a v, = wply, d’ott Re(v,) = Re(wy)uy, (car u, € R). Or limRe(w,,) = 1, donc
Re(vp) ~ tp,.
De plus, comme limw, = 1, il existe Ny € [Ny;00[ tel que pour tout n € [Na; oo,
lwy, — 1| < 1, donc Re(wy) > 0 et Re(vy,) = 0.

Or > v, converge donc Y. Re(v,) converge, donc
n}Nz TL?NQ

proposition , done Y u,, converge.

> u, converge (d’apres la
n?Ng

Exercice 57 : Bijection de N*

corrigé en ligne

Soit ¢ une bijection de N* — N*.

1. Donner un exemple d’une telle application (différente de I'identité).
Par exemple, on peut poser (pour k € N*), ¢(2k) = 2k — 1 et ¢(2k — 1) = 2k. Clest
une bijection (car elle est sa propre réciproque), et ce n’est pas l'identité.

n2

) . o(n e L.
2. Soit (uy,) la suite < ( )> . On consideére la série Y u,, :
neN*

n
Soit (Sp)n>1 = <Z 71,,) la suite de sess sommes partielles. Montrer que, pour
k=1 n>1
tout n > 1, on a la minoration

) 1
‘5271, Sn P 1
i & #(k) ilk n(n+1)/2 1 1
Pour n € N*, on obtient Sy, — S,, = . EH W 2 i = g = D) 2 1
=n
ol on a utilisé que d’une part k? < (n+1)% (dot 7 > m), et que d’autre part

2n n
> #(k) = > k qui découle du fait que ¢p(n+1), p(n+2), ..., #(2n), sont n entiers
k=n+1 k=1
distincts dans N* (donc au minimum ce peut étre les nombres 1, 2, ..., n).
3. En déduire que la série diverge vers +oo.
Comme (Sy,) est croissante (par positivité des wuy,), il suffit de montrer qu’elle n’est
pas bornée. Pour cela on montre qu'une sous suite tends vers +oo :
D’aprés la question précédente, on a pour n > 1,
Son = (Sgn - 5271—1) + (SQn—l — S2n—2> + -+ (521 - Sgo) + So = % + So,
donc cette sous suite de (S,) tend vers +oco. Donc (S,) n’est pas bornée et par
croissance elle tend bien vers +oo.
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C) Exemples a ne pas suivre

’Exercice 61 : Somme de séries‘ corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
Pour chacune des suites (u,,) ci-dessous, calculer les sommes partielles de la série > u,,
et en déduire la nature de ) u, :

JCHEEE I N

Sa réponse est ci-dessous :

" 1—(sin <

L) i;)(si1lg>7l _ 71751115 o[wL temd werw 7175:11% (can sing < 1, demnc
lim(sin §)" ! = 0>4 Dome Lo senie conuerge.
2n+1 n n ) )

W)Y wi= Y (uak +uskin) = > (B —E) =0 Bela femd werws 0 dome [a
=2 =1 k=1

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?

e Commentaires sur la réponse :

— D’une part, il faut introduire les variables qu’on utiliser (par exemple, avant de
n

calculer > ---, il faut d’abord préciser que n € N ... et indiquer si ce qu’on dit
i=0

est vrai pour tout n € N ou si on affirme l'existence d'un n € N tel que ca soit

vrai).

— D’autre part, en question

— Quand on fait la somme d’une série géométrique, la formule est différente si
la raison est égale a 1 (ce qui est le cas ici). Il aurait fallu commencer par
vérifier si la raison vaut 1.

— De plus la suite ((sin 7r)"+1)n>0 ne tends pas vers 0 : comme sinm = 1, c’est
la suite constante égale a 1.

— en question les sommes partielles ne sont calculées que pour les rangs impairs
(de la forme 2n + 1). Cela ne suffit pas & déterminer si la suite des sommes
partielles converge (ni a répondre a la question “calculer les sommes partielles”).

e Ré-écriture de la réponse :
On va désigner par u, le terme général de la suite étudiée.

n
i) On note que Yn € N, u,, = 1. Donc Vn € N, > u, =n+ 1.

=0

Or lim n+ 1= 400, donc la série diverge.
n—oo

k
Ugk = (_1)%—]51(5()131 = k?f

ii) Pour k£ € N*, on remarque que 1
) ’ aned ugy1 = (—1)%H1 EEk:j);)rl =
2k+1 k
Donc  }° ui=3" (uz¢ + uze41) = Z (% -4 =0
‘zi ézil =
=D U — Ugky1 = l
¢—2 i=2

Ainsi on a exprimé deux sous-suites de la suite des sommes partielles, I'une tends
vers 0, lautre vers 1 (car lim % = 1), donc la série diverge.
k—oc0
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’Exercice 62 : convergence et racine carrée‘ corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :

i) Soient x et y deux réels positifs. Montrer que \/zy < = +¥.

ii) Soit ) w, une série convergente a termes positifs. Déduire de [i)] que la série de
terme général \/u, /n est convergente.

Sa réponse est ci-dessous :
L) g)an mrw’m&e aox=2 ek y =3, ofl@fm ;zr—&—y:5>\@.
JuL) Dome Vu, /n < «u,,,,+”]7. On > (u,,,,, + n]—z) r,@kuef%e, done 3 Vu, /n mvuehge

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?

e Commentaires sur la réponse :

— En question I'étudiant-e fournit uniquement un exemple de valeurs de z et
y. Cela ne répond pas du tout a la question, qui était de prouver cette inégalité
pour tous z et y € RY.

— En question
— 1l faut une rédaction plus soignée : par exemple, quand on écrit « \/u,, /n <
Uy + n% », affirme-t’on l'existence d’un n tel que l'inégalité soit vraie? Ou
bien affirme-t-on qu’elle est vraie pour tout n € N7 Ou pour tout n € N* 7
— Pour conclure la convergence & partir de la majoration d’une série, il est
indispensable que la réponse mentionne la positivité du terme général.
e Ré-écriture de la réponse :

i) Comme z et y sont positifs, on a
VEY <z +yery < (z4y)?
S(r+y)? -y
2?4 (z4y)? +y®
= 2

>0 & x2+xy+y2 >0
= 0.
2 2 2
Or % > 0 est vraie (car = et y sont réels),
donc on a bien /zy < = + y.

ii) Les séries > /u,/n et > u, + %2 ont terme général positif, et > u, + %2 est

convergente (comme somme de deux séries convergentes).

De plus d’aprés la question onapourn > 1:u,/n < u,+ %2. D’ou la

convergence de Y \/u,, /n.

Chapitre 3: séries entiéres

A) Exercices classiques ou application du cours

’Exercice 73 : Convergence simple ou uniforme ? ‘ corrigé en ligne

Pour n € N*, on pose f, : [0,1] — R telle que f,,(0) = 0 et que pour z €]0,1], f.(z) =
na" In(z).

1. Démontrer que la suite de fonctions (fy,),>1 converge simplement sur [0,1] vers une
fonction f que l'on précisera. On désigne ensuite par (g,,) la suite (f — fn).
Pour z €]0,1[, lim na™ = 0, d’ou lim f,(x) = 0. De plus si x = 1 ou & = 0 alors

n—00 n—oo

(fr(x)) est la suite nulle, qui tend aussi vers 0.
Donc (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1].
Remarque : Comme f est la fonction nulle, (g,) et (—f,) sont égales. De plus par
négativité des f,, (gn) est aussi égale a (|f — fnl).

2. Pour n € N*, étudier les variations de g,.
Soit n € N*, et « €]0,1[. ¢/,(z) = —n22" LIn(z) — na" ! = —2" Y (n +n?In(z)), qui
sannule en ¥ = e~ ¥ . Ainsi, g, est croissante sur O,e_% , décroissante sur e_%,l .
Mais g,,(0) = gn(1) = 0 et Vz € [0,1], g (z) = 0. Donc (par la question [2] de I'exercice
i gn est en fait croissante sur [O,e‘%] et décroissante sur [e_%,l] (et positive au
sens large).

3. En déduire que la convergence de (f,,) vers f n’est pas uniforme sur [0,1].

. . _1 _ — _ .
Ainsi, sup,cpo 1) [f(2) = fu(2)] = gule™ ) = —ne™! x =L = ¢!, qui ne tend pas vers
0, donc la convergence n’est pas uniforme.
4. Soit a € [0,1[. En remarquant qu'il existe N € N tel que Vn € [N, + oo, e~/ > a,
démontrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur [0,a.

Comme e~ /" — 1, en utilisant la définition de la limite avec ¢ = 1 —a > 0,
n—oo

on a lexistence d'un rang N tel que, pour n > N, on a |1 — e‘l/”| < e c’est & dire
6_1/”2 1—e¢=a.

Mais alors (toujours pour n > N), par croissance de g,, sur [0,e=/"] D [0,a] on a
SUPge0,q] |f (%) = fn(2)] = gn(a) = — fn(a) qui tend vers 0 par convergence simple de
fn. Donc sur [0,a], (f,) converge uniformément vers f.
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‘Exercice 74 : Bords du disque de convergence‘ corrigé en ligne

Pour chacune des séries entiéres Y  a,2"

ci dessous, déterminer d’une part son rayon de
convergence. D’autre part, pour chaque point du bord du disque de convergence, détermi-
ner s’il y a convergence absolue, et s’il y a convergence simple.

(En question on pourra utiliser le « critére d’Abel » énoncé (et démontré) en question

de Uexercice|51])
) SVEE i) X ()
iv) Y exp(—exp(n))z" v) >, “%r;

i) Y 52"

= +v/n + 3 qui tend vers

i) e Rayon de convergence : Pour n € N, on a : agﬂ

+o00. Donc le rayon de convergence est nul.

e Comportement au bord du disque de convergence : Le disque de conver-
gence est vide, donc son « bord » est vide aussi.
Remarque : si 'on counsidére C(0,0), c’est a dire {0}, on constate que la série
entiére y converge absolument et simplement (tous les termes y sont nuls sauf le
premier).
ii) e Rayon de convergence : On remarque tout d’abord que pour tout n € N,
n
(#—1) = exp (fn In (1 + %)) qui tends vers exp(—1) (par continuité de exp,
sachant que —n In (14 1) tends vers —1). Donc a,, ~ (—4)"e™!, et

On+1
An

~ 4,

donc le rayon de convergence est 1/4.
e Comportement au bord du disque de convergence : Pour w € C (O,%),
on a divergence grossiére, car on a montré précédemment que |a,w™| ~

[(—=4)" e~ ()" qui tend vers e~! (donc pas vers zéro. Il n’y a donc ni conver-

gence absolue, ni convergence simple au bord du disque de convergence.

... . 1 .| bata
iii) e Rayon de convergence : Pour n € N, on pose b, = ar, etona: [T =
2 145 .
(nil‘)*‘fH = o )21 — qui tend vers 1. Donc le rayon de convergence de ) b, 2"
n n?Z

est un. En conséquence, Y a,2" = > b,2z?" converge si |2?| < 1 (c’est a dire si
|z| < 1) et diverge si |22| > 1 (c’est a dire si |z| > 1). Le rayon de convergence
de > a,z™ est donc égal a 1.

e Comportement au bord du disque de convergence : Pour w € C(0,1), on
a convergence absolue (donc convergence simple) car la série > |a, 2" = > b,
converge (par comparaison de séries positives, car Vn € N*, b, < # et la série
> - est convergente).

iv) ¢ Rayon de convergence : Pourn € N,on a:

st | = exp(exp(n) —exp(n+1)) =
exp(exp(n)(1—e)) qui tends vers 0 (car limexp(n)(1—e) = —o0). Donc R = +o0.

e Comportement au bord du disque de convergence : Comme le rayon de
convergence est infini, le disque de convergence est C tout entier, il n’a pas de
bord.

v) Pour changer un peu la structure de la preuve, commengons par étudier la convergence
de cette série entiére sur C(0,1).
Remarque : on a intuité que v/1 = 1 serait le rayon de convergence car la série
2n
z
>z +3 a 1 comme rayon de convergence.

2n
s . o L. w . 1 . .
e Tout d’abord, si w = +1, alorls la selrle Yo = Zlm diverge par comparaison
de séries positives (comme -5 ~ - et comme ) .- diverge).

e Cette divergence de la série entiére en 1 et en —1 implique que le rayon de
convergence est R < 1.

e Ensuite, pour w € C (0,1), on remarque qu’il n’y a pas convergence absolue, car
2n
YlEl =2 %“rg dont a déja montré la divergence.

e Montrons enfin que pour w € C(0,1) \ {—1,1}, la série converge simplement
d’aprés le critére d’Abel :

— La suite (ﬁ) est décroissante et tends vers 0.

n
1_w2n+2

— Les sommes partielles de Y w?" sont données par Y w?* = =% car
k=0

w ¢ {—1,1} (rappelons qu’on considére ici w € C (0,1) \ {—1,1}). Elles sont

donc bornées par o]

— donc par le critére d’Abel, la série Y % converge bien quand w € C (0,1) \
{-1,1}.
e 11 découle de cette convergence que le rayon de convergence est R > 1. (Donc
R =1, parce qu’on avait par ailleurs montré que R < 1.)

Pour résumer, on a donc montré que le rayon de convergence est R = 1, qu’il n'y a
convergence absolue en aucun point du bord du disque de convergence, et qu’il y a
convergence simple en 1 et —1, mais pas sur le reste du bord du disque de convergence.
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‘Exercice 75 : Développement en série entiére‘ corrigé en ligne

Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 des fonctions f définies ci-
dessous et préciser le rayon de convergence.
i) f(z) = (22 +3)~2 ii) f(x)=cos(x+1)

i) f(z)=v2—x

. -2 & (=2/3)"(n+1) _n

i) Pour z € D(0,3/2),on a f(z) = (1+ 22) ~ = Z %9()33 .
Le rayon de convergence est 3/2 (se vérifie en faisant le rapport de deux coefficients
consécutifs).

o0
ii) Pour z € R, f(z) = cos(x)cos(1l) — sin(x)sin(1) = > a,a™ ou on pose (pour tout
n=0
_1)" _qynt+l o,
n € N) ag, = %COSl et agpy1 = ((QiT)!sml.
Le rayon de convergence est 0.

S n
Pour z €] —2,2[, on a f(z) = vV2,/1-Z = 3 2(;,11)/2 (léz)x" (et donc le rayon de
n=0

convergence est au moins 2).

iii)

De plus, le rayon de convergence ne peut pas étre plus grand que 2 car 111112 fl(z) = —00
z—

(qui empéche un développement en série entiére de rayon R > 2), donc il est égal a 2.

Exercice 76 : Sommes de séries entiéres‘ corrigé en ligne

Pour les séries entiéres suivantes (ol le premier terme est en n = 0), trouver le rayon de
convergence R, calculer la somme f(z) pour tout 2 €] — R,R[ et étudier ce qu’il se passe
siz==+R":

2n

) S (-1 5 i) S nan i) 3 oy
Soit f(x) la somme de la série en question.
i) Avec la régle de d’Alembert, on obtient R = 1.
1 1/2 1/2

) P— J—
On remarque tout d’abord que, pour n € N, on a ;> = 5.5 — 355

n_1/2  2n
& et

La régle de d’Alembert permet de dire que chacune des séries > (—1)

Z(—l)"%x% a aussi pour rayon de convergence R = 1.
On considére donc = €] — 1 ; 1], et la somme f(x) s’écrit donc comme différence des
sommes de deux séries entiéres :
Ey —1)" 2" _+oo —_1)" 1/2 2n_+oo —1)" 1/2  on
Zo( D v Zo( i Zo( i
n= n— n—
Ensuite on rappelle que (toujours pour x €] — 1,1[), on a
(&)

arctan(z) = > (—1)”#_%1:52"“, d’ou il découle que :

n=0
too p2n+1
zf(x) = ;(—1) mnz_1
+00 too
1/2 1/2
= —1)" 2n+1 _ —1)" 2n+1
n;)( Vo —1" nz:;)( Vo 1”
+oo —+oo
€ 12 o1 /2 4
= —— —1)" n+l _ —1)" n+1
2+n:( Vi —1® Z:O( Vo 1®
+o0 too
x 1/2 1/2
_ _ = -1 n+1 2n+3 —1)" 2n+1
g P2 g 2 (g e
n=0 n=0
2
1
__r_ Tt arctan(x)
2 2
On en déduit que pour z €] — 1,1[\{0} :
1 1 2
flz) = 1" ;x arctan(zx),
x

alors qu’ en z = 0, la somme vaut —1.
En 41 la somme converge absolument, et en fait elle converge méme normalement

sur D(0,1) car Y |a,| converge. f(£1) coincide avec la limite de —% — 1‘5;02 arctan(z)

(par continuité de la limite, du fait de la convergence normale sur [—1 ; 1]), et vaut
donc & — T .
27 1
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(o]
f 2_:
Le rayon de convergence de série étant égal a 17 on peut dériver pour z €] —1; 1[:

(o = gerks = Lonat Tl dion f(r) = 5 et R

ii) Pour || <1,ona:

De plus la série dlverge grossiérement quand x==1,donc R=1.

Avec la régle de d’Alembert, on obtient R = 1. De plus, on a la décomposition en
éléments simples :

iii)

n? 1 4
S L— .
(n+1)(n+2) n+1l n+2

La régle de d’Alembert permet de dire que chacune des séries »_ z™, > nﬂ”jl et ;%;
a aussi pour rayon de convergence R = 1.
On considére donc x €] — 1 ; 1], et la somme f(z) s’écrit donc comme différence des

sommes de trois séries entleres

f(m):Zm ZxJFZnH Zn+2
n=0
Or, pour z €] — 1,1[\{0}, on a
(o]
o > "=
n=0
. 3% ”;;:11 Z " = fz (on a le droit de dériver ainsi car on est a l'intérieur
n=0
du disque de convergence).
X nt1 O nt1
De plus, >° %- vaut O en z =0, donc > T-5 = —In(1 —2),
n=0 n=0
o0
d'ou Y n%rlx" = —L(lm_x)
n=0
o0 o0
1 z" Tt 1 _ 1 In(1—z)
Zn+2*52 = *;(*T*l)

n=0 n=1

On en déduit donc P'expression de f(x) pour z €] — 1,1[\{0} :

o= L) (0o )

1—=x T x

Pour |z] = 1, le terme général de la série ne converge pas vers 0, donc la série diverge.

B) Autres démonstrations

‘Exercice 83 : Somme de sinus‘ corrigé en ligne

On souhaite étudier la série entiere Y sin(n)z"
n=>0

1. On va commencer par montrer que la suite (sin n) ne tend pas vers 0 :

(a) Montrer qu’il existe € > 0 tel que [sin(1)| > 3¢, et que arcsine < 2e.

On pose alors n = arcsine.

7 étant irrationnel, 1 n’est pas multiple de 7, donc sin(1) # 0 et donc par exemple
= lsm(l)l satisfait |sin(1)| > 3e;.

De plus, la fonctlon 2+ arcsin(z) — 2z est nulle en = 0 ou sa dérivée vaut —1.

Donc elle est négative (au sens large) sur un intervalle [0,e5].

le nombre ¢

Alors le nombre € = min(ey,e2) convient.

Soit n € N tel que |sinn| < e. Montrer que [sin(n + 1)| > e.

Si [sinn| < ¢, alors il existe k € Z tel que km —n < n < kr+ 7. Il en découle que
|(n+1) — (kw4 1)] < n. Donc [sin(n + 1) — sin(km 4+ 1)| < 7, par le théoréme
des accroissements finis.

Dés lors [sin(n 4+ 1)| > [sin(kr + 1)| —n >3 —n > e.

En déduire que la suite sin(n) ne tends pas vers 0.

Pour montrer que sin(n) ne tend pas vers 0, il suffit que pour tout N € N, on
trouve un n € [N,00[ tel que [sin(n)| > €.

Soit donc N € N. Si |sin(n)| > ¢, alors n = N convient. Sinon [sin N| < € et
donc d’aprés la questions précédente, n = N + 1 convient.

la série entiére ) sin(n)z™, calculer sa
n>0

somme lorsque z € D(0,R), et étudier ce qu’il se passe si |z| = R.

Comme sin(n) ne tends pas vers 0, la série ) sin(n)z" diverge grossiérement sur C(0,1)

et R < 1. Or quand z = 1, (sin(n)z"™) est bornée, donc R > 1. Donc R = 1.

Enfin, pour z € D(0,1) et n € N, sin(n)z" = 5 ((z¢")"

11
1—ze? 1—ze—?

2. Déterminer le rayon de convergence R de

zZ

— (2¢7%)™) donc la somme

infinie vaut 2% (
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’ Exercice 84 : Fonction entiére ‘ corrigé en ligne

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Montrer que la série

entiere B
§ o e
n!
n>0
a un rayon de convergence infini.
Par définition du rayon de convergence, la suite (a, (R/2)") est bornée. Posons M une
borne de cette suite, on a alors que pour tout n € N, a,, < M (2/R)".

a
Pour tout z € C, on a ’—7:2" < M (212 /R)" qui est le terme général d’une série positive
n .

convergente (car la série exponentielle converge au point 2|z| /R), d’ou la convergence de
29
> 2"
n>0 n
Donc le rayon de convergence est infini.

Exercice 85 : Développement en série entiére corrigé en ligne

On souhaite réaliser un développement en série entiére de la fonction

1
— —
224+32+2

en zg = —4. Pour cela, on pose
g : h— f(z0+h) eC.
1. Déterminer ’ensemble de définition de f et g, et le développement en série entiére de
g en 0. On précisera le domaine de convergence.
2. En factorisant 22 + 3z 4+ 2 = (2 + 1)(z + 2), on obtient que f (resp g) est définie sur
C\ {-1, -2} (resp C\ {2,3}), puis on décompose, pour z € C\ {2,3} :

1 1 1 1

I =) = e S T oy -3 -2

la derniére égalité étant obtenue en cherchant des réels a,b tels que

1 _a n b
(z=3)(z-2)

donc tels que a(z — 2) + b(z — 3) = 1, ce qui donne a = 1 et b = —1. Maintenant on
utilise pour z € D(0,1) :
1 oo
1—z Z &
n=0

Donc, en posant w = 3z, pour w € D(0,3) :

3 > /1 \"
w—_g—‘g(W)'

Le méme calcul s’applique a 1/(z — 2) sur D(0,2). Il s’en suit que, pour z € D(0,2) :

1 I =l o, = 1, &santl_ntl
g(z)_Z_S_Z_Q__nZ:O?)nJ,-lz +nZ:02n+1z _Z gntl z

n=0

Le domaine de convergence de ce développement en série entiére est D(0,2) car d’une
part on I’a construit ci-dessus de sorte qu’il converge sur D(0,2), et d’autre part on
remarque qu’il y a divergence grossiére quand |z| > 2.

page 22/25



Math3A: analyse — L2 S&T — université de Bourgogne

année 2026/2027

3. En déduire le développement voulu. Préciser le domaine de convergence.
Maintenant, on peut remplacer f(z) = g(z +4) et :

e 3n+1 _ 2n+1
&= (e,
n=0

Le disque de convergence est D(—4,2) (d’'une part ¢a converge sur ce disque par
construction, d’autre part ga diverge grossiérement en dehors).

Exercice 86 : Exponentielle complexe‘ corrigé en ligne

Soit exp 'exponentielle complexe. Montrer qu’on a les relations suivantes pour z € C et
weCetneN:

eXpz = expz

exp(z +w) =expz-expw

exp(nz) = (exp z)"
exp z| = exp(Re 2)
ol Re z est la partie réelle de z.
o0
Rappelons exp(z) = > 2™/nl, cette série étant de rayon de convergence infini. Comme
n=0

les coefficients de la série entiére sont réels, on a :

Zz"/n' =expz.

exp(z

@D
”
=)
o
_|_
&
I
M8

1 _
EZ—’_w E:On'zk'n— Fur
n

Le produit de Cauchy donne : =0

o0 n 1
_ k. n—k __
= Z Z mz w = exp(z) exp(w).
n=0 k=0
Par récurrence, 1’¢ gahte exp(nz) = (expz)" en découle (schématiquement
exp(nz) = exp(z+z+---+ z) = (exp 2)").

Pour la derniére égalité, comme
vérifier | exp 2|2 = exp(Rez)?

et exp(Rez) sont des réels positifs, il suffit de
. Cette derniére égalité vient de :

|exp z|? = exp 26XpZ = exp zexp Z = exp(z + Z) = exp(2Rez) = exp(Rez)?.

Exercice 87 : Identification d’une fonction via une équation différentielle

D

n=>0

gne

Soit la série entiére
,1.2n+1

2n+1)(2n—1)---1

S(x) =

Trouver le rayon de convergence. Trouver une équation différentielle simple vérifiée par sa

+oo
somme S = )

n=(

En déduire que, pour tout = € R,

S(x) = e /2 / e /2 gt
Jo

Dans la suite, on adoptera la notation (2n+ 1)l = 2n+1)(2n—1)---3- 1.
On s’attend & un rayon de convergence infini, pour le démontrer il suffit de montrer

( L2+l )
(2n+1)N neN
n— 00

Puisque le rayon de convergence est infini, pour tout x € R la dérivé S’(x) se calcule en
dérivant chaque puissance a l'intérieur de la somme :

p2nt1
) (2n+1)(2n—1)---1°

que pour tout x € R, la série Y w, converge, ol (U, )neny = . Cela découle
n=0

“n+1,\,$j . 0

immédiatement de o

> 2n

Sl(x) = Z hv

n=0

avec la convention (—1)!! = 1.
On peut réécrire cette dérivée comme

Sl & £C2k B > x2n+2 - g
=1 n=

Ve e R, S (z) =1+ x5(x)
S0)=0

L’énoncé demande enfin d’en conclure que Vo € R, S(z) =
—z2/2

s’ /2 foz e~t’/24dt, ce qui
revient & montrer que x — S(x)e /2
z=0:
e Pour z € R, on pose g(z) =
S(x)ze /2 =
e g(0) = S(O)e*ﬂf/2 = 0.
e Donc Vz € R, g(z) = [ e=t/2 gt

I en découle bien que Vz € R, S(z) = e* /2 Iy e /2 dt.

est la primitive de ¢t — e~ qui s’annule en

§'(x)e”
1+a

S(x)e_IZ/Q. On remarque alors que ¢'(z) =
e=7"/2 (o la derniére égalité a utilisé la relation S’(z) =

())
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C) Exemples a ne pas suivre

’Exercice 91 : Modification des coefficients corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Montrer que pour tout
p € N*, la série entiére > aPz™ a pour rayon de convergence RP.
Sa réponse est ci-dessous :

»
. Ln -+ : ay,
ervme lim —"“ L=1/R, on a lim Q,TI

=1/RP, dome le r\wgm de wmmer\%emce
de Y abzm esk RP.

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes ?

e Commentaires sur la réponse : La relation « lim a;‘¢ = 1/R » n’est vraie que lorsque
"

la suite (%) est bien définie et admet une limite. Il n’y a pas de raison de penser

que ¢a soit le cas dans cet exercice (on a vu dans les exercices précédents des exemples

ou la suite aZ“ n’était pas bien définie a cause de divisions par zéro, tandis que
dans 'exercice [83] elle était bien définie mais on peut montrer qu’elle ne convergeait

pas).
e Ré-écriture de la réponse :

Comme les rayons de convergence sont donnés par des limites supérieures (qui existent
. . . . g
toujours), il faut montrer que limsup,,_, ., |aﬁ|1/" = (hm SUP,, oo |an|1/") .

Cette égalité découle directement de Pexercice [36]

Exercice 92 : Développement en série entiére corrigé en ligne

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
Sur C, donner ’ensemble de définition et le développement en série entiére de

Z > ﬁ en 0. Préciser le domaine de convergence.

Sa rép()nsc est ci-dessous :
2 1 o 2
. . o - ~2\n
Z + V4 ‘ < 1, oM o m = Z()(*J — Z )
n=

g)éborue

de u»—>ﬁ)

£admn®nedﬁm@lﬁmm@&kﬂewmmv+zg‘<l‘
<”%ﬁ<mﬁeonaam@du/[\s%fr@m\em+m?—1m\t

On 2|+ |27 <1 e |z

)
@@;\cﬂedmnedewwuengm%tﬂew D(O#)

Cette réponse vous semble-t-elle satisfaisante? Si ce n’est pas le cas, comment la
changeriez-vous pour que la réponse et la rédaction soient correctes?

e Commentaires sur la réponse :
— L’étudiant-e n’indique pas quel est lensemble de définition (demandé dans
l’énonceé).
— L’expression Y_(—z—22)" ne constitue pas une série entiére, car les séries entiéres

font apparaitre uniquement des puissances de z (avec des coefficients), mais ne
font pas apparaitre de puissances de « —z — 22 »

— L’ensemble {z € Z‘ ]z + z2| < 1} n’est pas un disque, et il y a une erreur pour le

calculer : I'étudiant-e a remplacé la condition « |z + z%| < 1» par « |2|+]2|* < 1»,
qui ne revient pas du tout au méme.

e Ré-écriture de la réponse :

— Tout d’abord, on identifie les racines du polynéme 22 + z + 1.
Une méthode plus rapide que le calcul du discriminant est de reconnaitre une

. 8.
somme géométrique : pour tout z € C\ {1}, 22 +2+1 = 11_ZZ qui s’annule en
e*2™/3 (de plus on vérifie que 1 n’est pas une racine).

L’ensemble de définition est donc C \ {e=2/7/3 ¢2i7/3},
— Dés lors, pour z € C\ {e=%7/3 ¢%7/3} on a Z2+1z+1 = ;3:11 = 1fz3 — zlfzg, qui

o0 (&) o0 o0
est égal, quand [2| <1 a 3 (23)F —2 Y (23)F = 3 230 — 3 23k+L
k=0 k=0 k=0

Les coefficients de la série entiére sont donc donnés par
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agr = 1
Vk € N, ask+1 = —1
a3k+4+2 = 0.

— Le domaine de convergence est D(0,1) car on a montré la convergence dans
D(0,1), et car la série diverge grossiérement lorsque |z| > 1.
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