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Math3A : analyse — L2 S&T Réponses

Exercice 1 : Limites de suites réelles

1. La suite (n coS (n +1)) admet-elle une limite 7 Si c’est le cas, combien vaut
cette limite ?

Comme lim cos(z) = 1, on a cos ( -) —— 1. Donc n cos (
z—0 n—00

cette suite tend vers +oo0.

+1) ~ n, donc

2. La suite ((—1) cos (n +2)) admet-elle une limite ? Si c’est le cas, combien
vaut cette limite ?

Comme liII(l) cos(z) = 1, la sous-suite ((—1)>"cos (5-5)) tend vers 1 tandis
z—

2n+2

que la sous suite (( 1)t cos ( tend vers —1. En conséquence, la

1
z7173))
suite ((—1)" cos (=15 +2))neN n’a pas de limite (parce qu’elle admet deux valeurs

d’adhérence distinctes).

Exercice 2 : Sommes partielles

1. a) Pour n € N, calculer I;OIH (555033 )

Pour n € N, on a
> In ($535228) = 3" (In(k + 2026) — In (k + 2025))
k=0

k+2025 =
202641 202541
= > In(z) = > In(i) =In(2026 + n) — In(2025)
i=2026 i=2025

“ i - n42026\ .
b) En déduire la nature de la série ) In (2£3322) ; si elle converge, calculer
e}
n+2026
> In (33553)-
n=0

Comme lim In(z) = +o00, on a lim In(2026 + n) = +oo (donc aussi
T—00 n—o0

lim In(2026+4 n)—In(2025) = 400). Donc la série Y In (2£2220) diverge
n—oo

42025
- n
et 3% In (82252) = +oc).
n—

2. a) Pour n € N, calculer > exp(2026 — k).

Pour n € N, on a

> exp(2026 — k) = exp(2026) 3 (1/e)" = exp(2026) e
k=0 k=0

b) En déduire la nature de la série Y exp(2026 — n); si elle converge,

calculer ) exp(2026 — n).
n=0

Comme lim (1(/32;:11_ L — i /_6)1_1, on déduit que la série converge et que
n—oo

> exp(2026 — k) = exp(2026) 5 —
k=0

e 62027
(1/6) = exp(2026) -5 = <.



Exercice 3 : Série positive Un-e étudiant-e a répondu a 1’énoncé suivant :
On considére une série Y x, telle que Vn € N, z,, > 0.

a) Montrer que s’il existe k € N tel que z; > 0, alors > x,, > 0.

n=0
00

b) En déduire que si Y z,, = 0, alors les x,, sont tous nuls.

n=0

I1/elle a écrit la réponse ci-dessous

a)f?kxk>0,aﬁofwiﬁaxmtee>0t:ﬂquea;k>5(/rmmv]«ﬂem
/rwt/rmfm\dnes:xkﬂ).cf@%% Zxk>k§O5:ne.

On lim ne = +oo, done Zxk——l—oo

n—o0

D 0, dome 3, > 0.
e/[x&w—l—oo> nZ::O:c >
>é8a c,o/nb’\a/rxomee de « (FkeN:2;,>0) = (§$n>0) > eak

n=0

(ke N:a,=0)= Y o, = 0. Cala membre gue i Y- 2, =0, alons

maum@imekeN:xk:().

1. Pour chacune des questions @ et EZ[), la réponse de l'étudiant-e est-elle
satisfaisante 7 Si ce n’est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la
réponse sont insuffisants et/ou faux.

Cela sera trés bien si vous identifiez précisément pourquot [’étudiant-e s’est
trompé-e. Mais st a la place vous démontrez rigoureusement quelque chose qui
contredit une affirmation de cet-te étudiant-e cela sera accepté aussi comme
Téponse.

a)

[e.9]
La preuve de « > xj, = 400 » est nécessairement fausse, puisqu’il y
k=0
a des cas ou ce n’est pas vrai (par exemple si Vn € N, z,, = m)
Dans le détail de ce qu’a écrit I’étudiant-e, le premier probléme est
de ne pas avoir définit précisément les nombres qu’il/elle manipule
et les quantificateurs (que sont k et n? Les affirmations sont elles
valables pour une valeur précise de k ou pour toutes les valeurs de
k? méme question pour n).
Ensuite, en rédigeant mal, I’étudiant-e s’est trompé-e : la propriété
« x> € » n'est a priori vraie qu’a un rang précis : le rang k pour
lequel I’énoncé indique que x; > 0. Or pour écrire Z T > Z e il

k=0 k=0
aurait fallu que « z; > ¢ » soit vraie pour tout k € [0,n] (avec un

e qui ne dépend pas de k). C’est pour ga que I’étudiant-e arrive a
une conclusion fausse.

Enfin, il y a une autre erreur (mais qui est sans conséquence sur

n
le raisonnement de I’étudiant-e) : en fait ) e est égal & (n + 1)e

k—
(parce qu’il y a n + 1 termes dans cette somme).

I y a une erreur sur la contraposée : la contraposée de
A = B est (nonB) = (nonA). Donc dans le cas présent,



la contraposée de « (Ik € N:zp>0) = (Z Ty > O) » est
n=0

oo
« <an<0) = (Vk e N:xz, <0)».
n=0
e La conclusion ne correspond pas a ce qu’a affirmé I'étudiant-e. Sa

oo

conclusion «si Y x, = 0, alors on aura bien Vk € N: x; =0 »,
n=0

correspondrait a une implication dans le sens contraire du

o
«(VkeN:zp,=0)= > z,=0» qu’il/elle avait écrit.
n=0
2. Pour chacune des questions @ et , si vous avez jugé que la réponse de
I'étudiant-e n’était pas bonne (ou pas assez bonne), réécrire complétement
la réponse en donnant une réponse correcte et satisfaisante.

a) Supposons qu’il existe k € N tel que x > 0. Alors il existe ¢ > 0 tel
que x> € (par exemple on peut prendre € = xy/2).
Pour n € [k;+oo[, on a alors Y z; > x; > € (c’est parce que la somme
i=0

n
> x; contient le terme xy, plus d’autre termes positifs ou nuls, que 'on
i=0

n
a » x; > xp). Les sommes partielles de la série > x,, sont donc (& partir
i=0

du rang k) toutes supérieures a e.

Or on a vu que en cours qu’une série a termes positifs est soit conver-

gente (vers un nombre réel, fini), soit de somme infinie. Donc la limite
o0

> x, existe nécessairement (mais pourrait étre infinie).
n=0
Ainsi, les sommes partielles ont une limite, or elles sont toutes supé-

rieures & ¢, donc leur limite est au moins égale a €.

o
On a donc montré que > z, = ¢ > 0.
n=0

[e.e]

b) La question ja)| a montré¢ que « (Ik € N:zy > 0) = <Z T, > 0) ».
n=0

La contraposée est donc vraie elle aussi, c’est a dire qu'on a

<<(an<0):>(Vk€N:xk<O)».
n=0

o0
En conséquence, quand on a > x, = 0 (comme dans I’énoncé), on a
n=0

oo

> x, <0, dou il découle que « Vk € N : z;, < 0». Or I’énoncé indique
n=0

que Vn € N, z, > 0. Donc Vn € N, z,, = 0.

Exercice 4 : Théoréme des gendarmes

1. Soient a, b, ¢, et d quatre nombres réels tels que a < b < ¢. Montrer que
|b—d| < max (|la —d|,|c—d|).
Indication : on pourra procéder par disjonction de cas, en montrant que i
d>balors |b—d| <|a—d| et que si d < b alors |b—d| < |c—d].
On procede par disjonction de cas :
Sid>b:alorsa—d<b—d<0,
donc |b—d|=d—-b<d—a=|a—d <max(la—d|,|c—d).



Sid<b:alors0<b—d<c—d,
donc |b—d|=b—d<c—d=|c—d| <max(|la—d|,|c—d).

On a bien obtenu que dans tous les cas, |b — d| < max (|a — d|, |c — d|).

2. Soient trois suites réelles (z,,)nen, (Yn)nen €t (2n)nen €t un nombre £ € R tels

qu’on ait a la fois Vn € N, y, < z, < 2z, et lim g, = lim z, = /.
n—oo n—oo

(a) Montrer que
Ve >0, 3N; € N:Vn € [Ns; +oo] : max (|y, — £, |z, — ¢]) <e.
Soit € > 0.
Comme lim y, =/, il existe N7 € N tel que

n—oQ
Vn € [Ny, +oo, |y, — ] < e.
De plus lim z, = ¢, donc il existe Ny € N tel que

n—o0

Vn € [Na, +ool, |z, — | < e.
Posons N3 = max(Ny,N,). Alors, quand n € [N3; +oof, on a a la
fois n > Ny et n = Ny, dou |y, —¢| < € et |z,—¥| < € donc
max (|yn, — |, |2, — {]) < e.

(b) En déduire que llm Ty = L.

Pour n € N, en gos:nt a = Yp, b = x,, c= 2z, et d = £, la question
nous indique que |z, — ¢] < max (|y, — |, |z, — £|). Cela montre que
Vn e N, |z, — 0] < max (ly, — |, |zn — {]).
Deés lors le résultat de la question [2a] implique que
Ve >0,dN3 € N:Vn € [N3; 400 : |z, — {| < e. Cela indique précisé-

ment que lim z, = /.
n—oo

3. Soient trois suites réelles (x,)nen, (Yn)nen €t (2n)nen €t deux nombres réels
(1 et l5 tels quon ait a la fois Vn € N, y, < x, < 2,, et lim y, = {1 et
n—oo

lim z, = {5.
n—oo

(la seule différence avec la question |9 est que l'on ne suppose pas que les
suites (yn) et (z,) aient la méme limite)
Peut-on alors conclure que la suite (x,) converge ?
Indication : on pourra par evemple penser a la suite ((—1)"),, cx-
Non, on ne peut pas en conclure que la suite (x,) converge. Par exemple,
si (pour n € N) on pose =, = (—=1)", y, = —1 et z, = 1, alors en posant
¢4 = —1 et 5 = 1 on satisfait les hypothéses de la question (a savoir que
Vn eN, y, <z, < 2, et lim y, = ¢, et lim z, = {). Pourtant cette suite
n—oo n—o0

(x,) ne converge pas, car les sous-suites (za,) et (z2,.1) admettent deux
limites différentes (1 et —1).

Dans la suite de I'exercice, on cherche a généraliser ce résultat a des séries :

On considére donc trois séries réelles Y u,,, > v, et > w,, dont le termes généraux

satisfont : Vn € N, v, < u,, < w,.

4. On considére tout d’abord le cas ot les deux séries ) v, et > w, convergent

oo oo
et admettent la méme limite : > v, = > w,.
n=0 n=0
Démontrer que dans ce cas on a Vn € N, v, = u, = w,, et que la série > u,
[ee] o0 o0
converge donc et admet elle aussi la méme limite : Y u, = Y v, = > wy.
n=0 n=0 n=0

Indication : Que wvous ayez réussi ou pas a faire lexercice [3, vous étes
autorisé-e a utiliser le résultat montré en question de cet exercice @ Vous



pourrez par exemple vous intéresser (pour n € N) auzx termes x,, = wy, — V.
Pour n € N, on pose z, = w, — v,. Alors les x, sont tous positifs, et

comme les deux séries > w, et > v, convergent leur différence aussi et
oo

Y(wy —vp) = > wy— Y. v, =0.Onadonc > x, =0
n=0 n=0

n=0 = n=0

Donc d’apreés la question @ de l'exercice 3, on déduit que Vn € N, z,, = 0.
Ainsi, pour chaque n € N, comme u,, est entre v, et w, (qui sont égaux),
on a v, = u, = w,. Puis comme les trois séries Y u,, Y v, et Y w, sont
égales elles ont toutes la méme nature (donc convergente comme Y v,) et
leur somme est la méme.

5. Dans cette question on suppose toujours que Vn € N, v, < u, < w, et que
les deux séries Y v, et > w, convergent, mais cette fois ci on considére le

[e.9] oo
cas ol » . Vp # Y Wy,
n=0 n=0

(a) Démontrer que sous ces hypothéses, la série Y (u, — v,,) est de terme
général positif et est convergente.
De l'inégalité de ’énoncé (Vn € N, v, < u,, < w,) il découle que
Vn eN, 0 < u, — v, < w, —V,. Alnsi la série ) (u, — 1v,,) est de terme
général positif, et est majorée par la série convergente » (w,, — v,) (qui
converge comme différence de deux séries convergentes). Par comparai-
son de séries positives, elle converge donc.

(b) Peut-on en déduire que (sous ces hypothéses) la série > u,, converge ?
OnavVneN u,= u,—v, + Up

—_—— —~

terme général  terme général
d’une série d’une série
convergente convergente

u,, est donc le terme général d’une série convergente (comme somme de
deux séries convergente), c’est a dire que la série ) u,, est convergente.

Exercice 5 : Série entiére
On considére la série entiere > (—2%"/3").

a) Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére.

b) Pour z € D(0,R), calculer sa somme . (—z2"/3").

n=0

c) Déterminer toutes les valeurs de z € C ou cette série converge simplement.

Indication : vous n’étes pas obligé-e de faire les trois sous-questions dans cet ordre,
ce qui compte c’est d’avoir répondu a chacune des trois sous-questions par une
démonstration rigoureuse

e Soit z € C, tel que |22/3| < 1. Alors Y (2%/3)" = ﬁ%
n=0

Or pour z € C, (|22/3] < 1) & (]2%] < 3) & (|2 < V3).
Donc on a montré que Vz € D(0,1/3), Y (—22/3") = ﬁ%/?’
n=0
e Puisque la série entiére converge sur D(O,\/g), le rayon de convergence satis-
fait R > /3.

e Or quand |z| = /3, on a Vn € N, |—22"/3"|

= 3"/3" = 1, donc la série
diverge alors grossiérement. Il en découle que R < V3.



En conséquence, le rayon de convergence est v/3,
o0

on a Vz € D(O,R), Y (—2z*"/3") = #%/3, et on a montré que la série entiére
n=0

diverge sur le bord du disque de convergence (quand |z| = v/3). Donc le domaine
oil elle converge est D(0,1/3).



