
Contrôle Terminal – 17/12/2025 – 2h00
Math3A : analyse – L2 S&T

On vous demande d’accompagner chacune de vos réponses de justifications rigoureuses (démons-
trations). La note obtenue s’appuiera essentiellement sur la qualité de ces justifications.

Exercice 1 : Limite inférieure
Déterminer la valeur de lim inf

n→∞
((−1)n cosh(n)).

Exercice 2 : Séries entières

1. i) Déterminer le développement en série entière en 0 de la fonction z 7→ 1

1 + z2

ii) Préciser le rayon de convergence, et le domaine de convergence de la série entière
ainsi obtenue (c’est à dire l’ensemble des valeurs complexes z pour lesquelles elle
converge).

2. i) Déterminer le rayon de convergence R de la série entière
∑ 2 + (−1)n

n!
zn.

ii) Calculer la somme de cette série entière, sur l’intervalle ]−R,R[.

Exercice 3 : Rayon de convergence
Un·e étudiant·e a répondu à l’énoncé suivant :

Déterminer le rayon de convergence des des séries entières ci-dessous :
a)

∑
exp(−n)z2n b)

∑(
z

n+1

)n.
Il/elle a écrit la réponse ci-dessous

`affl) D’`a¯p˚r`èṡ ˜l´e `cˇr˚i˚t´èˇr`e `d`e `dffl’A˜l´e›m˜bfleˇr˚t, 1
R
= lim

n→∞
an+1

an
= lim

n→∞
exp(−(n+1))

exp(−n)

= lim
n→∞

exp(−(n+ 1) + n) = exp(−1)

.

D`o“n`c R = 1/ exp(−1) = e.
˜b) C`eˇtˇt´e ¯sfi`éˇr˚i`e `e›n˚tˇi`èˇr`e ¯s’`é´cˇr˚i˚t ∑ 1

(n+ 1)n
zn, `eˇt `o“nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e `cˇr˚i˚t´èˇr`e `d`e H`a`d`a‹m`a˚r`dffl :

1
R
= lim sup

n→∞
n

√
1

(n+1)n
= lim sup 1

n+1
.

O˚rffl ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl n 7→ 1
n+1

`eṡfi˚t `d`é´cˇr`o˘i¯sfi¯sfi`a‹n˚t´e, `d`o“n`c sup 1
n+1

= 1
0+1

= 1 (˜l´e ¯sfi˚u¯pffl `eṡfi˚t
`a˚tˇt´eˇi‹n˚t `e›nffl n = 0), `dffl’`o˘ùffl lim sup 1

n+1
= lim

(
sup 1

n+1

)
= lim(1) = 1.

D`o“n`c ˜l´e ˚r`a‹y´o“nffl `d`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ”vˆa˚u˚t 1.

1. Pour chacune des questions (a) et b)), la réponse de l’étudiant·e est-elle satisfaisante ? Si
ce n’est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la réponse sont insuffisants et/ou
faux.
Cela sera très bien si vous identifiez précisément pourquoi l’étudiant·e s’est trompé·e. Mais
si à la place vous démontrez rigoureusement quelque chose qui contredit une affirmation
de cet·te étudiant·e cela sera accepté aussi comme réponse.

2. Pour chacune des questions (a) et b)), si vous avez jugé que la réponse de l’étudiant·e
n’était pas bonne (ou pas assez bonne), réécrire complètement la réponse en donnant une
réponse correcte et satisfaisante.
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Exercice 4 : Convergence simple, ou uniforme ?

Pour n ∈ N, on pose fn :

 R → R

x 7→ 1

1 + exp(x− n)

1. La suite (fn) converge-t-elle simplement sur R ?
2. La convergence est-elle uniforme sur R ?
3. Pour a ∈ R, la convergence est-elle uniforme sur ]−∞ ; a] ?

Exercice 5 : Équivalence de suites et de séries
Rappel : Si vous ne savez pas traiter certaines questions vous pouvez admettre le résultat

pour l’utiliser dans les questions suivantes.

1. Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites réelles.
Rappelez la définition de la propriété « an ∼ bn »

2. Soient désormais deux suites réelles (xn)n∈N et (yn)n∈N telles que
∀ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n ∈ JN ; +∞J, (1− ε)xn ⩽ yn ⩽ (1 + ε)xn.

a) Montrer qu’il existe un rang N1 à partir duquel xn s’annule si et seulement yn s’annule
aussi.
C’est à dire qu’il faut montrer que ∃N1 ∈ N : ∀n ∈ JN1 ; +∞J, (xn = 0 ⇔ yn = 0).

b) Pour n ∈ N, on pose zn =

{
1 si xn = 0
yn
xn

si xn ̸= 0.

i) Étudier la convergence de la suite (zn).
ii) En déduire que xn ∼ yn.

3. Soient (αn)n∈N et (βn)n∈N deux suites positives (c’est à dire que pour tout n ∈ N, on a
αn ⩾ 0 et βn ⩾ 0). Montrer que

(αn ∼ βn) ⇔ (∀ε > 0,∃N ∈ N : ∀n ∈ JN ; +∞J, (1− ε)αn ⩽ βn ⩽ (1 + ε)αn).
Indication : il y a l’un des deux sens de l’équivalence pour lequel il suffit d’utiliser une
question précédente.

4. Soient (un)n∈N et (νn)n∈N deux suites positives, telles que un ∼ νn, et que la série
∑

un

converge. Pour n ∈ N on pose rn =
∞∑
k=n

uk.

a) Montrer que ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀m ∈ JN ; +∞J, ∀p ∈ Jm ; +∞J,

(1− ε)
p∑

k=m

uk ⩽
p∑

k=m

νk ⩽ (1 + ε)
∞∑

k=m

uk.

b) Déduire que l’on peut définir une suite (qn)n∈N par qn =
∞∑
k=n

νk, et que cette suite

satisfait « qn ∼ rn ».
c) Si on désigne par (sn)n∈N et (tn)n∈N les sommes partielles des séries

∑
un et

∑
νn

(c’est à dire que pour n ∈ N, sn =
n∑

k=0

uk et tn =
n∑

k=0

νk), a-t-on nécessairement aussi

« sn ∼ tn » ?
Indication : vous pourrez construire un contre-exemple en modifiant le premier terme
de la série convergente de votre choix.
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