Controéle Terminal — 17/12/2025 — 2h00
Math3A : analyse — L2 S&T

On vous demande d’accompagner chacune de vos réponses de justifications rigoureuses (démons-
trations). La note obtenue s’appuiera essentiellement sur la qualité de ces justifications.

Exercice 1 : Limite inférieure
Déterminer la valeur de liminf ((—1)" cosh(n)).

n—oo

Exercice 2 : Séries entiéres

1.

i) Déterminer le développement en série entiére en 0 de la fonction z +— T
z

ii) Préciser le rayon de convergence, et le domaine de convergence de la série entiére
ainsi obtenue (c’est a dire 'ensemble des valeurs complexes z pour lesquelles elle
converge).

. , . L. N 2+ (_1)71 n

i) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z ¢

ii) Calculer la somme de cette série entiére, sur U'intervalle | — R, R].

Exercice 3 : Rayon de convergence
Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
Déterminer le rayon de convergence des des séries entieres ci-dessous :

a) > exp(—n)z"" b) 2 ()"

I1/elle a écrit la réponse ci-dessous

a) ﬂ)'a/r\néb le critene de d'tlembert, + = lim “ = lim exp(=(nt1))

n—oo n n—soo  xp(—n)
= lim exp(—(n+ 1) +n) = exp(—1)
n—oo

Dome R = 1/exp(—1) =e.

() Cette soric embizne sZcnit = — 27, ek om ubilise le critone de Fadamand. -

(n+1)"
£ = h?j}ip 1"/ﬁ = limsup 5.
On la i anLHmtdémMAamte,do/msupn%lzlzl(ﬁeweat

0+1
atkeimk em n = ()), dott limsupn+rl = lim (sup n+r1) =lim(1) = 1.

. Pour chacune des questions @ et EZ[), la réponse de I'étudiant-e est-elle satisfaisante 7 Si

ce n'est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la réponse sont insuffisants et/ou
faux.

Cela sera trés bien si vous identifiez précisément pourquot ’étudiant-e s’est trompé-e. Mais
st a la place vous démontrez rigoureusement quelque chose qui contredit une affirmation
de cet-te étudiant-e cela sera accepté aussi comme réponse.

. Pour chacune des questions @ et EI[), si vous avez jugé que la réponse de 'étudiant-e

n’était pas bonne (ou pas assez bonne), réécrire complétement la réponse en donnant une
réponse correcte et satisfaisante.
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Exercice 4 : Convergence simple, ou uniforme ?
R—R
: 1
Pour n € N, on pose f, : N
1+ exp(z —n)

1. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur R ?
2. La convergence est-elle uniforme sur R ?

3. Pour a € R, la convergence est-elle uniforme sur | — oo ; a|?

Exercice 5 : Equivalence de suites et de séries
Rappel : Si vous ne savez pas traiter certaines questions vous pouvez admettre le résultat
pour l'utiliser dans les questions suivantes.

1. Soient (ay)nen €t (by)nen deux suites réelles.
Rappelez la définition de la propriété « a,, ~ b, »

2. Soient désormais deux suites réelles (z,,)nen €t (Yn)nen telles que
Ve>0,IN eN:Vne[N; +oof, 1 —¢)z, <yn < (1 +¢)zy.

a) Montrer qu’il existe un rang N; a partir duquel z,, s’annule si et seulement y,, s’annule
aussi.
C’est a dire qu’il faut montrer que 3N, € N : Vn € [Ny ; +oo[, (z, =0 < y, = 0).
1 six,=0
dosiox, # 0.

In

b) Pour n € N, on pose z, = {

i) Etudier la convergence de la suite (z,).
ii) En déduire que z,, ~ y,.
3. Soient (ay)nen €t (Bn)nen deux suites positives (c’est a dire que pour tout n € N, on a
a, =0 et B, > 0). Montrer que
(ap ~ By) < (Ve >0,IN e N:Vn € [N; +oof,(1 —¢e)a, < Bn < (1 4+¢) ).
Indication : il y a l'un des deux sens de l’équivalence pour lequel il suffit d’utiliser une
question précédente.
4. Soient (un)nen et (Vn)nen deux suites positives, telles que u,, ~ v, et que la série > u,

o
converge. Pour n € N on pose r, = ) uy.
k=n

a) Montrer que Ve > 0, 3N € N, Vm € [N ; +oo[, Vp € [m; +o0],
p p 00
(I—e) X u< Y < (1+e) 2w
k=m k=m k=m

o0
b) Déduire que l'on peut définir une suite (g,)nen par g, = Y. vk, et que cette suite
k=n
satisfait « g, ~ r, ».

c¢) Si on désigne par (S,)nen €t (tn)nen les sommes partielles des séries > u, et Y v,
n n
(c’est a dire que pour n € N, s,, = > wy et t, = > 1), a-t-on nécessairement aussi
k=0

k=0
&Sy ~ty»?

Indication : vous pourrez construire un contre-exemple en modifiant le premier terme
de la série convergente de votre choix.
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