
Contrôle terminal – 10/06/2026 – 2h
Math3A : analyse – L2 S&T

Exercice 1 : Limites de suites réelles

1. La suite
(
n cos

(
1

n+1

))
n∈N

admet-elle une limite ? Si c’est le cas, combien vaut
cette limite ?

2. La suite
(
(−1)n cos

(
1

n+2

))
n∈N

admet-elle une limite ? Si c’est le cas, combien
vaut cette limite ?

Exercice 2 : Sommes partielles

1. a) Pour n ∈ N, calculer
n∑

k=0

ln
(
k+2026
k+2025

)
.

b) En déduire la nature de la série
∑

ln
(
n+2026
n+2025

)
; si elle converge, calculer

∞∑
n=0

ln
(
n+2026
n+2025

)
.

2. a) Pour n ∈ N, calculer
n∑

k=0

exp(2026− k).

b) En déduire la nature de la série
∑

exp(2026 − n) ; si elle converge,

calculer
∞∑
n=0

exp(2026− n).

Exercice 3 : Série positive Un·e étudiant·e a répondu à l’énoncé suivant :
On considère une série

∑
xn telle que ∀n ∈ N, xn ⩾ 0.

a) Montrer que s’il existe k ∈ N tel que xk > 0, alors
∞∑
n=0

xn > 0.

b) En déduire que si
∞∑
n=0

xn = 0, alors les xn sont tous nuls.

Il/elle a écrit la réponse ci-dessous

`affl) S̊iffl xk > 0, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ε > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e xk > ε (¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e `o“nffl
¯p`eˇu˚t ¯p˚r`e›n`d˚r`e ε = xk/2). A˜l´o˘r¯s n∑

k=0

xk >
n∑

k=0

ε = nε.
O˚rffl lim

n→∞
nε = +∞, `d`o“n`c ∞∑

k=0

xk = +∞.

D`e ¯p˜lˇu¯s +∞ > 0, `d`o“n`c ∞∑
n=0

xn > 0.

˜b) L`affl `c´o“n˚tˇr`a¯p`oşfi`é´e `d`e « (∃k ∈ N : xk > 0) ⇒
(

∞∑
n=0

xn > 0

)
» `eṡfi˚t

(∀k ∈ N : xk = 0) ⇒
∞∑
n=0

xn = 0. C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl ∞∑
n=0

xn = 0, `a˜l´o˘r¯s
`o“nffl `a˚u˚r`affl ˜b˘i`e›nffl ∀k ∈ N : xk = 0.

1. Pour chacune des questions (a) et b)), la réponse de l’étudiant·e est-elle
satisfaisante ? Si ce n’est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la
réponse sont insuffisants et/ou faux.
Cela sera très bien si vous identifiez précisément pourquoi l’étudiant·e s’est
trompé·e. Mais si à la place vous démontrez rigoureusement quelque chose qui
contredit une affirmation de cet·te étudiant·e cela sera accepté aussi comme
réponse.



2. Pour chacune des questions (a) et b)), si vous avez jugé que la réponse de
l’étudiant·e n’était pas bonne (ou pas assez bonne), réécrire complètement
la réponse en donnant une réponse correcte et satisfaisante.

Exercice 4 : Théorème des gendarmes
1. Soient a, b, c, et d quatre nombres réels tels que a ⩽ b ⩽ c. Montrer que

|b− d| ⩽ max (|a− d| , |c− d|).
Indication : on pourra procéder par disjonction de cas, en montrant que si
d > b alors |b− d| ⩽ |a− d| et que si d ⩽ b alors |b− d| ⩽ |c− d|.

2. Soient trois suites réelles (xn)n∈N, (yn)n∈N et (zn)n∈N et un nombre ℓ ∈ R tels
qu’on ait à la fois ∀n ∈ N, yn ⩽ xn ⩽ zn et lim

n→∞
yn = lim

n→∞
zn = ℓ.

(a) Montrer que
∀ε > 0, ∃N3 ∈ N : ∀n ∈ JN3 ; +∞J : max (|yn − ℓ| , |zn − ℓ|) < ε.

(b) En déduire que lim
n→∞

xn = ℓ.

3. Soient trois suites réelles (xn)n∈N, (yn)n∈N et (zn)n∈N et deux nombres réels
ℓ1 et ℓ2 tels qu’on ait à la fois ∀n ∈ N, yn ⩽ xn ⩽ zn, et lim

n→∞
yn = ℓ1 et

lim
n→∞

zn = ℓ2.

(la seule différence avec la question 2 est que l’on ne suppose pas que les
suites (yn) et (zn) aient la même limite)
Peut-on alors conclure que la suite (xn) converge ?
Indication : on pourra par exemple penser à la suite ((−1)n)n∈N.

Dans la suite de l’exercice, on cherche à généraliser ce résultat à des séries :
On considère donc trois séries réelles

∑
un,

∑
νn et

∑
wn, dont le termes généraux

satisfont : ∀n ∈ N, νn ⩽ un ⩽ wn.
4. On considère tout d’abord le cas où les deux séries

∑
νn et

∑
wn convergent

et admettent la même limite :
∞∑
n=0

νn =
∞∑
n=0

wn.

Démontrer que dans ce cas on a ∀n ∈ N, νn = un = wn, et que la série
∑

un

converge donc et admet elle aussi la même limite :
∞∑
n=0

un =
∞∑
n=0

νn =
∞∑
n=0

wn.

Indication : Que vous ayez réussi ou pas à faire l’exercice 3, vous êtes
autorisé·e à utiliser le résultat montré en question b) de cet exercice 3. Vous
pourrez par exemple vous intéresser (pour n ∈ N) aux termes xn = wn − νn.

5. Dans cette question on suppose toujours que ∀n ∈ N, νn ⩽ un ⩽ wn et que
les deux séries

∑
νn et

∑
wn convergent, mais cette fois ci on considère le

cas où
∞∑
n=0

νn ̸=
∞∑
n=0

wn.

(a) Démontrer que sous ces hypothèses, la série
∑

(un − νn) est de terme
général positif et est convergente.

(b) Peut-on en déduire que (sous ces hypothèses) la série
∑

un converge ?
Exercice 5 : Série entière
On considère la série entière

∑
(−z2n/3n).

a) Déterminer le rayon de convergence R de cette série entière.

b) Pour z ∈ D(0,R), calculer sa somme
∞∑
n=0

(−z2n/3n).

c) Déterminer toutes les valeurs de z ∈ C où cette série converge simplement.
Indication : vous n’êtes pas obligé·e de faire les trois sous-questions dans cet ordre,
ce qui compte c’est d’avoir répondu à chacune des trois sous-questions par une
démonstration rigoureuse


