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Math3A : analyse — L2 S&T
Exercice 1 : Limites de suites réelles

1. La suite (n coS (n+1)) admet-elle une limite 7 Si c’est le cas, combien vaut
cette limite ?

2. La suite ((—1)" cos (%ﬂ))neN admet-elle une limite ? Si c’est le cas, combien
vaut cette limite ?

Exercice 2 : Sommes partielles

L) Pour n € N calnler 3 n (32308).

o - n42026\ .
b) En déduire la nature de la série ) In (2£3322) ; si elle converge, calculer
n+2026
E In (745555)-

2. a) Pour n € N, calculer > exp(2026 — k).

b) En déduire la nature de la série Y exp(2026 — n); si elle converge,

calculer ) exp(2026 — n).
n=0

Exercice 3 : Série positive Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
On considére une série Y x, telle que ¥n € N, z,, > 0.

[o.¢]
a) Montrer que s’il existe k € N tel que 2 > 0, alors > x,, > 0.
n=0

o0
b) En déduire que si > x, = 0, alors les x,, sont tous nuls.

I1/elle a écrit la réponse ci-dessous

a)gjixk>0,aﬁomigmtee>0t:£qu3€k>a(/rmnmmr&em
/r\e,ut/r\rwndnegza:kﬂ)cjbﬂofw Z$k>k§]5:”5-

On lim ne = +oo, done Zxk——i—oo

n—o0

@e +00 >0, demc T, > 0.
/[\QALA n;o

8 de « Bk eN:z;>0 (Oo \ o) s esk
> a wnl’f\a/r@aee < eEN:zp,>0) = ;_:Oj >
(VkeN:xk:O):>Zmn:0.(€eﬂammbmquem an:(),aﬂefus

n=0 n=0
mauna@{e/n‘v’k‘GN:xk:O.

1. Pour chacune des questions ()] et [b)]), la réponse de I'étudiant-e est-elle

satisfaisante 7 Si ce n’est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la
réponse sont insuffisants et/ou faux.
Cela sera trés bien si vous identifiez précisément pourquoi I’étudiant-e s’est
trompé-e. Mais si a la place vous démontrez rigoureusement quelque chose qui
contredit une affirmation de cet-te étudiant-e cela sera accepté aussi comme
Téponse.



2. Pour chacune des questions @ et EZ[), si vous avez jugé que la réponse de
I'étudiant-e n’était pas bonne (ou pas assez bonne), réécrire complétement
la réponse en donnant une réponse correcte et satisfaisante.

Exercice 4 : Théoréme des gendarmes

1. Soient a, b, ¢, et d quatre nombres réels tels que a < b < ¢. Montrer que
|b—d| < max (la —d|,|c—d|).

Indication : on pourra procéder par disjonction de cas, en montrant que i
d>balors |b—d| < |a—d| et que si d < b alors |b—d| < |c—d|.

2. Soient trois suites réelles (,)nen, (Yn)nen €t (2n)nen €t un nombre £ € R tels

qu’on ait a la fois Vn € N, y, < z, < z, et lim y, = lim z, = /.
n—0o0 n—oo

(a) Montrer que
Ve >0, 3N; € N:Vn € [Ns; +oo] : max (|y, — £, |z, — ¢]) <e.
(b) En déduire que lim z,, = (.
n—oo
3. Soient trois suites réelles (2, )nen, (Yn)nen €t (2n)nen €t deux nombres réels
(1 et {5 tels qu'on ait a la fois Vn € N, y, < z, < z,, et lim y, = {1 et
n—00

lim z, = /5.
n—0o0

(la seule différence avec la question |9 est que l'on ne suppose pas que les
suites (yn) et (z,) aient la méme limite)

Peut-on alors conclure que la suite (z,,) converge ?
Indication : on pourra par evemple penser a la suite ((—1)"),, cx-
Dans la suite de ’exercice, on cherche a généraliser ce résultat a des séries :

On considére donc trois séries réelles Y u,, > v, et > w,, dont le termes généraux
satisfont : Vn € N, v, < u,, < w,.

4. On considére tout d’abord le cas ot les deux séries ) v, et > w, convergent
oo oo
et admettent la méme limite : > v, = > w,.
n=0 n=0
Démontrer que dans ce cas on a Vn € N, v,, = u, = w,, et que la série > u,
oo o0 o0
converge donc et admet elle aussi la méme limite : Y w, = Y v, = > wy.

Indication : Que wvous ayez réussi ou pas a faire lexercice [3, vous étes
autorisé-e a utiliser le résultat montré en question de cet exercice @ Vous
pourrez par exemple vous intéresser (pour n € N) auz termes x, = w, — Vy.
5. Dans cette question on suppose toujours que Vn € N, v, < u, < w, et que
les deux séries Y v, et > w, convergent, mais cette fois ci on considére le

[e.e] oo
cas ol y_ Up # Y Wy,
n=0 n=0

(a) Démontrer que sous ces hypothéses, la série Y (u, — v,,) est de terme
général positif et est convergente.
(b) Peut-on en déduire que (sous ces hypothéses) la série > u,, converge ?
Exercice 5 : Série entiére
On considére la série entiere > (—2%"/3").

a) Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére.

b) Pour z € D(0,R), calculer sa somme Y (—z*"/3").

n=0
c) Déterminer toutes les valeurs de z € C oul cette série converge simplement.
Indication : vous n’étes pas obligé-e de faire les trois sous-questions dans cet ordre,
ce qui compte c’est d’avoir répondu a chacune des trois sous-questions par une
démonstration rigoureuse



