Controle terminal — 18/12/2024 — 2h
Math3A : analyse — L2 S&T Réponses

L’énoncé est constituée d’exercices indépendants (il n’est pas nécessaire d’avoir réussi un
exercice pour pouvoir faire les autres) dont les deux premiers portent sur le théoréme suivant :

Théoréme de dérivation d’une limite de fonctions
Soit une suite ( f,)nen de fonctions réelles, définies sur un intervalle I C R et telles que

i) pour chaque n € N, la fonction f, est de classe C! sur I.
ii) (fn)nen converge simplement sur I vers une fonction f: 1 — R.

iii) (f!)nen converge uniformément sur I vers une fonction g : I — R.

Alors, la fonction f est de classe C! sur I, et sa dérivée est g.

Exercice 1 : Preuve du théoréme

On considére des fonctions f et g et une suite (f,).en de fonctions réelles, définies sur un
intervalle I C R, qui satisfont les hypothéses , et du théoréme.

Cet exercice vise a démontrer qu’alors f est de classe C* sur I, et que sa dérivée est g.

1. Justifier que la fonction g est nécessairement continue sur /.
Toutes les fonctions f/ sont continues, or g est leur limite uniforme sur I, donc g est
continue sur /.

2. Dans cette question, on fixe un nombre zy € I. On va chercher a démontrer que f est
dérivable en xq et que f'(xo) = g(xo).
(a) Exprimer avec des quantificateurs l'affirmation « g est continue en xg ».
Ve > 0,30 > 0: VYV €|zg — d,x0 + I[N, |g(x) — g(x0)| < &.
(b) Exprimer de méme affirmation « (f))nen converge uniformément sur I vers g ».
Ve > 0,dN € N:Vn € [N;4oo[,Vx € L,|f](x) — g(x)| < e.
[z,20] siz<

(c¢) Pour x € I, on désigne par Iy(x) Uintervalle Iy(z) = _ *
[To,x] siz >z

0
0-
Justifier que pour tout n € N et tout x € I, il existe un nombre h,(x) € Iy(z) tel
que fu(z) — fulz0) = (& — 20) f1(n(2)
On utilise le théoréme des accroissements finis :
Pour chaque n € N et chaque = € I, le caracteére C! de f,, sur I(z) donne (d’aprés
le théoréme des accroissements finis) 'existence d’un nombre dans Iy (on choisit de
noter ce nombre h,(z)) tel que f,(z) — fu(zo) = (z — x0) f} (hn(x)).
(d) Gréce aux résultats des questions et [2d, montrez que
Ve>0,40 >0:dN € N:
Vn € [N;+oo[,Va €]y — 6,20 + 6N, | fu(2) — fulzo) — (x — 0)g(20)| < % |2 — 20].
Indications :
o Vous serez peut-étre amené-e o utiliser le résultat des questions[2d et[2 pour une
autre valeur de € (par exemple €/2 ou €/3 ou quelque chose d’analogue).
o Vous serez probablement amené-e a décomposer f|(h,(x)) — g(xo) sous la forme
(fo(h()) = g(hn(2))) + (9(hn(x)) — g(20))-
Soit € > 0.
En question [2a] on avait une affirmation vraie pour tout & > 0, donc
elle est vraie en particulier pour &/3. Ainsi, il existe § > 0 tel que
Vo €]xg — d,x0 + 0[N, | f(x) — f(z0)| < /3.
De méme, la question indique qu’il existe N € N tel que
Vn € [N;4oo[,Vx € I,|f! (z) — g(x)| < &/3.



Pour tout n € [N; +o0o[ et pour tout z €]zg — §,z9 + §[NI, on a alors
(@) = ful@o) = (x = z0)g(o)]
= [fa(hn(@)) = g(z0)| |z = @o| = [ £ (hn(2)) = g(hn(@)) + g(hn(2)) = g(0)| [ — 2ol
< (|2 (hn(2)) = g(hn(2))] + [g(hn () = g(0)|) |2 — o
Mais comme n > N, on a |f (h,(z))—g(h.(z))] < ¢€/3, et comme
ho(x) € Iy(x) Clag — 0,20 + 0[N, on a |g(h,(z)) — g(xo)] < /3.
Donc | fu(x) = fu(xo) — (x — m0)g(x0)] < (§+ %) |z — o, qui est bien le résultat
demandé.
(e) En déduire que Ve > 0,36 > 0: Vo €|xg — d,20 + 0[N \ {0},
1£(2) — Flo) — (= — w0)g(z0)| < &
Soit € > 0. On vient de montrer qu’il existe 6 > 0 tel que
aN e N:Vn > N,V €|zg — 0,20 + I[N,
[fu(@) = fulz0) = (2 = z0)g(wo)| < 5 |2 — wol.
Pour z €|xg — §,20 + 0[N \ {20}, on a alors
|f () = f (o) — (x = w0)g(20)]
= nh_)rglo |fu(z) = fulzo) — (. — x0)g(x0)| (par convergence simple de (f,)nen vers f).
< 3 S |x — xo| car a partir d'un certain rang, tous les termes sont <
<elw— | car |z — x| A0 et £ <e.

%5 |z — xo].

(f) Conclure que f est dérivable en z( avec f'(xo) = g(xo).

On vient de démontrer que
Ve > 0,36 > 0:Vx €]zg — 0,20 + 0[N\ {z0}, ‘M —g(zg)| < e.

T—x0
Cela indique précisément que xlgilo %ﬁé”ﬁo) = g(zo).

Donc f est dérivable en zg avec f'(xg) = g(zo).
3. Conclure que f est de classe C! sur I avec f' = g.

La démonstration effectuée en question [2] est valable pour tout xy € I, donc on a montré
que pour tout zg € I, f est dérivable en xy avec f'(zg) = g(zo).

Cela signifie précisément que f est dérivable sur [ avec f' = g. Or g est continue, donc f
est bien de classe C! sur I.

Exercice 2 : Convergence vers la valeur absolue
R—R

T 4 Ja2+ L

n

Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : {

1. Démontrer que ( fﬂ),lew (onurg(‘, simplement sur R vers la fonction valeur absolue.

Pour z € R, on a lim 22 —|— = 22 € RT. De plus, la fonction racine carré est continue sur
n—oo
R*, donc lim (/22 + 1 = Va2 = |z|.
n—00 n

Donc (f,)nen+ converge simplement sur R vers la fonction valeur absolue.

2. Démontrer que chaque fonction f,, est de classe C! sur R, et calculer sa dérivée.
Soit n € N*.
La fonction z — 2% 4+ L est C* de R dans [%; +00[C R%. De plus la fonction racine carré

est C! sur R%. Donc la fonction f,, est C' sur R, comme composée de fonctions C'.
2x T

Pour x € R, on obtient (par dérivée de fonctions composées) :f/(x) = \/ = \/

1 1°
24 = 2, =
2m+n x+n



3. Utilisez le théoreme de dérivation d’une limite de fonctions pour démontrer que (f),en-
ne converge pas uniformément sur R.
On vient de montrer que I’hypothese [i)| du théoréme de dérivation est satisfaite. De plus
la question précédente montre une convergence uniforme qui implique une convergence
simple, que sorte que 'hypothése [ii)| est satisfaite avec f : x +— |z|.
Si I’hypothése était aussi satisfaite, le théoréme indique que f serait de classe C!. Ce
n’est pas le cas car f n’est pas dérivable en 0. Donc 'hypothése n’est pas satisfaite,
c’est a dire que (f!),en+ ne converge pas uniformément sur R.

*

4. Montrer que sur R*
(que 'on notera g dans la suite de cet exercice).

et sur R* | la suite (f]),en+ converge simplement vers une fonction

Pour z € R* on a lima? + 1 = z? dou (par continuité de z +~— /)
n—oo
1 sixz >0
lim /22 + L = /22 = |2 et finalement lim f,(7) = & = .
n—o0 " n—00 2l -1 siz <0.
5. Montrer que pour tout n € N*/ sup |f/(z) — g(z)] = 1. En déduire que (f]),en+ ne
ICh;
converge pas uniformément sur R?. Indication : on pourra étudier la monotonie de
T —— — 1 sur R et ses limites en 0 et en +oo.

14 nx?

Soit n € N*. Pour x € R%, on a

fi(x)—g(x) = —*2—-1 = ———1. Or z +— - est décroissante sur
2 l 1 L ni
Vm‘+n \ Y
R%, donc x+— (/1 + L aussi, donc z — 1 / @/1—1—# est croissante sur R7, et

nz?

T (1/, /1+ n_iﬂ) — 1 (c’est a dire f] — g) est aussi croissante.

Or (1/,/1—#”—;2 —1 tend vers —1 en 0 et vers 0 en +oo. Donc
|fl(z) — g(x)] = g(x) — f(x) qui définit une fonction décroissante qui tend vers 1

en 0 et vers 0 en +o00.
Il en découle que sup |f.(z) — g(z)| = 1.

zERY
Si la suite (f;,) convergeait uniformément sur R’ vers une fonction, elle convergerait aussi
simplement vers cette fonction, qui coinciderait donc avec g (par unicité de la limite).

Or la suite | sup |f!(z) — g(x)| ne tends pas vers 0, donc (f}),en+ ne converge pas

R*
. TERY neN*
uniformément vers g sur RY.

Donc la suite (f},)nen+ ne converge pas uniformément sur R .

6. Soit 0 > 0. Montrer que sur [§, + oo, la suite (f!),en+ converge uniformément.
Soit n € N*. On a déja montré que = — |f!(z) — g(x)| est une fonction décroissante sur
R* qui tend vers 0 en +o0.

Donc sup |fi() = g(@)| = 1f2(8) = g(O)| = 1= 1/4/1+ L.

z€[d,+o0]
Or lim - = 0 dou lim1 — 1/\/14—# = 0, cest a dire que

lim  sup |f,(z) = g(x)] = 0.

n—oo w€[5,+oo[

Donc (f])nen+ converge uniformément vers g sur [, + ool.

Exercice 3 : Séries entiéres

1. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres ci-dessous :



: n n—1_n o n!
i) Y(-1) 2= i) ¥
Dans chacun des deux cas, on va désigner par (a,) les coefficients de la série entiére.

n(n+1)
(n+2)(n—1)

An41
an

i) On constate que pour n € N\ {1},

‘ qui tends vers 1 (quand
n — 00). Donc le rayon de convergence est 1.

. ) L. | . . 1 sidn:i=n!
ii) Les coefficients de la série ) 2™ sont donés (pour ¢ € N) par a; = 0 s
sinon.

Comme la plupart de ces coefficients sont nuls, une division par 0 empéche générale-
an41

n

ment de calculer
On constate toutefois que si |z| < 1, alors Vn € N, |2"| < [2"], or la série ) 2"
converge absoluement (car la série entiére ) z™ a rayon de convergence R = 1, de
sorte que quand |z| < 1 on est & Uintérieur du disque de convergence, il y a donc
convergence absolue), donc la série Y 2™ converge absolument.

Au contraire si |z| > 1, alors ¥n € N, ‘z”" > 1, d’ou la divergence grossiére.

Donc le rayon de convergence de > 2™ vaut 1.

2. Montrer que la fonction x +— (1 —x) cos (wx) est developpable en série entiére au voisinage
de 0. Déterminer les coefficients de ce développement en série entiére, et son rayon de

convergence.
+00

2n
Pour z € R, on a cos (mz) = > (—1)”(9(”;3), ot la somme converge bien car le rayon de
=0 '
T 2n ' . . . .
convergence de »_ (—1)" Gyt est +00 (de sorte que zm est bien a I'intérieur de son disque
n=0 ’
de convergence).
+too 2n,..2n 2n+1,.2n
Donc (1 — z)cos (rx) = > (=)=
n=0 )
k
“+o00 a9 = _1 ki
que l'on peut écrire sous la forme > a,z" ou Vk € N, ? =1 (fﬁ'l 2k
n=0 as1 = (=)™ G-
0] i écri S [n/2] x2*/2l n
n peut aussi ’écrire ZO(—I) B~ -
n—=
Le rayon de convergence est +00 car on a montré que la somme converge quelque soit

r e R.

Exercice 4 : Rayon de convergence
Un-e étudiant-e a répondu a 1’énoncé suivant :

Pour chaque série entiére » a,2" ci-dessous, déterminer son rayon de convergence R, et sa

o0
somme Y a,z" sur le disque D(0,R).
n=0

i) > cos(%)z" i) > (=1)" 2"




I1/elle a écrit la réponse ci-dessous

)1/P— lim %t — Jjy Untbg) g

n—-+o00

De /r\QA,ux quamd = L1 done %(‘(H(””)v” — cos3)
12’ OS5 )* —

an (:os( 5 )

n—-+o0o

11*() n=0

1 0
1 o S P . _ n ]/” - - . B
R o ILEIJPOC <an> T IZEIJ}»IX 71 < (llil) - <711*1>31X !L:’l) - *1
@ofnc R=-—1.
5 71 n
@E /r\&,ux (—1)”’# — (_1)11, o (n+)1 )
demne Z (_1)77, n,il P (_1)71271 . Z (;Jr)l oM — li»/ + n( j’s).
n=0 n=0 n=0 % z

1. Pour chacune des questions et , la réponse de I'étudiant-e est-elle correcte? Si ce
n’est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la réponse sont insuffisants et/ou

faux.

i)

ii)

Dans le critére de d’Alembert, il faut considérer et non pas simplement

An+1
an
L’étudiant-e écrit lim 22+ avant d’avoir montré que cette suite converge. En
a
n—+oo

fait, elle diverge, de sorte que I’égalité 1/R = lim

n—-+o0o

an4+1
a

an+1

n’est pas satisfaite.

Lorsque n est impair, a, est nul. Donc % est nul si n est pair, infini si n est
impair, et ne tends pas du tout vers 1.
nr cos(%f) =
L’égalité Z cos(%r)2" = ——2— ne fait aucun sens : si ) cos(%")z" existe, alors
n=0

elle depend unlquement de z, mais pas de n (n est une “variable muette”).

Le critére d’Hadamard est en fait % = limsup |a, |, avec une valeur absolue et
n——+oo
une limite supérieure.
1

L’étudiant-e écrit lim (a,)n avant d’avoir montré que la limite existe.
n——+00

0
L’étudiant-e affirme que lim (n—H)l/ " < lim L) . Cela n’a rien d’évident

n—-+oo n—-+oo n+l
et aurait du étre justifié.

Un rayon de convergence est toujours positif. L’affirmation “R = —1” ne fait
donc aucun sens.
+oo
Le calcul donnant ) (=1)" 172" = - + @ n’est pas assez détaillé et il se
n=0

trouve que son résultat est faux (on le verra en question suivante qui présente
un calcul correct).

+o00
Il aurait fallu préciser pour quelles valeur de z l'expression Y (— )"niﬂz" =
n=0

1%2 + w est valide : Ca ne peut pas étre D(0,1) tout entier car il y a une

division par z, donc ¢a nécessite z # 0.

2. Pour chacune des questions (ji)| et , si vous avez jugé que la réponse I'étudiant-e n’était

pas bonne (ou pas assez bonne), réécrire complétement la réponse en donnant une réponse

correcte et satisfaisante.



i)

i)

Les termes de la suite (cos ( 5 )) sont (1,0,—1,0,1,0,—1,0,1,...).

Les termes de la suite <’cos (% ! / ) valent donc 1 si n est pair et 0 si n est
neN*
impair. Leur limite supérieure vaut donc 1.
Donc R =1.
+o00o “+o00o 9
Et quand |z] < 1, on a Z Z = 7 (car |2 < 1) et ) 2*™ = = donc on a
= =0
= 4 = dnt+2 _ 1-22 1 '
Zocos(%) Zz"— ZOZ’” =g = e
n= n=
Pour n € N*, | #2& ((Ziégz‘ qui tends vers 1, donc le rayon de convergence vaut 1.
oo n41 nyn+1
De plus pour |z| < 1, In(1 + 2) = ZIL = Z 17)L+1
n—=

(Remarque : si on ne se souvient pas de ces coeﬂiczents, on peut les retrouver en se

+o00
souvenant que In(1 + z) a pour dérivée —— 1+ =S (=2)".)

n=0

+oo
De plus (toujours pour |z| < 1), 5 = > (—1)"2". En utilisant de plus la relation

n=0
“¥n € N, (—1)”7%rl = (1) = ¢ Jlr)n” on obtient que pour tout z € D(0,1) \ {0} :
™ n_n_ ™= = 1 In(1+42)
3 (1) = (-1 - 3 Gl = g ),

+o00

De plus, comme I’énoncé demande I'expression de Z_: (—=1)" 252" sur ensemble du

disque D(0,1) (et pas uniquement sur D(0,1) \ {O})_, on précise de plus que quand
z = 0, cette somme vaut simplement 0 (car tous les termes sont nuls).



