Controle terminal — 11/06/2025 — 2h
Math3A : analyse — L2 S&T

Exercice 1 : Nature de suites

Soit & € R* . Les suivantes sont définies pour n € N* (vous pourrez les noter (uy),en+). Pour
chacune de ces suites, déterminer si elle admet (ou pas) une limite, et lorsqu’elle existe, trouvez
cette limite.

i)

sin(n) —n n®

ii)

pr \/N—T—\/ﬁ i) n? (In (1 +2) — L) sin (n%)

Exercice 2 : Croissance d’une limite de fonctions croissantes
Pour chaque n € N, on désigne par f, une fonction réelle f,, : R — R. De plus, on désigne
par g une autre fonction réelle : g : R — R.

1. Dans cette premiére question, on suppose que les hypothéses

{Chacune des fonctions f,, est croissante. (i)

La suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers g, (ii)

sont toutes les deux satisfaites, et on va montrer que dans ce cas la fonction g est elle
meéme croissante :

(a) Exprimer a laide de quantificateurs la condition ().
(b) De méme, exprimer la condition (i) & 'aide de quantificateurs.

(¢) En utilisant ces deux conditions (f]) et (i), montrez que
Vr € R, Yy € [x; 400, Ve > 0, g(x) —g(y) <e
Indication : pour un n bien choisi, on pourra utiliser [’égalité

9(x) = g(y) = (9(x) = fu(2)) + (ful2) = fu(¥) + (fn(y) — 9(¥))-

(d) En déduire que la fonction g est croissante.

R—R
2. Sil’on pose f, : . existe-t-il une fonction g telle que (f,,) converge simplement

Z = n+1

vers g 7 Qu’est-ce que la question [I| permet de conclure sur cette fonction g7

3. On conserve les notations précédentes (pour chaque n € N, f,, désigne une fonction réelle
fn: R = R; de plus g désigne aussi une fonction réelle g : R — R), et on cherche d’autres
résultats similaires & celui montré en question [I} Pour chaque affirmation ci-dessous, on
vous demande de fournir soit une preuve de I'affirmation (si elle est correcte) soit un contre
exemple (si elle est fausse) :

(a) L’énoncé ci-dessous est-il correct 7

converge simplement vers
Si les deux hypothéses (Jn)nexs & P I sont satis-

g est croissante
faites, alors chacune des fonctions f,, est croissante.

(b) L’énoncé ci-dessous est-il correct ?

chaque fonction f,, est strictement croissante ‘
sont sa-

Si les deux hypotheses {

»)nen converge simplement vers g
tisfaites, alors g est strictement croissante.
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Exercice 3 : Convergence uniforme
Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :

Pour chacune des suites de fonctions (f,), o« ci-dessous, indiquer s’il existe une fonction g telle
que (f,) converge simplement vers g sur R, et déterminer si la convergence est uniforme sur R.
i) fo:xzw exp(r —n?) ii) fn:x+— exp(—nexp(nz) — exp(—nx))
I1/elle a écrit la réponse ci-dessous

L) lim exp(x — n?) = exp(lim x—n3> = exp(—o0) = 0, donc (f,) fend verw Jo

n—0o0

fonction mulle (g eaf Lo fonchion molll).

@eWanmtm,JQa&m@g@tmmem,MQa

JUL) S 2>0, dlow lim nexp(nz) = +oo el lim exp(—nz) =0
deme lim exp (—nexp (nx) — exp(—nz)) = 0.
n—o0
o conbraine, si z <0, ol lim nexp(nz) =0 el lim exp(—nz) =0
n—oo n—oo
deme lim exp (—nexp (nz) — exp(—nz)) = exp(0) = 1.
n—o0

ﬂ)O’T\C (fn)neN* WWW%WQ$H{? znxon>0
mw%wnwm'@t@wu”ﬂ%@fw“e-

1. Pour chacune des questions et , la réponse de I’étudiant-e est-elle correcte ? Si ce
n’est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la réponse sont insuffisants et /ou faux.
(St vous affirmez qu’une réponse est erronée, il n'est pas nécessaire de trouver toutes les
erreurs commases, il suffit de donner au moins une bonne raison de considérer la réponse
sur la limite simple (et/ou sur la limite uniforme) comme insuffisante et/ou fausse.)

2. Pour chacune des questions ({i)| et [ii)]), si vous avez jugé que la réponse 'étudiant-e n’était
pas bonne (ou pas assez bonne), réécrivez-la complétement en donnant une réponse cor-
recte et satisfaisante a I’énoncé auquel répondait cet-te étudiant-e.

Exercice 4 : Séries entiéres
Déterminer le rayon de convergence R de chacune des séries entiéres > a,z" ci-dessous. Si
R > 0, calculez aussi la somme de la série entiére a l'intérieur du disque ouvert de convergence.
i) > 2% i) > nenm/2ym iii) > exp(2000 + 25n)z"

neN neN neN
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