Deuxiéme session -~ 13/06/2024 — 2 heures
Math3A : analyse — L2 S&T Réponses

Exercice 1 : Séries équivalentes

Soient (uy),cy €t (Vn), ey les suites définies par

Vn € N,u, = = cos (nj
cos(nZ )+cos?(nZ
Vn € Nyv, = — ( 2>n+1 ( 2)

1. Indiquez les valeurs de ug, uy, us, us, ug, et us, ainsi que celles de vy, vy, vo, v3,
vy, et vs. Dans cette question spécifique, on ne vous demande pas de justification

2 2
UQ—2 u1—0 Uy = ——F—= U3—0 Ug = —= U5—0
V3 Vb
2
UOZ—2 v1—0 UQ—O ’03—0 ’1)4——6 U5—0
2. Déterminer ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite ((:os (n,g))neN, et

celles de la suite (uy), o

e La suite (cos (ng))neN ne prend que les valeurs -1, 0, et 1. Il ne peut donc
pas y avoir de sous suite qui converge vers autre chose que -1,0, ou 1. Réci-
proquement, —1 = lim,, (cos ((4n + 2)%)), 0 =lim, s, (cos ((2n)%))
et 1 =1lim, , (Cos ((4n)%)) donc ’ensemble des valeurs d’adhérence de
(cos (n%))neN est {—1,0,1}.

e Pourn € N, on a |u,| < \/HL—H, donc la suite (u,) tends vers 0. L’ensemble

de ses valeurs d’adhérence est donc {0}.

3. Comment définit-on le fait que deux suites soient équivalentes? (Rappelez la
définition vue en cours.)
Deux suites (z,) et (y,) sont équivalentes s'il existe une suite (z,) qui tend
vers 1 telle qu’a partir d’un certain rang, on ait x,, = y, 2, (c’est a dire telle
que « IN € N:Vn € [N;00[, xp, = Yn 20 »).

4. Montrer que u, ~ u, + v,.

P . Vn € N, Wypy1 = Wang2 = Wangg = 1
On définit la suite (wy,)ne N par { Vn € Nowy, = 1 h

Van+1
e la suite (w,) tends vers 1 car Vn € N, |w,, — 1| < \/n;?

e Montrons que Vn € N, u,, + v, = u,w, : d’'une part, si n est multiple de 4

- _2 1 \_-_2 _ _2
alors upw, = = (1 T+1> e e
n n’est pas multiple de 4, alors w,, = 1 et v, = 0, d’olt u,+v, = U, = UpW,.

= U, +v,, et d’autre part, si

Donc u,, ~ u, +v,, car on satisfait bien les propriétés de la question précédente
en notant z,, = Uy, Yp = U, + U, €t 2, = W,.
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5. Montrer que la série > u, est convergente.

. . L . 2 .
e La suite (ug,)nen est une suite alternée : sa valeur absolue est oo dui

est positive décroissante et tends vers 0, tandis que son signe est alterné
(les uy, sont positifs et les uy, 2 sont négatifs).

e Donc la série ) ug, converge, c’est a dire que la suite de ces sommes
n=0
partielles converge.

e Comme les termes impairs de (u,) sont nuls, les sommes partielles de

H

n
> u, sont des sommes partielles de > s, : Sup =Y ugg.
n>0 n>0 k=0 k=0
e Donc la suite des sommes partielles de > u,, converge, c’est a dire que la
n=0

série Y u, est convergente.

6. En déduire la nature de la série Y (u, + v,).

n=>0

e Montrons tout d’abord que la série ) v,, diverge. On considére une sous
n

4n
. . . o 2 A
suite de ses sommes partielles : > vy = Y —5=5. Elle est de méme
k=0 k=0
2
4n+1

n
nature que » qui diverge par comparaison avec une série de Riemann
k=0

(Vn € N, ﬁ > m > 0). Comme une sous suite des sommes partielles
de > v, diverge, il en découle que > v, diverge.
e Donc > (u, + v,) est la somme d'une série convergente et d'une série
n=0
divergente. Il en découle qu’elle est divergente. (Rappel de la preuve que
la somme d’une série convergente et d’une série divergente est une série
divergente : si la série Y (u, 4+ v,) convergeait alors > v, convergerait car

Up = (Up + Uy) — Uy, ce qui est faux).

Exercice 2 :
Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres » a,2" ci
dessous :

1> z 7741+3 Z_l”

Pour n € N, on pose b, =

nt+3 . 1+n—3’4
@D~ )y
tend vers 1. Donc le rayon de convergence de > b,2" est un. En conséquence,
ST apz™ = > b,z'™ converge si |2 < 1 (c’est a dire si |z] < 1) et diverge si
|z4| > 1 (c’est a dire si |z| > 1). Le rayon de convergence de Y a, 2" est donc
égal a 1.

bn+1
bn

n%%, et on a : qui
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i) % ()"
Méthode 1
On remarque tout d’abord que pour tout n € N, (RLH) = exp (—n In (1 + %))
qui tends vers exp(—1) (par continuité de exp, sachant que —n In (1 + %) tends
vers —1). Donc a,, ~ (—3)"e™!, et
1/3.
Meéthode 2
On remarque que (pour n € N) {/|a,| = -2 tends vers 3, donc le rayon de
convergence est 1/3.

i) S/ (n + 2)lz"

Pour n € N, on a :

%) ~ 3, donc le rayon de convergence est
n

= +v/n+ 3 qui tend vers +o0o. Donc le rayon de

An41
an

convergence est nul.

Exercice 3 : Suites adjacentes ?
Soit (’11”)”@; la suite réelle définie par récurrence par :

Uy = 1
Yn e N, up g = — s

34un
1. Montrer que Vn € N, u,, > —1.
Pour n € N, on désigne par P,, la propriété « u,, > —1 ». que ’'on, va montrer
b p n p p n ) q )
par récurrence :

e uy = 1> —1 donc Py est vraie.

e soit n € N tel que P, soit vraie. Alors u, 1+ 1 = ﬁ, ot 3+wu, >0 (car
u, > —1 par hypothése de récurrence). Donc u, 1 +1 > 0 et donc P, 11

est vraie.

e Donc par récurrence, P, est vraie pour tout n € N.

2. Montrer que la sous-suite (ugy), oy €st positive et décroissante tandis que la
sous-suite (Ugn11),cy st négative et croissante. Indication : on pourra par
exemple écrire une relation de récurrence satisfaite par chacune de ces deux
Sous-suites.

__Un
e Pour n € N, on a u,s = —3_3321" 515~ Le dénominateur satisfait
+un

9 + 2u,, > 7 donc u,42 a le méme signe que uy,, et |u,42| < |uy.

e Or uy = —i < 0 < 1 = wug. Par récurrence, tous les termes pairs sont
positifs et tous les termes impairs sont négatifs.

e On a vu que chacune des sous suites (uan ), ey €t (U2n41),cy €St de valeur-
absolue décroissante (car Vn € N, |u,42| < |u,|). Donc la suite positive
(ton),en €st décroissante, tandis que la suite négative (ug,—1),,cy st crois-
sante.
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3. Déduire que les deux sous-suites (uay,),cy €t (U2n41),cn convergent, et déter-
miner leur limite.

e Donc la suite (ugy),,cy est décroissante et minorée par 0, donc elle converge
et on note ¢y = lim uy, sa limite. De méme la suite (ugn41),cy €St crois-
sante et majorée par 0, donc elle converge et on note ¢; = limus, sa
limite.

e En utilisant la relation de la question précédente, on a donc lim ug, 15 =
Amuzm - cest 4 dire £y = ;22-, donc 2 + 80y = 0 d’ott £y € {—8,0}. Or la

9+hm U2n O 9+4p
suite (Ugn ),y est positive donc £y = 0, donc £y = 0.
R . _ limuop41 _ N _

e De méme limusg, 3 = T donc {1 = g~ et 4y € {=8,0}. Or la
suite (Ugn41),cy €St minorée par —1, donc sa limite ne peut pas étre —8.
Donc ¢, = 0.

o Les deux sous-suites (uon), ey €t (Uant1),ey tendent donc toutes les deux
vers 0.

4. Les sous-suites (uon),cn €t (U2n41),cy sont-elles adjacentes ? N’oubliez pas de
Justifier votre réponse (comme a toutes les questions d’ailleurs).

e On a vu que pour tout n € N, on a ug,11 < ug, (car ug,y; < 0 <
Usgy), que la sous suite (ugy), o est décroissante et la sous-suite (ugn41)
croissante.

neN

e De plus ug,11 — ugy, tends vers 0 — 0 = 0.

Donc les sous-suites (uay,), ey €6 (U2nt1),en SONt adjacentes (mais ¢a ne nous
est pas trés utile car on avait déja montré qu’elles convergent).

Exercice 4 : Nature de séries de fonctions
On considére deux suites de fonctions réelles (f,),cy €t (9n),en telles que

Ve € R,Vn € N, | f.(2)] < |gn(x)].

1. On suppose dans un premier temps que toutes les fonctions f, et g, sont
positives : Vn € N,V € R min(f,(x),g.(x)) = 0. Pour chaque question si
dessous, st l’affirmation est correcte, démontrez le a partir des résultats vus en
concours. Si elle est fausse, donnez un contre-exemple qui montre que ce n’est
pas le cas.
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(a) Si la série de fonctions ) g, converge simplement sur R, peut-on en
n=>0
déduire que > f,, converge simplement sur R ?
n=>0
Montrons que c’est bien le cas, c¢’est a dire que pour tout z € R fixé, la
série Y f,(x) converge :
n=0
Soit x € R. La série > f.(x) est & termes positifs, et ses termes sont
n=0
majorés par les g,(z) dont la somme converge. Donc > f,(z) converge.
n=0
(b) Si la série de fonctions ) g, converge uniformément sur R, peut-on en
n=0
déduire que > f,, converge uniformément sur R?
n=>0
Oui c’est bien le cas, et on peut le montrer & partir du critére de Cauchy

uniforme :

Si > g, converge uniformément sur R, alors pour tout € > 0 il existe
n=0

N € N tel que, pour tout n € [N;+oof et tout p € Non a :

su;; |Ggns1(w) + -+ -+ Gnip(w)| < e
we

Comme les f, sont plus petits que les g,,, on a aussi (pour ces méme n et

),

sug | frp1(w) + -+ + forp(w)] < e
we

Donc la série Y f, satisfait elle aussi le critére de Cauchy uniforme, donc
n>=0
elle converge uniformément sur R,
(c) Si la série de fonctions ) g, converge normalement sur R, peut-on en
n=>0
déduire que > f, converge normalement sur R 7
n=0
Oui c’est bien le cas : Si Y g, converge normalement, alors la suite réelle
n=0
positive Y sup |g,(z)| converge. Comme Vo € R, Vn € N,|f,| < |gnl,
n>0 z€R
on déduit que les sup|f,(x)| existent aussi, avec Vn € N sup |f,(z)] <
zeR zeR

sup [gn ().
zeR

Les termes de la série réelle positive Y sup|f,(z)| sont donc plus pe-

n>0 z€R
tits que ceux de la série convergente Y sup |g,(z)|, donc > sup|f.(x)]
n>0 x€R n>0 z€R
converge, c’est a dire que »_ f, converge normalement sur R.

n=0
2. Dans cette deuxiéme question, on ne suppose plus que les fonctions soient
positives (mais on continue a supposer que Vo € R,Vn € N, |f,(2)| < |gn(x)]).
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On pose a nouveau les mémes trois questions, auxquelles vous devez indiquer
si affirmation est vraie, et apporter soit une preuve (si elle est vraie) soit un
contre-exemple (qui montre qu’elle est fausse).

(a) Si la série de fonctions ) g, converge simplement sur R, peut-on en
n=>0
déduire que > f,, converge simplement sur R ?
n=>0
Ce n’est pas vrai et un contre-exemple s’obtient en posant, pour tout
r € Rettout n € N, f,(z) = u, + v, et g,(z) = up, ot (uy,) et (vy)
sont les suites définies dans I’exercice 1. En effet dans cet exemple, > g,
n=0

converge simplement, Vn € N,Vz € N,0 < f,(z) < gn(x), mais la série
> fn diverge.
n=0

(b) Si la série de fonctions ) g, converge uniformément sur R, peut-on en

n=0

déduire que > f, converge uniformément sur R ?
n=>0
Ce n’est pas vrai et un contre-exemple s’obtient avec le méme contre

exemple : f,(z) = u, + v, et go(z) = uy, ot (u,) et (v,) sont les suites

définies dans 'exercice 1. Dans cet exemple, > g, converge uniformé-
n=>0
ment car ces fonctions sont constantes, donc la convergence uniforme et

la convergence simple sont la méme chose (les sups disparaissent de la
définition de la convergence uniforme) ; et la suite Y f, diverge.

n=0
(c) Sila série de fonctions ) g, converge normalement sur R, peut-on en
n=>0
déduire que > f,, converge normalement sur R 7

n=>0
Oui, avec la méme preuve qu’en question 1.c. En effet, cette preuve n’uti-

lisait pas la positivité des fonctions f, et g, mais uniquement de leur
valeurs absolues.

3. On considére désormais une suite de fonctions (u,), .y telle que :
Vo € R, lup(z)] < |cos(x)

Vn € N* u,(x) — up_1(2)] <

cos(x)
n!

(a) Trouver une suite de fonctions (f,), oy telle que les fonctions w, soient les

sommes partielles de la série > f,.

n=>0

= U
On pose Jo o,
Vn eN afn:un_un—l

n n n—1
Alors Pour n € Ny on a bien ) fr = > up — Y ugp = Uy,.
(b) Déduire de ce qui précéde que la suite de fonctions (uy), oy converge uni-
formément sur R.
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Pour n € N, on pose g, = <& d'ou [|gnllec = 2. Or la série > &

n!
n=0
converge (car la série entiére qui définit 'exponentielle a rayon de conver-
gence infini), donc ) g, converge normalement. On en déduit (d’apres
n=0
la question 2.c) que la série > f,, converge normalement donc uniformé-
n=0
ment. Ses sommes partielles convergent uniformément, c’est a dire que la

suite (uy), oy converge uniformément sur R.
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