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Exercice 1 : Suite négligeable

Soient (U, )nen €t (Vn)nen, deux suites a valeurs complexes.

On dit que « La suite (u,) est négligeable par rapport a (v,,) » et on note « u, = o (v,) » siil
existe une suite (wy, )nen qui tends vers 0, et un rang N € N tels que Vn € [N, +oof, u, = wy Vy-

1. Rappelez la définition de « u, ~ v, » (qui affirme que deux suites sont équivalentes).
2. Soient (u,) et (v,) deux suites telles que wu,, ~ v,.
Soit (x,) une suite telle que x,, = o(u,). Montrez que z,, = o(v,).

3. Soient (ay), (bn), (un), (V) et (x,) cing suites telles que :

ap = Uy + o(zy,)
by = vy + o(zy)

Montrer que a,, —b,, = u,,—v,+o0(z,). Peut-on aussi affirmer que Vn € N, a,,—b,, = u,—v,, ?
Pour rappel, les notation a, = u, +o(z,) etb, = v, +o(x,) signifient que a, —u, = o(x,)
et by, — v, = o(xy,).

4. Soient (u,) et (v,) deux suites telles que u,, = o(1,).

Montrer que si la série ) v, converge absoluement, alors la série Y w,, converge absolue-
ment.

Donner par ailleurs un exemple ou la série > v, converge (mais pas absoluement), et ot
la série ) u, diverge.

Exercice 2 : Convergence de suites et de séries

1. Déterminer si les suites suivantes admettent une limite dans R :

(a) (n*(cos(1/n) = cos(2/n))), =
(b) ((=1)"n),.en

)
(© ((0me)
)

(d) Selon la valeur de z € R*, determiner si la suite <—”2+"+n In(n)

xn

) admet une limite
n=1
réelle.

2. Déterminer si les séries suivantes convergent :

(a) > In(n+1)—In(n+1/2).

nz=0
(b) = n?(cos(1/n) — cos(2/n)).
n>1
(c¢) Yo (=1)™arctan(1/n).
n>1
(d) Selon la valeur de x € R¥ , déterminer si la série ) (—1)"z™ converge.

neN



Exercice 3 : Etude d’une suite
On considére la suite (uy,),en définie par récurrence par

Ug = 2
2—u2
Vn € N, tupq1 = up + =

1. Montrer que Vn € N, V2 < U1 < Uy < 2.
On pourra factoriser 2_4“% = (V2 - un)% et majorer _\/ii-un.

2. En déduire que la suite (u,) converge dans R.

3. Déterminer une équation satisfaite par lim w,. En déduire la valeur de lim w,.
n—oo n—oo

4. Montrer que Vn € N, u,, € Q.

En déduire que (u,) est une suite de Cauchy a valeurs dans Q, mais qu’elle n’a pas de
limite dans Q.

Exercice 4 : Convergence d’une série
*
R} —- R

chos(ﬁ)—l—%

On pose f :

1. Montrer que la suite (f(n))nen converge et calculer sa limite.

2. Exprimer les sommes partielles de > f(n+3) — f(n).

n=0

3. En déduire que la série > f(n + 3) — f(n) converge.

n=>0

4. Pour a € R%, on étudie désormais la convergence de ) f(n+ a) — f(n).
n=0

< . . s 1 B 1 sin(n+a)

Etudlgr la convergence de chacune des trois séries » cos (n - +a) cos (—n +1), > e
§ s n

et n+1"

En déduire que ) f(n+ a) — f(n) converge.

n=0
Indication : pour certaines des ces séries on pourra utiliser les théoréemes de comparaison
vus en cours, ou bien la "transformée d’Abel” qui affirme que si (a,) est décroissante
et tends vers 0 et si les sommes partielles de Y b, sont bornées, alors la série Y a,b,
converge.



