
CC Commun – 13/11/2023 – 2 heures
Math3A : analyse – L2 S&T

Exercice 1 : Suite négligeable
Soient (un)n∈N et (νn)n∈N, deux suites à valeurs complexes.
On dit que « La suite (un) est négligeable par rapport à (νn) » et on note « un = o (νn) » si il

existe une suite (ωn)n∈N qui tends vers 0, et un rang N ∈ N tels que ∀n ∈ JN,+∞J, un = ωn νn.

1. Rappelez la définition de « un ∼ νn » (qui affirme que deux suites sont équivalentes).
2. Soient (un) et (νn) deux suites telles que un ∼ νn.

Soit (xn) une suite telle que xn = o(un). Montrez que xn = o(νn).
3. Soient (an), (bn), (un), (νn) et (xn) cinq suites telles que :{

an = un + o(xn)

bn = νn + o(xn)
.
Montrer que an−bn = un−νn+o(xn). Peut-on aussi affirmer que ∀n ∈ N, an−bn = un−νn ?
Pour rappel, les notation an = un+o(xn) et bn = νn+o(xn) signifient que an−un = o(xn)
et bn − νn = o(xn).

4. Soient (un) et (νn) deux suites telles que un = o(νn).
Montrer que si la série

∑
νn converge absoluement, alors la série

∑
un converge absolue-

ment.
Donner par ailleurs un exemple où la série

∑
νn converge (mais pas absoluement), et où

la série
∑

un diverge.

Exercice 2 : Convergence de suites et de séries

1. Déterminer si les suites suivantes admettent une limite dans R :
(a) (n2 (cos(1/n)− cos(2/n)))n⩾1

(b) ((−1)nn2)n∈N

(c)
(
(−1)ne−n2

)
n∈N

(d) Selon la valeur de x ∈ R∗
+, determiner si la suite

(
n2+n+n ln(n)

xn

)
n⩾1

admet une limite
réelle.

2. Déterminer si les séries suivantes convergent :
(a)

∑
n⩾0

ln(n+ 1)− ln(n+ 1/2).

(b)
∑
n⩾1

n2 (cos(1/n)− cos(2/n)).

(c)
∑
n⩾1

(−1)n arctan(1/n).

(d) Selon la valeur de x ∈ R∗
+, déterminer si la série

∑
n∈N

(−1)nxn converge.



Exercice 3 : Étude d’une suite
On considère la suite (un)n∈N définie par récurrence par{

u0 = 2

∀n ∈ N, un+1 = un +
2−u2

n

4

1. Montrer que ∀n ∈ N,
√
2 ⩽ un+1 ⩽ un ⩽ 2.

On pourra factoriser 2−u2
n

4
= (

√
2− un)

√
2+un

4
et majorer

√
2+un

4
.

2. En déduire que la suite (un) converge dans R.
3. Déterminer une équation satisfaite par lim

n→∞
un. En déduire la valeur de lim

n→∞
un.

4. Montrer que ∀n ∈ N, un ∈ Q.
En déduire que (un) est une suite de Cauchy à valeurs dans Q, mais qu’elle n’a pas de
limite dans Q.

Exercice 4 : Convergence d’une série

On pose f :

{
R∗

+ → R
x 7→ cos

(
1

x+1

)
+ sinx

x+1

.

1. Montrer que la suite (f(n))n∈N converge et calculer sa limite.
2. Exprimer les sommes partielles de

∑
n⩾0

f(n+ 3)− f(n).

3. En déduire que la série
∑
n⩾0

f(n+ 3)− f(n) converge.

4. Pour α ∈ R∗
+, on étudie désormais la convergence de

∑
n⩾0

f(n+ α)− f(n).

Étudier la convergence de chacune des trois séries
∑

cos
(

1
n+1+α

)
− cos

(
1

n+1

)
,
∑ sin(n+α)

n+1+α

et
∑

sinn
n+1

.
En déduire que

∑
n⩾0

f(n+ α)− f(n) converge.

Indication : pour certaines des ces séries on pourra utiliser les théorèmes de comparaison
vus en cours, ou bien la "transformée d’Abel" qui affirme que si (an) est décroissante
et tends vers 0 et si les sommes partielles de

∑
bn sont bornées, alors la série

∑
anbn

converge.


