Calcul de dérivées
(T. G. 5)

1. Rappelons que ¢ — [t] est dérivable sur R} (elle y vaut ¢ +— t de dérivée 1) et sur R* (elle y vaut
t — —t de dérivée —1), donc est dérivable sur R* de dérivée
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Avec des réels, cela s’écrirait
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(a) Soit @ un réel. Le logarithme In |a| fait sens ssi |a| > 0, i. e. ssi a # 0. Sous cette condition, on a
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(b)

Ce dernier fait sens pour a # 0, donc la fonction ¢ +— In [¢| est dérivable sur tout son ensemble de
définition R*.
[tanal >0 A . { tana # 0

, 1. e. ssi

Soit @ un réel. Le logarithme In (|tan a|) fait sens ssi { tam a fait sens 0t T[]

1. e. ssi { a7 0 [r] ,i.e.ssia#0 [%} Sous cette condition, on a

0?3 [
_ m x <|-’(tana) x aaatana)
= |taila\ X |:ZEZ| X (1—|—tan2 a)

= cota + tana.

Ce dernier fait sens ssi tana fait sens et est non nul, donc la fonction ¢ — In |[tant| est dérivable sur
tout son ensemble de définition R\ZZ% .

Soit a un réel. Le cosinus cos (a2 +a+ 1) fait sens et ’on a
écos(a2+a+1) = cos’(a2+a+1)x2(a2+a+1)
Oa Oa
= —sin(a2—|—a—|—1)><(2a—|—l).

Ce dernier fait sens, donc la fonction ¢t +— cos (t2 +1+ 1) est dérivable sur tout son ensemble de
définition R.

Soit @ un réel. Le sinus sin (3a—1

a+2

) fait sens ssi le dénominateur a+2 est non nul, . e. ssi a # —2.

3a—1 _ 3(a+2)—7 __ 3_ 7
at+2 T a+2 - a+2’

0 (. (3a—-1 ., (3a—1 0 7
8a<sm<a+2)> = sin <a—|—2>x(‘3a(3a—|—2>
_ 3a—1 7
= cos(a+2>x(a+2)2.

Ce dernier fait sens ssi les dénominateurs a + 2 ne s’annulent pas, donc la fonction ¢ — sin (%)

d’ou

Sous cette condition, on peut écrire

est dérivable sur tout son ensemble de définition R\{—2}.



(e)
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Soit @ un réel. La tangente tan (42a + 18) fait sens ssi 42a+18 # % [r], , . e.ssia # & —32 [F].
Sous cette condition, on a

82& tan (42a + 18) = tan’ (42a + 18) x % (42a + 18)
42

cos? (42a + 18)°

Ce dernier fait sens ssi le dénominateur cos? (42a + 18) est non nul, i. e. ssi tan (42a + 8) fait sens.
La fonction ¢ ~— tan (42t + 18) est donc dérivable sur tout ensemble de définition R\ (& — 2 + Z%).

Soit @ un réel. L’exponentielle e?5(29) fait sens et 'on a
0 0
%63 cos(2a) _ e3 cos(2a) % % (3 cos (2&))

0
e?05(29)  3cos’ (2a) x = (2a)

oa
= —6€>°°5%) gin (24).
Ce dernier fait sens, donc la fonction t — €352t est dérivable sur tout son ensemble de définition
R.
Soit @ un réel. Le logarithme In (4a — 1) fait sens ssi 4a — 1 > 0, i. e. ssi @ > 1. Sous cette
condition, on a

8 dérivée @ (4a - 1)
—1In(4a—1 = Qo
da n( “ ) logarithmique 4a — 1

_ 4

N 40 — 1"

Ce dernier fait sens ssi le dénominateur 4a — 1 est non nul, 4. e. ssi a # %. La fonction ¢ — In (4t — 1)
est donc dérivable sur tout son ensemble de définition } i, %) [

% ici, la dérivée % In (4a — 1) fait apparemment sens pour plus de réels a que pour ce dont
elle est la dérivée (ici In (4a — 1)) : il ne faut pas oublier qu'on ne peut dériver une fonction qu’en
un point ou cette derniére est définie (comment sinon donner sens au taux d’accroissement au point
considéré 7). Ainsi, 'ensemble de définition d’une dérivée [’ est TOUJOURS inclus dans celui de f.

Soit a un réel. Puisque a® — 6a + 9 = (a — 3)°, le logarithme In (a? —6a+9) = 2In(a — 3) fait
sens ssi a —3 > 0, 4. e. ssi a > 3. On a alors

%ln(a2—6a+9) = %21n(a—3)
derivee 9 % (a—3)
logarithmique a—3
B 2
N a—3

Ce dernier fait sens ssi a — 3 # 0, donc la fonction ¢ — In (t2 — 6t + 9) est dérivable sur tout son
ensemble de définition |3, ool.

Soit @ un réel. La puissance cos® (as) fait sens et l'on a

Dcos? (@) = feos”] (@) % -

da 0
= [3cos® x cos'] (a®) x 5a*
= —15cos? (a5) sin (a5) .
Ce dernier fait sens, donc la fonction t — cos® (t5) est dérivable sur tout son ensemble de définition
R.
Soit a un réel. Puisque a? + 2a — 5 = (a4 1)> — 6, l'inverse m fait sens ssi (a + 1) # 6,
i.e.ssia## -1+ V6. Sous cette condition, on a

0 1 %(a2+2a—5)
daa®+2a-5 (a? + 2a — 5)°
_ 2a + 2
B 7(a2+2a75)2'



(k)

Ce dernier fait sens ssi le dénominateur (a2 + 2a — 5)2 ne s’annule pas, donc la fonction t —
est dérivable sur tout son ensemble de définition R\{—1 — /6, — 1+ 6} .

1
t2+2t—5

Soit a un réel. Puisque a? +2a + 5 = (a + 1)2 + 4, Pinverse m fait sens et 'on a
) 1 B 18%@2—#2@—&-5)
da (a2 4 2a 4 5)"'° (a2 4 2a 4 5)"?
a+1
= —_ 2 19 .
(a® +2a+5)
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Ce dernier fait sens ssi le dénominateur ( (a + 1)2 + 4) est non nul, donc la fonction ¢ — m

est dérivable sur tout son ensemble de définition R.
Soit @ un réel. L’inverse —— fait sens ssi le dénominateur cosa est non nul, i. e. ssi a # 5 [7].
Sous cette condition, on a

0 1 %cosa sina

da cosa (cosa)? " cos?a’

2 1

Ce dernier fait sens ssi le dénominateur cos®a est non nul, donc la fonction ¢ — —— est dérivable
sur tout son ensemble de définition R\(g + Z7r) .

Soit a un réel. Puisque a® — 4a3 + 3 = (a3 - 1) (a3 — 3), I’inverse fait sens ssi le

1
ab—4a3+3
dénominateur (a3 — 1) (a3 — 3) est non nul, i. e. ssi a n’est une racine cubique ni de 1 ni de 3, 7. e.

2 imo. . .
ssia € {l,j,jl, V/3,V/35,V/3 } ol j := 5", i. e. (puisque a est réel) ssi a ¢ {1, V/3}. Sous cette
condition, on a alors

9 1 B % al — 4a® + 3)
daab —4a3+3 (ab — 4a® + 3)?
- 6a® — 124
(a8 — 4a3 + 3)°
= 6a? 2—a’

(a* = 1) (a® — 3)*

1

Ce dernier fait sens ssi le dénominateur (a3 — 1) (a3 = 3) est non nul, donc la fonction ¢ — P73

est dérivable sur tout son ensemble de définition R\{l, \3/§}

Soit @ un réel. La racine v/3 — ba fait sens ssi 3 —5a > 0, i. e. ssi a < % Sous cette condition,
on a

G, 2 (3 - 5a)
~/3_-5 — Oa\Y Y7
da “ 23 — ba

5
" 2v3—5a
Ce dernier fait sens ssi le dénominateur /3 — 5a fait sens et est non nul, i. e. ssi 3 —5a > 0, i. e. ssi
a < % La fonction ¢t — +/3 — 5t est donc dérivable sur ]—oo7 % [, 1. e. sur son ensemble de définition
privé de {%}
Soit @ un réel. Puisque 3a% 4+ 2a — 1 = (3a — 1) (a + 1), le radical v/3a2 + 2a — 1 fait sens ssi

> 1
(Ba—1)(a+1)>0, i e. ssi {ou “=3

a< 1" Sous cette condition, on a

2 (3a? +2a — 1)

2v/3a2 +2a — 1
3a+1

V3a—1va+1

1
Ce dernier fait sens ssi le dénominateur 1/ (3a — 1) (a + 1) fait sens et est non nul, . e. ssi {ou >3

0
Pa 3a2+2a—-1 =

a<-—-1"
La fonction ¢ — +/3t2 + 2t — 1 est donc dérivable sur |—oo, —1[ U ] %, <>o[7 1. e. sur son ensemble de
définition privé de {—1, % .
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Soit a un réel. Le produit /a¥/a¥/a = a2asas = a275%s =q = a0 fait sens ssi a > 0

et on a sous cette condition

L adada = ¥
da 0

Ce dernier fait sens ssi a > 0, donc la fonction t — VE/t¥/t est dérivable sur tout son ensemble de
définition R .

Soit a un réel. L'inverse W fait sens ssi le dénominateur (7 — 2a?) (a + 3) ne s’annule

a+3)
942 2 7
pas, i. e. ssi 4 ou T-2a"#0 , 1. €. ssi } ou a” # i\/g . Sous cette condition, on a
a+3#0 a# -3
Kl 1 (1 —20%) (a+3)]
da (7 — 2a2) (a + 3) (7T — 2a2) (a + 3)]?

% (—2&3 —6a2 + Ta + 21)
 (7-2a2)(a+3)?

6a® +12a — 7
(7-2a2)% (a+3)*

sin(3a)
cos3(2a)

20 # % [r], i. e.ssia# % [Z]. Sous cette condition, on a

Soit @ un réel. La fraction fait sens ssi son dénominateur cos® (2a) est non nul, i. e. ssi

d sin* (3a) B (% sin (3a)) x cos® (2a) — sin* (3a) x (% cos® (2a))

da cos® (2a) [cos? (2a)]?

)

calculons a part

0 13 . ,
% sin? (3a) = [sinﬂl (3a) x %0 (3a) = [4sin® x sin'] (3a) x 3 = 12sin® (3a) cos (3a) et
0 0
%0 cos® (2a) = [cos?’]/ (2a) x %a (2a) = [3cos® x cos'] (2a) x 2 = —6 cos” (2a) sin (2a)
d’ott l'on tire
9 sin® (3a) 12 sin® (3a) cos (3a) x cos® (2a) — sin® (3a) x (—6 cos? (2a) sin (2a))
da cos3 (2a) cos® (2a)
— Gsin® (3a) 2 cos (3a) cos? (2a) + sin? (3a) sin (2a)'
cos? (2a)
Ce dernier fait sens ssi le dénominateur cos* (2a) est non nul, donc la fonction ¢ — :)Zzg?) est

dérivable sur tout son ensemble de définition R\(% + Zg) .
421n(a®+1) fait sens ssi le logarithme In (a® + 1) fait sens, i. e.

42In(a®+1) _ {em(asﬂ)]éxg _

Soit a un réel. L’exponentielle e
ssia®4+1 >0, i e ssia> —1. Sous cette condition, on peut écrire e

(a3 + 1)42, d’ou

9 4om a®+1) 0 3 42
— 42(a®+1)" x % (a®+1)

= 126 (a® + 1) a2,

3
Ce dernier fait sens, donc la fonction ¢ — e In(#*+1) ogt dérivable sur tout son ensemble de définition

]-1, 00][.



(t) Soit a un réel. Le logarithme In (a + Va2 + 1) fait sens ssi a + va> + 1 > 0 : cela est clairement
vérifié lorsque a > 0 (la somme de deux nombres strictement positifs le reste) et cela équivaut lorsque
a<0a

? ? ?
Va2 +1> —a """ 2 41> (—a)? < 1> 0, ce qui est vrai.

positif

On peut donc considérer

9 2
= (a++Va*+1
n(a+\/a2+1) = 2 { )
a++Va?+1
aa(“+1)
aJr\/a2

1+2\/7
a-+ Va2 +

\/a2+1+a
VaZ+1

a++va?+1
1

0
%1

a2 +1

Ce dernier fait sens ssi le dénominateur v/a2 + 1 fait sens et est non nul, 4. e. ssi a®? + 1 > 0, ce qui

est vrai. La fonction ¢ — In (t + Vi + 1) est donc dérivable sur tout son ensemble de définition R.
(u) Soit @ un réel. La racine v/3sin?a — 7 fait sens ssi 3sin?a — 7 > 0, 7. e. ssi sin? > %7 ce qui est

faux puisque sin? a est plus petit que 1. La fonction t — v/3sin®t — 7 est donc définie nulle part, a

fortiori dérivable nulle part.

. , . in2 . . . . . - .
(v) Soit @ un réel. L’exponentielle eV®»* 443 fait sens ssi la racine v/sin?a + 3 fait sens, i. e. ssi

sina +3 > 0, 4. e ssi sina > —3, ce qui est vrai puisque (sin a)2 est positif. On peut donc

considérer
age\/sinz a+3 e\/sinz a+3 o aﬁ /Sin2 a+3
a a

sin2 a+3% (sin2a+3)
2v/sin*a + 3

Y e 2sinasin’ a
2v/sin*a + 3

_ em sina cos a

Vsin?a + 3

Ce dernier fait sens ssi le dénominateur v/sin? a + 3 fait sens et est non nul, i. e. ssi sina+3 > 0, ce

qui est vrai (puisque sin®a > 0). La fonction t — eV sin? 143 ot donc dérivable sur tout son ensemble
de définition.

(w) Soit @ un réel. Si a # —3, on peut simplifier 22 +3

2(a+3)—7 1.
= % 2— G—H Le produit a 25+31 fait

donc sens ssi la racine 4 /2 — a—j_?’ fait sens, 7. e. ssi le dénominateur a+ 3 est non nul et si 2 — % >0,

, . a# -3 . . a< -3 . a< -3 -
1. €. ssl { 17é 2 , % €. 88l {o 1. €. ssi {ou . Sous cette condition,

a3 <7 a>-3etf<a+3’ 3<a
on a
o)
o [y T _ %(Q—afs)
da a+3 7
2 Qfm
7
_ _(at3)?
2a—1
2 a+3
7 1 1

2V2a—1./a%3°

9



d’ou 'on tire

0 u 2a — 1 /2@—1+ 0 9 7

“ — a— _

da a+3 a Oa a+3
. LT 11
B a 2V2a—1,/353°

+3

v2a—1

va—+3
Ta

_ [2a — 1 14 5 1 .

a+3 20—1a+3

fait sens et si les dénominateurs 2a — 1 et a+ 3 sont non nuls,

2a—1
a+3

Ce dernier fait sens ssi la racine

— 1 _
i. e. (’apres le début de la question) ssi {ou a%<§ a3 et si { aa;fg , 1. e. ssi {ou a%<< a3 . La
L oo[7 1. e. sur son ensemble de définition

2

fonction ¢t — t,/2=1 est donc dérivable sur ]—oo, —3[ U |

t+3
privé de {%}



