Calcul

Solution proposée.
1. Notons S :=>"_ u?. On écrit comme dans le cours
n+1 n
Zu3 = Zu—i—l Zu +3Zu +32u+213 d’ou
u=1 u=0 u=0 u=0 u=0 u=0
3 n(n+1) .
(n+1) = 35+ 3T + (n+1). Il en résulte
65 = (n+1) (2(n+1)2—3n—2)
= (n+1)(2n* +n)
= (n+1)2n+1)n, dou
g n(n+1)(2n+1)

6

2 _ p(p+1)(2p+1)
6

Pour tout naturel p, notons E, I’énoncé Zi:l k . L’énoncé Ey équivaut & 0 = 0 et est

donc vrai. Soit a > 1 un entier tel que F, 1. On a alors

a a—1
Zk2 = (Z k2> + a?
k=1 k=1
a(a—1)(2a—1)

= 5 + a2 d’apres F,_1

= £ (207 —3a+1+6a)

- %(2a2+3a+1)

— %(a+1)(2a—|—1)7 d’out E,.

2. Notons S :=Y"_ u3. On écrit comme dans le cours
n+1 n
Zu4 = Z Zu +4Zu +6Zu +4Zu+213 d’ou
u=1 u=0 u=0 u=0 u=0
1) (2 1 1
(1) = 454620 F )(”+ ) pynnt )—|—(n—|—1).llenrésulte
4S = (n+1)(n+1)3fn(2n+1)72n71)

(
(n+1) ((n+ 1~ @2n+1) (n+ 1))
= m+1)*(m*+2m+1-2n-1)
(n+1)*n?, don

)



On peut aussi écrire (comme dans le cours)
n
S = Z u?
- Y-

v=0
n

= Z (n3 —3n%v + 3nv? — v3)
v=0

n n n n
= n321—3n22v+3n2v2—2v3
v=0 v=0 v=0 v=0
1 1) (2 1
= n3(n—&—1)—3n?n(n+ )+3nn(n+ ) @nt1)

2 6
= nint1) (2n* —3n® + n(2n+ 1)), d’'ot

2 2

-5

n(n+1) B
28 = T(nz—kn) etS-(

2
Pour tout naturel p, notons E, I'énoncé > p_, k* = (@) . L’énoncé Ey équivaut 4 0 = 0 et est
donc vrai. Soit @ > 1 un entier tel que F,_1. On a alors

a a—1
Z = (Z k3> +a®
k=1 k=1

2 _12
= %—i—ag d’apres E,_1
a2
= Z(a2—2a+1—|—4a)
a? , 5
a2 2
= Z(a+1) ; d’Oﬁ Ea.
On a
N
1 n?—1
Som(1-a) = Sow (5
n=2 n=2
al (n—1n+1>
- Yo
ot n n
N N
= Zln n—l)—i—Zln(n—i—l —2Zlnn
=2
N-1 N+41

N-1 N-1 N-1
= <ln1+ln2+ Zlnp) + <lnN+ln(N—|—1)+ Zlnp) -2 (an—i—lnN—l— Zlnp)

p=3 p=3 p=3
= —In24+mlm(N+1)—InN
_ lnN+1.
2N



;:Dp () = g:sm[(sli’nt 3)cl ;?:Sln[( )C] Smg
- 5112; i % (cos [(p+1) ] — cos (pc)) = sm12; <_;) (cos[(K +1)d] - 1)

_ 1 :iHQ(KJrlC):Sm (E5Le)

sin® £ 2 anls

Soient @ et b deux complexes. Pour tout ¢ € N, notons By I'énoncé (a + b)" = Z};:o (})akbt=*.

L’énoncé By équivaut a (a + b)O = 22:0 (g)ak’bo_k, i.e.al= (g)aob_o, ce qui est vrai.

Soit m € N tel que B,,. On a alors

on a reparamétré la premiére somme

(a+b)"™" = (a+b)(at+d)"
= (a+0) Z <?;§) a"v™=* Qapres B,
k=0
= Z [(T:) akHpm—k 4 (73) akbmH_k} en développant
k=0
= Z (m) akHpm—k 4 Z ( ) a*bm =k en réassociant les termes
k
k=0
m—+1 m
_ MmO\ Gepme(e-1) Z ik
{— en remplagant k + 1 par ¢)
=1 k=0
m—+1

m+1
M\ ym—(6—1) MY kym+1—k my _g_( ™
€1>ab +kz_0(k>ab car (1) 0 <m+1

)

m—+1 m—+1 ,
- m krmtl—k M\ krmt1—k (on a changé de symbole muet
= Z a”®b + Z a®b ..

= \k—-1 dans la premiére somme)

m+1 m m
= Z + akpmti-k en réassociant les termes

k—1 k
k=0
m—+1
1

_ (m;— >akb(m+1)k’ d’ou Bm+1'

k=0

Suivons l'indication. Soient a, b, ¢, d des réels et n un entier. On a

an+b en+d (an +b) (n® +4n+4) 4+ (ecn+d) (n® +2n + 1)

)

(n+1)° (n+2)° (n+1)° (n+2)’
le dénominateur vaut (a — ¢) n3 + (4a + b+ 2¢ + d) n? + (4a + 4b + ¢ + 2d) n + (4b + 1) que I'on aimerait
a—c=0 c=a
da+b+2c+d=0 . . 6a+d= -1

égal & 2n+ 3, ce qui sera le cas si , ce qui équivaut a

da+4b+c+2d=2
4b+1=3 b=1
a (a,b,c,d) =(0,1,0,—1).
On en déduit les égalités

N

_ZN: 11 11
k:OkJrl k:+2) 2=\ R+ (B+2°) 12 (N+2)%

5a +2d = -2

, Ou encore
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Comme on veut trouver v,, il serait souhaitable que la somme ), & i # n fixé soit nulle. On a du

(—1)’c et des choses qui ressemblent & du binomial, donc cela doit probablement se faire & coup de

ZZ;(Z) (—1)k (n ]; Z) = 0. On oriente les calculs dans cette voie :

k=0

k:O

>0 (P = fjvi&—n’“

vi(1=1)""

n! (n—1)!

(n—d)lil k! (n — k —4)!

(””)

Soient z et y deux réels : en discutant selon que < y ou z > y, on voit que min {z, y} max {z,y} = zy.

On en déduit

> min{i,jlmax{i,j}= > ij=) iy j=

1<i<a 1<i<a i=1 j=1

1<j<a 1<j<a

En partitionnant le dommaine de sommation {1,2; ...,

a} =

(&) - (o)

II5—1 {(4,7) ; min{i, j} = m} selon des
=FE,,




équerres [dessin], on obtient

> min{i,j}

1<i<a
15j%a

Sanity check : si @ = 3, la somme vaut

et on a par ailleurs

Suivant 'indication, il vient

2.

0<i<n
0<j<n

min {4, 5}
mzz:l (i,j)ZEE'm\"_/

=m

Sm Y

m=1 " (i,j)€Em

Za: m Card E,,
m=1

Zm(?mfl)

m=1

a a
2 E m? — E m
m=1 m=1

2a(a+1 (2a4+1) a(a+1)

)
6 2
%(2(2%1)—3)

a(a+1)(4a—1)
G .

14+24+24+24+34+3+3+3+3=22

a;aj

i+ji+1

WZQ.UZQQ.

v

1
Z a,-aj/ tiJrjdt
0

0<i<n
0<j<n

1

> ait'atidt

0 p<i<n
0<j<n

1 n n
/(Z@O > at! | dt
0 \i=0 =0

1/ n 4 2
/ E aitZ dt
0 \i=0
—_———

>0



10.

(a)

(b)

(d)

Suivant 'indication, il vient

2
(les parentheses sont ici indispensables
| | d I | d d .
car X ne se distribue pas sur x )
deD deD

deD

(H d> ( 7;) en remplacant d par %
deD seD

(117) (115)

n , .
= H 0 5 en réassociant les facteurs
5€D

= []»

6€D

j,Card D d’otu la formule cherchée en
’ appliquant /- puis ©*4%/-2.

Montrons que * est commutative. Soient u et v deux polynémes. On a pour tout entier n naturel
n n n
[uxv] (n) = Zupvn,p = Zun,qvq = Z Vgln—q = [V u] (n), ce qui montre I'égalité uxv = vxu.
p=0 q=0 q=0

Montrons que * est bien définie. Il s’agit de montrer que, pour tous polyndémes P et @, la suite
P % Q est nulle & partir d’un certain rang.
Soient u et v deux suites chacune nulle a partir d’un certain rang. Soient U et V' deux entiers
n>U=u, =0
tels que Vn € N, { N>V — 0, =0
n > U + V un entier. Dans la somme [u * v] (n) = Zzzo
(car alors u, = 0), donc [u % v] (n) = Zg;ol UpUp—p = ZZ:n—(U—l) Un—qUy, (réindexer p «— n—gq); de
méme, les termes pour ¢ > V' sont nuls (car alors vy = 0), donc [u*v](n) =2, 1,y Un—qUn; OT
cette derniére somme est vide car n — U >V, ¢. ¢q. f. d..

. Montrons que w * v est nulle & partir du rang U + V. Soit

UpUn—p, les termes pour p > U sont nuls

Montrons que * est intégre.

Soient u et v deux polyndmes tels que u * v = 0. Supposons que u # 0. C’est dire que la partie
{n € N ; u, # 0} est non vide : cette derniére admet donc un plus petit élément p. Supposons alors
par l'absurde que v également est non nulle et considérons le plus petit entier ¢ tel que v, # 0. On a
alors

0 = [uxv](p+q) (caruxv=0)
rtq

= Z WiV(p+q)—i
i=0

p+q
= Z UiVptq—i  (car u; = 0 pour i < p)
1=p

q
= Z Uptq—;U;  (réindexer ¢ < p+q —j)
=0

q

= Zuﬁq,jvj (car v; = 0 pour j < q)
Jj=q

= Up Yq

£0  #0
# 0, ce qui est absurde.

Montrons que * est associative.
Soient u, v et w trois polynémes. Soit n un entier naturel. On a d’une part

[(u*v) xw](n) = Z [u ] (p) wn—p = Z < “qqu> Wn—p = Z UqVUp—qWn—p;
0

p=0 p=0 \¢g= 0<q<p<n



d’autre part

[ux(vxw)(n) = [(v*xw)*u](n) (car * est commutative)
n p (reprendre le calcul ci-dessus en
= quwp,qun,p remplagant 'ancien (u,v,w)

3
I
o

q=0 par le nouveau (v, w,u))

3

I
M=

Un—pUqWp—q

hS]
I
o
=]
Il
o

Q
= UQUW(n—Q)—q  (en réindexant p < n — Q)

3
3
|

O
Il
<

=)
Il
<}

M:
M=

UQUP—QW(n—Q)—(P—Q) (en réindexant ¢ «— P — Q)
0

o
Il
!
I

Q

= 5 UQUP_QWn—P,
0<Q<P<n

ce qui montre que les suites (u *v) * w et u * (v *w) ont méme valeur en n. Ceci tenant pour tout
n € N, ces deux suites sont égales, ce qui conclut.
(e) Montrons que le polynome I := (1,0,0,0,0,...) est neutre pour x*.
Soit u un polynéme. On a alors, pour tout entier n > 0,

[uxI](n)= Zupln,p = Zupéghp = Zéf’zup = Uy, d’ou 'égalité ux I = I.

p=0 p=0 p=0
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i=2 i=2

nmly pneGED 55;1 =i
T Zm-Grl & m-g)

—92 n—1 —i1 n—1 i
n" 1 n"7 1 1 n"J

= + - - + -

(( -2 =i -1 n ;J(R—J)'

nn—2 1 n—1 nn—]—l 1
= -—+> ~ - ((n—j)—n)

— 9! — 7!

(=2t n = -7
~ n(m—-1)n"? 1 18 pni
- (n=2!(n—-Dn n n — (n—j)!

nn—1 1[n° i nnt 1 nnt
S L (S )+

nl n n \ 0! — il (n—1)! n(n—1)!

n—1

n® 1 n'

= 0 axr
i=0



