Travaux dirigés 8

Rappel. La notation 0,4 (¢) désigne quelque chose de la forme "¢ multiplié par une fonction de z de
limite nulle en a". Méme chose pour O,_., (¢q) en remplacant "de limite nulle en a" par "borné au voisinage de
a", et idem pour une quantité équivalente a ¢ (au voisinage de a) en remplagant "de limite nulle en o" par "de
limite 1 en a". En d’autres termes :

0z—a (q) désigne quelque chose de la forme € (z) g ou lime = 0,

O.—q (q) deésigne quelque chose de la forme O (z) g ou © borné au voisinage de a,

une quantité équivalente a ¢ (au voisinage de a) est quelque chose de la forme u (z) ¢ ot limu = 1.
a

Ce qui précede sont des définitions, donc on peut toujours s’y ramener si on est bloqué. Et méme si on
ne les comprend pas, on peut toujours les manipuler. C’est d’ailleurs ce que vous faites depuis toujours en
maths : c’est quoi au juste un nombre? et un cercle? un ensemble ? une fonction 7 Sans faire de philosophie
des fondements, ces questions simples doivent vous mettre devant une évidence : vous manipulez des notions et
énoncez des relations entre elles sans méme savoir de quoi vous parlez (je vous rassure, la plupart des matheux
non plus). Mais il reste les relations entre les objets, ce sont sur elles que vous tenez un discours (on peut
toujours affirmer 1 4+ 1 = 2 quel que soit le sens que 'on donne aux symboles 1, 2, + et =).

Pas besoin de comprendre un petit o, il suffit de savoir le relier & du connu. Et pour cela, vous avez la
définition ci-dessus. Pour citer Von Neumann : "Young man, you don’t understand Mathematics, you just get
used to them" (et je compléterai : "you will fathom out matters later").

Exemple 1. Montrer qu’une somme finie de petits o (d’une méme quantité en un méme point) reste un
petit o (de la méme quantité en ce méme point).

Preuve. Appelons g et a les quantité et point considérés. On veut montrer que 0;—q (q) + 0z—q (q) +
o+ 0p—q (q) = 04—q (q) oU le nombre de terme du membre de gauche est un entier naturel quelconque > 1.
Par une récurrence immédiate, il suffit de montrer 1’égalité précédente pour cet entier valant 2.

On revient a la définition : les termes a gauche sont chacun de la forme ¢ (x) ¢ avec limge = 0 (a priori,
pas la méme fonction € pour les différents termes), ce qui permet d’écrire 0,4 (¢) + 0z—q (¢) sous la forme
e(x)g+e(x)g = [e(x)+e(x)]q avec lim,e = 0 = lim, e. Puisque ¢ (z) + e (z) tend vers 0 + 0 = 0 lorsque
x — a, on peut réécrire [ () + e (x)] ¢ sous la forme E (z) g ou lim, E = 0, ce qui est exactement la définition
d’'un 0,4 (¢). On a donc terminé la preuve — au besoin, récapituler

Op—a (@) + 00 (q) =c(x)q+e(x)g=[c(x) +e(x)]q=E(r)q=0,-a(q).

Exemple 2. Montrer 1égalité 0y—q (1) Op—q (1) = 034 (1) et en déduire

Oz —a (q) O:v*»a (1) = Og—aqa (q) .

Interpréter en francgais.

Preuve. On remplace par les définitions : 0,4 (1) Oz—q (1) est de la forme [e (z) 1] [ () 1] ou lim, e = 0
et ot © est borné au voisinage de a. D’aprés le cours sur les limites, quelque chose de borné multiplié par quelque
chose de limite nulle tend vers 0. Ainsi, on a lim, e© = 0, ce qui montre que 0;—.4 (1) Oz, (1) s'écrit [£0 (x)] 1,
autrement dit est un 0, (1). Pour en déduire 1’égalité voulue, on multiplie les deux membres par q.

La premiére égalité ne fait que traduire que "quelque chose de borné multiplié par un truc qui tend vers
zéro tend toujours vers zéro". La seconde dit que, au voisinage d’un point donné, "quelque chose de négligeable
reste négligeable aprés multiplication par un truc borné."

Exemple 3. Montrer qu’un Osine__ 1 (t3) est un o;—_¢ (t3).
2t 2
Preuve. On revient & la définition : un oswm:_ 1 (t3) est de la forme e (88%) #3 ou limi ¢ = 0. Or, vue
2t 2 2t P ’
.. . 3 t—0 . L, . .. t—0 . oy .., i
la limite classique % — 1 (ce qui s’écrit aussi sint ~ ¢ par définition de ~), la quantité Sgltt tend vers %

sint
2t

quand t — 0, donc par composition des limites la quantité e ( ) tend vers 0 quand ¢ — 0. Cette derniére est

donc de la forme E (t) avec limg E = 0, ce qui montre que

Osint 1 (t*) =e (225) t* = E(t)t* = 0,0 (£?) , ce qu'il fallait démontrer.



Exemple 4. Parmi les équivalences suivantes (toutes énoncées lorsque x ~ 0), dire lesquelles sont
justes/fausses (justifier) :

2 2 3
x x x
cosT ~ 1—? cosxwl—&—? cosz ~ 1+ 2? cosxwl—&—? cosx ~ 1+ 4228
23 . 23 S . 312 3 . 25
cosT ~ T — — CoST ~ T+ — cosx ~r+2x"+x sing ~ —=x — — + —.
6 6 219 3! 5l
Preuve. Dans chaque équivalence de la premiere ligne, les deux membres tendent vers une méme limite

non nulle (ici 1), donc le quotient tend vers 1, donc I’équivalence est vérifiée (par définition d’une équivalence!).

Dans la deuxiéme ligne, au contraire, les trois premiéres équivalences sont fausses car les deux membres tendent

vers des limites distinctes (1 et 0), donc le quotient (dans un sens ou dans I’autre) ne peut pas tendre vers 1.
Enfin, puisque 23 et 2® sont négligeables devant z, le membre de droite de la derniére équivalence équivaut

A son premier terme ;’%x ; puisque par ailleurs sinz ~ x, la justesse de la derniére équivalence impliquerait celle

12 ﬁ(lﬁ 12 12
de x ~ gﬁx, c’est-a-dire % — 1, ou encore g’ﬁ =1, ce qui est faux! (méme si gﬁ ~ 1,01, il ne vaut pas
ezactement 1, sinon 3!2 = 219 serait un entier a la fois pair et impair).

Remarque. Qu’est-ce qui est bizarre dans ce qui précéde? On a I'impression que 'on peut mettre
(presque) n’importe quoi comme DL et toujours obtenir une équivalence : ¢’est exactement ga !

La raison est qu’une équivalence ne "voit" que le terme prépondérant d’un DL : toute précision supplé-
mentaire est inutile car invisble (par ~). On peut donc rajouter quelque chose de juste (comme un DL a
Pordre 42) tout comme n’importe quoi de négligeable devant le terme prépondérant, cela n’en modifiera en rien
I’équivalence.

Mais alors & quoi servent les DLs? Précisément a voir au-dela du terme prépondérant (ce que ne peuvent
faire les équivalences bigleuses).

Donner un développement limité des fonctions suivantes au voisinage de 0 (jusqu’a l'ordre indiqué) :

y — sin (3y) & ordre 6 ;

cos? & lordre 2 ;

gr—ed xIn(l+g) alordre 3;
sin® a lordre 7 ;

A—exp(ln(l+A)) a Uordre 4 (commenter) ;
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tan a 'ordre 7.

Solution rapide proposée.

1. On sait que sin0 = 0O — ':’3—? + %5 + og_o (DG) ou le carré désigne n'importe quelle quantité. En
particulier, en le remplagant par 3y, on obtient

(3y)’ | (By)’

T

. 9 81
sin (3y) = 3y — + 03y—0 ((3y)6> =3y — 593 + Ezﬁ + 03y—0 (363/6) .

Pour avoir un vrai DL a l'ordre 6 lorsque y — 0, il faudrait montrer que le petit o ci-dessus est un
0y—0 (yﬁ). On procéde comme dans l'introduction, en revanant aux définition : la quantité o3, ((33/)6)

s'¢écrit e (3y) (3y)°® ot limg e = 0, ou encore [35¢ (3y)] ° ot la quantité 3% (3y) est de limite nulle lorsque
y — 0, donc est de la forme e (y) y® avec limg e = 0, ce qui est la définition d’un Oy—0 (yﬁ).

1 Ainsi, conntrairement & ce qui se passe sur un piano, 12 quintes (qui chacune multiplie la fréquence d’une note par %) ne

peuvent faire exactement 7 octaves (chacune doublant la fréquence d’une note), sinon on aurait (%)12 =27 et 312 = 21247 = 219,
ce qui est faux.



2. On connait cosz = 1 — & + o (22 lorsque z est proche de 0. Développer le carré donne?
2

oite = (1-5 10) =105 4ol o(e) 12 (- o) - Do)

1—2%+20 (m2) + % +o0 (xQ) 0 (372) — 220 (x2)

i

Montrons que chacun des termes de la quantité soulignée est un o (xQ), ce qui montrera (en vertu de

exemple 1) que cette derniére est un o (z2).

m4
% =o0 (wz) puisque le quotient —4 = % — 0. Ensuite, le produit de deux o (mz) est de
la forme [e (z) #?] [e () %] avec limge = 0 = limg ¢, donc est de la forme ee (z) z*
est un o (z*) (a fortiori un o (z?)). De méme, le terme z%0 (x?) est un o (z*) (écrire pourquoi), donc un

0 (xQ) Enfin, il est clair que 20 (xQ) est un o (a:Q) (c’est 'exemple 2 avec pour O (1) la fonction constante

2).

Déja, on a
avec limg ee = 0, donc

Moralité. Quand on développe un DL, on ne garde pas

les termes qui sont négligeables devant l'ordre voulu (ici xz),

Autre méthode : afin d’éviter de multiplier, on peut d’abord linéairiser cos®x =
le DL connu de cos en O :

2 14e0s22 huis utiliser

(22)°

cos2z =1 — + 0240 ((290)2) .

. . 2 .
On montre & la main que 09,9 ((21‘) ) est un og,_,q (x2) ("on", c’est vous!), d’ou

5.2 _ 2
coszzz::2 2z +201_)0(x):17:172+0(x2).

Heureusement (et bien sir!), on trouve la méme chose.

3. On invoque les DLs connus de exp en 0 et de In en 1 : (g est pris au voisinage de 0)
2 3 2 3
¢9 x In(1+g) = (1+g+g2+g6+0(g3)) (g—g2+93—|-0(g3)>.

Quand on développe, on récupére un polyndéme de degré < 3 plus d’autres termes qui sont : ou bien des
monomes d’ordre > 3 (rappeller pourquoi ces derniers sont des o (93)), ou bien de la forme Ag"o (93) pour
A réel et n € N (montrer alors qu'ils sont des o (g®)), ou bien un produit de o (g®) (dire pourquoi ¢’est
encore un o (g%)). Ainsi, seul reste le polynome plus un o (g°)

2 3 2 3 2 3 3
g g 3 g g 3 g g 2 9 g
91n (1 = 1 = 4+ = -4+ = = - =4+ = - = =
e?In(1+ g) <+g+2+6+0(g))<g 2+3+0(g)) (g 2+3)—|—<g 2>+ +o0
2 3
— 9 .9 3
= gt +5 +o(d).
4. On commence par mettre bétement de DL a l'ordre 7 de sin a la puissance 5 :
BT °
5, v vy 7
smt<t TR 7!+0(t)>.

Afin de s’épargner des calculs inutiles, on observera qu’'un ¢ se factorise :
2t s °
P B T 6
sin®t =t (1 TR T +o(t )) .
Ainsi, puisqu’on veut de 'ordre 7 a la fin, il suffit d’avoir de 'ordre 2 dans la puissance cinquiéme, ce qui
donne (1 — 3—2, + o0 (tQ)) =1-5x % +o0 (t2) (quand on développe tout, les seuls termes d’ordre < 2 sont

1et % (lequel apparait cinqg fois)).
Ainsi, on aurait pu partir du DL de sin a lordre 2+ 1 (le +1 vient du ¢ que I'on a factorisé) :

3 ° 2 ° 5 5
sin® ¢ = (t—6+0(t3)> =1 <1—6+0(t2)> =1’ (1—6t2+0(t2)> :t5—6t7+0(t7).

2on rappelle (a + b+ 0)2 =a? 4+ b2 + c2 + 2 (ab + bc + ca) pour tous complexes a, b, c,

3

2

(¢°)



5. On remplace dans le DL connu de exp en 0 la "variable" par In (1 + A) (pour A au voisinage de 0) :
In(1+A))  [n(+A)7°
2 * 3!

Comme dans l'exemple 3 (remind moreover In (1 4+ A) ~ A), on montre que le petit o ci-dessus est un
oa—o (A?). 11 s’agit donc de faire un DL des trois termes contenant du In (1 + A).

en+d) — 1 4y (1+A)+ + Oln(1+A)—0 ([ln (1+ A)]S) .

On observera judicieusement (comme dans le DL de sin®) que, puisque le DL de In (1 + A) commence
par un A, ceux de [In (1 + A)]" commengent par A™ pour tout entier n (factoriser par A). Ainsi, puisqu’on
veut 'ordre 3, on DLifiera In (1 + A) a Pordre (4 — n) pour n = 1,2, 3.

Commencons par [In (1 4+ A)J? ordze 1 (A +0(A))*. Quand on développe tout, en invoquant la "mora-
lité" ci-dessus, on ne garde que le cube A3, d’ou

In(1+A)° =A% +0(A%).

2
Ensuite, on a [In (1 + A)]2 ordee 2 (A — A; +o (A2)> . En dévéloppant?, les seuls termes d’ordre < 3 sont

A? et 2 (A- #), ce qui donne
2 2
In (1+A))* = <A— A2+o(A2)> =A*— A% +0(A?).

Il reste a tout réinjecter pour conclure :

[In (14 A))? N [In (14 A)?

eI — 14 In(1+A)+ 5 3l + 0a—0 (A?)
2 A2_A3 A3 AS AS
= 1+A<1—A+A+0(A2)>+ +of )+ *ol )+0(A3)
2 3 2 6
A? A3 A2 A3 A3 3
= 1+<A—2+3>+<2—2>+6+0(A)

= 1+A+0A%+0A%+0(A%).

Commentaire : puisque expoln = Id, on savait bien que l'on allait trouver e™(+4) = 1 4 A et
cela méme a n’importe quel ordre! Il n’y ici aucune approximation (ou plutot cette derniére est nulle), le
résultat est exact, le o (A3) dans la derniére égalité vaut zéro.

6. Plusieurs méthodes possibles : on peut

(a) calculer les dérivées n-iémes de tan, les évaluer en 0 et appliquer Taylor-Young;
(b

)
) sin

(c) utiliser le DL connu d’arctan, écrire Id = tan o arctan et invoquer 1'unicité du DL;
)

faire un quotient de DLs en écrivant tan = 2 ;

cos ’

(d) intégrer la formule tan’ = 1 + tan? pour faire une récurrence.

On va choisir la derniére.
On part du DL (pour z au voisinage de 0) tan z = z+o (z) (qui n’est qu’une traduction de I’équivalence
tanz ~ z). On le réinjecte dans

tan’z = 1+ tan’z = 1+ (z + o (2))* = 1 + 2 + 0 (2?),

d’ou par intégration (la constante d’intégration est nulle car tan0 = 0)
23
tanx:x—i—?—i—o(aﬁ).
3 2 2 2
On recommence : tan’ ¢ = 1+tan?z = 1+ (x +%Z +o (xB)) . Le carré se simplifie en 22 (1 + % 4o (xQ))

lorsqu’on le développe?, on obtient 2 (1 + 2% +o0 (1’2)>, don tan’ z = 1 + 22 + %I4 + o0 (z4) et

tanx:x+£+3x5+o(x5)
3 15 '

3on rappelle (a + b+ 0)2 =a? + b2 4 c2 + 2 (ab + bc + ca) pour tout complexes a, b, c,
4on rappelle (a + b+ 0)2 =a? 4+ b2 + c2 + 2 (ab + be + ca) pour tout complexes a, b, c,



2
Allez, une dernére fois : tan’z = 1 + tan?z = 1 + (x + %3 + % +o0 (m5)> . Encore une fois, sortir

5 2 2 4 2
le x de la grosse puissance avant toute action : (x + %3 + 21% +o0 (m5)> =z (1 +%5 + 21% +o0 (ar4)) .

Lorsqu’on développe tout, on récupére

222 22\ ? 2z 4 5 2zt 14\ ¢ 6
x2<1+3+(3) +2E+o(x) =z +3+(9+15 2%+ 0 (2%,

d’ou (simplifier 1 4 .+ = 534 = 11

3 2 17
tanx:x+%+1—5x5+ﬁx7+o(a¢7).



