Partiel intégration

On notera |7] (ou r est réel) le plus grand entier inférieur ou égal a r.
1 1-0?

2
ag J—
Vi—o2 = /1-02 1—02
pour tout réel o € |0, 1]. La dérivée de arcsin peut se retrouver en dérivant 1’égalité sin o arcsin = Id.

On pourra vérifier que [Ino f]/ = fT/ pour toute fonction dérivable f > 0 et que

Calculer les intégrales suivantes :

. ffl |z ] dx ;

2. fog tan ;

3. [i;

4. [) 20145,

5. fol V1 —a2da (interpréter géométriquement).
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Partiel intégration

On pourra vérifier que [Ino f]' = L pour toute fonction dérivable f > 0. La dérivée de arctan peut se
retrouver en dérivant 1’égalité tan o arctan = Id.

Calculer les intégrales suivantes :
1. f_12 Vabdz ;
T g
2 [2 an
3. fleflnf df ;
4. fob (Hb_hj + h) dj avec b,h, H > 0 réels (interpréter géométriquement) ;

192423
5. fo o da.




Solution rapide proposée.

1. La fonction |-| est constante sur tout intervalle du type [k, k + 1] avec k entier : elle y vaut k, d’ou

/, :H =, =k (o ]fji = k. En utilisant Chasles pour se ramener a de tels intervalles, on trouve

/_1L$de=</_ol+/ol+/12+/23> |lz]dz=—-1+0+1+2=2.

2. On reconnait une dérivée logarithmique (identité rappelée) :
3 3 & 3 cos’ x
/ tan:/ g:—/ o8 = —[lnocoslg =—(—In2—1nl)=In2.
0 o COS o COS
3. Une intégration par partie conclut (dériver le logarithme) :

4 4
1
/ln'ydw = [’ylny] / —~vdy=(4In4—-0)—(4—1)=8In2—3.
1 1 7

4. On tue une variable dans la fraction, puis on reconnait une dérivée logarithmique :
395 -1 3 3
7d5— 2+7 déd =2 d6+ =23-2)+[In(6—-1);=2+mn2.
2
5. On fait une TPP pour obtenir une équation en l'intégrale cherchée (et on utilise I'identité rappelée) :
! 1 ! —a ! 1 1—a?
I : = 11— a?da "2 [a\/l—aﬂ —/ aida:0+/ ( - )da
/0 0 o V1—a? 0 \/1—(12 \/1—&2

1
= [arcsin a](l) - / V1—a?da = g —1I,dou 2l = g et I = % (aire d’un quart du cercle unité).
0

Pour ceux qui rechignent a intégrer a — \/1%7 sur [0, 1] (c’est légitime vu que la fonction intégrée n’est pas

définie en 1), remplacer dans ce qui précéde 1 par un réel r € [0, 1] donne ’égalié I (r) = rv/1 — r2—arcsinr—1I (r),
d’ou le méme résultat en faisant tendre r vers 1 (tout est continu).

Solution rapide proposée.

1. On découpe l'intégrale en deux bouts selon RT et R~ puis on revient a la définition de V26 = |x3‘ :
1 0 1 470 471 4
2 I
/ Vabdr = / —z3dx +/ z3dr = [_m} + [m] — 4+ - = — =4,25.
) P 0 4], 41, 4 171
2. On reconnait une dérivée logarithmique (identité rappelée) :
501 5 cos 5 gin/ oz V3 1 In3
—_—= — = — =[lnosin] = (ln——-In- | = .
= tan = sin x  Sin 6 2 2 2
6 6 6
3. Une intégration par partie conclut (dériver le logarithme) :
2 e 2 21€ 241
[imsa=[Tng] - [ Ly (S-0)-[5] -
=1 = 4
4. On tue une variable dans la fraction, puis on reconnait la dérivée de arctan :
1o 2 1
2a° — 3 5 1 1 L%
/0 Wda = /0 (2 — W) da = [2a]a:U -5 [arctan]o =2 4 .
5. On calcule l'aire d’un trapéze rectangle de base b et de hauteurs h et H :
b b b o b
H—h. . H—h . . H-h|j 1b
J+h>dj = 7/]6[]4—/1/ d]:{] +h[j];_
/0 ( b b 0 b 2]j=0 7=0
H—hb? 1
= 3 + hb= §b (H + h), c’est bien la formule connue.



