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Algébre linéaire et géométrie (EC 221)

g Corrigés des exercices du TD n° 4 E

Exercicen’ 1.

1. On a
2 4 -1 1 -4 1
A+B<—1 2 3)*(0 2 —1)
(241 44(-4) -1+1
T\-140 242 3+4(-1)
(3 00
“\-1 4 2
2 4 -1 -1 -1 1
A+C<—1 2 3)*(1 -1 1)
(24 (1) 4+(-1) -1+1
T\ 141 24 (-1) 341
(1 30
0 1 4
2 4 -1 -1 -1 1
A_O:<—1 2 3)‘(1 ~1 1)
C(2-(-1) 4—(-1) -1-1
“\-1-1 2-(-1) 3-1
(3 5 -2
-2 3 2
2. On a
1 -4 1
—2B=- (0 2 —1)
_(—2x1 —-2x(-4) -2x1
T\—2x0  —2x2  =2x(-1)
(-2 8 -2
“\0 -4 2
2 4 -1 1 -4 1
A_QB:<—1 2 3>_2<0 2 —1)
(2 4 -1\ [(2x1 2x(-4) 2x1
“\-1 2 3 2x0  2x2  2x(-1)
(2 4 -1\ (2 -8 2
-1 2 3 0 4 -2
(2-2 4-(-8) -1-2
“\-1-0 2-4 3-(-2
(0 12 -3
“\-1 -2 5
3. On a

2 4 -1 1 -4 1 1 -1 1
2A—3B+50:2<_1 ) 3>—3(0 ) _1>+5<1 i 1)
(48 2y (3 12 3\ (5 55
“\—2 4 6 0 6 -3 5 -5 5
_ [4-3+4(=5) 8—(—12)+(=5) -2-3+5
"\ —2-045  4-6+(-5) 6-—(=3)+5



Exercicen’ 2.

_ (34

15

-7 14

0

)

1. A partir de deux matrices distinctes de énoncé on peut calculer les produits suivants.

1
AxB=(1 1 0)x (0
2

=1x14+1x0+0x2
=1

1 0
AxC=(1 1 0)x |0 1
-1 0

1

=(Ix14+1x0+0x-1 1x0+1x140x0 1x2+1x(-1)+0x1)
—(1 1 1)

1
AxD=(1 1 0)x |2
1

=(Ix14+1x2+0

1
0
0
X

=3 1 1 -1)

Bx A=

C x B=

CxD=

2. On a

1
0] x(1 1 0)
2

1x1 1x1 1x0
O0x1 O0x1 0xO0
2x1 2x1 2x0

110
0 00
2 20

1 0 2
0 1 -1
-1 0 1
Ix14+0x0+2x2
O0x1+1x0+(—1)x2
(1) x14+0x0+1x2

1
x |0
2

)
-2
1
1 0 2 11 0 -1
0 1 -1]x|2 0 1 O
-1 0 1 1 0 2 1

I1x14+0x2+2x1

1x14+0x0+2x0

I1x04+0x1+2x2

1

O0x14+1x24+(-1)x1 0x14+1x04(-1)x0 0x0+1x1+4+(-1)x2 0x

(-1)x14+0x2+1x1
3 1 4 1
1 0 -1 -1
0o -1 2 2

S

I
= o O
O = O
O O =

X
= O O

o = O

o O =

(-1)x14+0x0+1x0

(1) x04+0x1+1x2

(~1

X
(
)

I I1x141x040x0 1x0+1x140x2 1x(-1)+1x04+0x1)

(-1)+0x0+2x1

-1
X

—~—

+1x0+(—-1)x1
-1)4+0x0+1x1



O0x0+0x04+1x1 O0x04+0x14+1x0 O0x14+0x0+1x0
=0x04+1x04+40x1 Ox04+1x140x0 Ox14+1x04+0x0
1x04+0x04+0x1 1x04+0x140x0 1x14+0x04+0x0

100
0 0
0 1

1
0
La matrice M n’est pas diagonale mais la matrice M? l’est.

Exercicen’3. On a

(1 2 0>X _11 _41 _01 _(1 7 —2)

3 1 4 9 1 9 6 5 7
a b ¢ 1 a c a+b+c a®+b®+ 2 b? + 2ac
c b a|lx|1 b b]l=|a+b+c b2 + 2ac a? +b% + 2
1 1 1 1 ¢ 3 a+b+c a+b+c

Exercicen’ 4.

1. SoientA—(é 1) etB—<1 0).Ona

et

donc A x B # B x A.

.. (10 (0 0 _ {0 0
2. SmtA—(O 1>etB—<0 O).OnaA#BetAxB—BXA—(O O)'

0 0
3. Les matrices A = <8 8 8) et B= |0 0| nesont pas carrées et les produits A x B et B x A existent. En revanche,
0 0

ils ne sont pas égaux puisqu'’il s’agit de matrices de tailles différentes. En effet, A x B € My 2(R) et B x A € M3 3(R).

4. La matrice A = (0

1 8) est carrée non nulle et vérifie A2 = (0 O),

0 0

5. Les matrices A = G D et B = <_11 _11) sont carrées, non nulles, non égales et vérfient A x B = <8 8)

Exercice n’ 5.
1. On a

h
X
S
|

-2 1
CxA:(l 8)

donc A et B commutent alors que A et C' ne commutent pas.



2. On a

s (-1 8
2= (0%)
3 (-9 22
A_<—11 13)
s (1 =8
2= (i )
3 (—13 4
w754
2 (21
*=(i3)
3 (-1 4
=7 1)
3. On a
s (4 -2 4 -2
o= (U ) ()
1

On peut utiliser une identité remarquable pour calculer (A + B)? car A et B commutent. En revanche, on ne peut
pas utiliser une identité remarquable pour calculer (A + C)? car A et C ne commutent pas.

4. On a
(A+B)?=(A+B)x (A+B) x (A+ B)
—(A+B)2 x (A+ B)

_ (14 12\ (4 2
“\6 2 1 2
(44 —52
—\26 -8

o

Exercicen’ 6. On a

N O =
[SCRE S

ot O N
N——



Exercicen’ 7.

— La matrice A est diagonale donc AP = pour tout entier naturel p.

1 0 0
2 -2 0
1 0 =2
1 -1 0
AxB=1[0 0 2
3 -2 2
0 0 1
BxA=12 2 4
0 -1 1

— Calculons maintenant les puissances de la matrice B. On a

0

e}
)

B?* =

N O
o o
o O

o
o
o

B* =

o o
o o
o O

pour tout entier p > 3.

o O O

0
et donc BP = [ 0
0
e

— Vérifions que A et B commutent. On a

Ax B =

DO OO N
OO OO
SO O NOoO O

et

Bx A=

SO W O

N OO = OO

OO o O oo

[\

o

On observe que A x B = B x A donc les matrices A et B commutent.
— Soit p > 2 un entier. Les matrices A et B commutent donc, d’apres la formule du bindme de Newton, on sait que

Zp:( )Bk’ x APF

(B+ A)?

En exploitant maintenant que, pour tout entier k > 3, B¥ = 03,3 on obtient

(B + AP = (’5) B x AP0 4 ("1’)31 x AP~ 4 (g) B2 x AP~2
o AP +pB % Ap 1 p(p 2 % Ap72
% 0 0 0 0 0 b1 0 0
—(o 22 o|+p| 2 0 0 +]% 0 00
0 0 2r 3x 201 20-1 %=1 0 0



2p 0 0
= p2P 2 0
p(p+5)2P=2 p2r-1 2p

Remarque. On observera que cette égalité est aussi vérifiée pour p € {0;1}.

0 0 O 0 0 O
Exercicen’8. Onécrit A=I3+JouJ=|0 0 1] etlonobservequeJ?= |1 0 0] et J3=033.
1 00 0 0O

Considérons maintenant n > 2 un entier. Les matrices I3 et J commutent donc, d’apres la formule du binéme de Newton,
on sait que

n - n n—
A" = ; <k>J’“I3 k
n n .

(k)J I
k=0
1 n .
(+)’
0

En exploitant & présent que, pour tout entier k > 3, J* = 03,3 on obtient

o5

E
[}

S

k

k=0
-1
_I3+nJ+n(n2 )J2
100 0.0 0\ g (000
=10 1 0)+n|0O O 1]+ 5 1 0 0
0 0 1 1 0 O 0 0 O
1 0 0
-1
= n(n2 ) 1 n
n 0 1

Remarque. On observera que cette égalité est aussi vérifiée dans le cas oin € {0;1}.

Exercicen’ 9.

00 2
1. On obtient aisément que B> = [0 0 0| puis B> = 033 et Pon en déduit ensuite que, pour tout entier n > 3,
0 0 0

B" =033.

2. Soit k > 2 un entier. Les matrices als et B commutent donc, d’apres la formule du binéme de Newton, on sait que

En exploitant maintenant que, pour tout entier p > 3, BP = 03 3 on obtient

2
Ak = Z <k> Clk_po



-1
— akIS + kak_lB + k(k2 )ak—QBQ
1 00 01 0 0 0 2
k(k—1
:ak010+kak002+¥ak_2000
00 1 00 0 000
a® 0 0 0 ka*! 0 0 0 k(k—1)ak2
=0 & o)+|0 0 2ka1]+[0 0 0
0 0 da* 0 0 0 0 0 0
a*  ka*=' k(k—1)ak?
=10 ak 2kak—1
0 0 ak

Exercice n’ 10. Commencons cet exercice en rappelant que I’on inverse une matrice A € M,,(R) en effectuant des opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée (A | I,,) jusqu’a obtenir (I, | B) et qualors B = A~

1. — Calculons A~!. Pour cela on applique la méthode rappelée au début de I’exercice.
-7 —6 121 0 O
2 -1 -3/0 1 0
-4 -4 7 |10 0 1
-7 -6 1271 0 O
Lo < TLy + 2L
0 —-19 3|2 70 ? 2
0 —4 1 -4 0 7 L3<—7L3—4L1
-7 -6 12| 1 0 0
0 —-19 3 2 7 0 L3 — 19L3 — 4L2
0 0 7| -84 —28 133
-7 -6 12| 1 0 0 1
0 —-19 3 2 7T 0 Ls + ?Lg
0 0 1]1-12 -4 19
-7 -6 12| 1 0 0
0 —-19 0| 38 19 -—57 Lo+ Ly —3L3
0 0 1|1-12 -4 19
-7 -6 12| 1 0 0 1
0 1 0| -2 -1 3 Lo —1—9L2
0O o0 1|-12 -4 19
-7 0 0| 133 42 =210
0 1 0| -2 -1 3 Ly <+ Ly +6Ly —12L3
0 0 1]-12 —4 19
1 0 0]-19 —6 30 1
0 1 0 -2 -1 3 L1 — —?Ll
00 1|-12 —4 19
-19 —6 30
On en conclut que A~ ' = -2 -1 3
—-12 —4 19
— Calculons B~1.
12 1 5|1 0 0
-33 -2 150 1 0
22 2 =910 0 1
12 1 -5 1 0 0
Ly <405+ 11L
0 3 5|11 40 ]|" 2 '
0 1 1 11 0 6 L3 — 6L3 — 11L1
12 1 -5 1 0 0
0 1 1 |—-11 0 6 |Ly< Ls
0 3 5 11 4 0
12 1 -5} 1 0 0
0 1 1 |-11 0 6 L3+ L3 —3Ls
0 0 2 44 4 -18
12 1 -5 1 0 0 1
0 1 1 |—-11 0 6 |L3<« §L3
0 0 1 22 2 -9




12 1 -5 1 0 0
0 1 0 -33 -2 15 Lo+ Lo — L3
0 0 1 22 2 -9
12 0 0| 144 12 —-60
0 1 0]-33 -2 15 |Li+ Li—Ly+5L3
0 0 1] 22 2 -9
1 0 0] 12 1 =5 1
0 01

12 1 -5
On en conclut que B~'=|-33 -2 15
22 2 =9
— Calculons C1.
4 5 5|1 0 0
-4 -3 0|0 1 O
2 2 110 0 1
4 5 5 1 00
Lo+ Ly+ L
0 501 1 0 2t
0 -1 -3|-10 2/) Lse2ls—1Is
4 5 51 0 0
0 2 5|1 1 0 L3+ —Lj
01 3|1 0 -2
4 5 51 0 0
01 3|1 0 -2 LQ g L3
0 2 51 1
4 5 5 1 0
0 1 3 1 0 -2 L3 < L3 —2Lo
00 —-1|]-11 4
4 5 5|1 0 0
01 3|1 0 —2 L3+ —Ls
00 111 -1 -4
4 5 5|1 0 0
01 0f-2 3 10 LQ — Lg — 3L3
00 1|1 -1 -4
4 0 0| 6 —10 —-30
01 0| -2 3 10 L1 — L1 — 5L2 — 5L3
0 0 1] 1 -1 -4
1 0 0|3/2 —-5/2 —-15/2 1
0 1 0 —2 3 10 L1 — iLl
0 0 1| 1 -1 —4
3/2 —5/2 —15/2
On en conclut que C~1 = | =2 3 10
1 -1 —4
— Calculons D1
1 -1 1 —-1{1 0 0 O
1 0 1 0|0 1 0O
1 1 -1 1 (0 0 1 0
-1 -1 1 1 /0 0 0 1
1 -1 1 —-1,1 000 Ly <+ Ly — L
0 1 0 1 /-1 1 00
0 2 —2 2]-10 10| Bcla-I
0 -2 2 0|1 001 Ly Lo+ Ly
1 -1 1 —-1|1 0 0 0
0 1 0 1 (-1 1 00 L3+ L3 —2Ly
0o 0 -2 0 1 -2 1 0 Ly Ls+2L,
0 0 2 2 -1 2 01



1 -1 1 —-1]1 0 00
0 1 0 1 /-1 1 00
00 9 o L 9 1 0 Ly« Ly+ Ls
0 0 0 20 0 11
1 -1 1 -1] 1 0 0 0 1
o1 0 1| -1 1 0 0 Ly ==31s
0 0 1 0[-1/2 1 -1/2 0 1
0 0 0 1 0 0 1/2 1/2 b gha
1 =11 =1 1 0 0 0
0 1 0 0| -1 1 —1/2 —1/2
0 0 . 0 _1/2 1 _1/2 0 L2 < L2 — L4
0 0 0 1 0o 0 1/2 1/2
100 0| 1/2 0 1/2 0
0100 -1 1 =1/2 -1/2
001 0|-1/2 1 —1§2 0/ bbb mlar b
0001 0 o0 1/2 1/2
1/2 0 1/2 0
_ -1 1 -1/2 -1/2
1 _
On en conclut que D~" = —1/2 1 -1/2 0

0 0 1/2 1/2

2. Les matrices A, B, C sont inversibles donc les produits AB et AC' le sont également et on a

—170 —53 268
(AB) ' =B 1A' =| 451 140 711
—314 —98 495

et
133/2 47/2 —105
(Ac)y t=cCctAt = —88 31 139
31 11 —49
Exercice n’ 11.

1. Commencons par le

Rappel (Inversibilté d’une matrice de format 2 x 2) — Une matrice A = (Z Z) € M3 (R) est inversible

si, et seulement si, ad — bc # 0. Dans ce cas
1 d —b
A7l = ——
ad — bc (C a >

— La matrice A est inversible car 1 x 3 — (—=1) x2=5#0et on a

_ 1/3 -2
1—7
A 5(1 1)

— Montrons a présent que B est inversible et calculons son inverse.

01 1({1 0 O
1 0 1{0 1 0
1 1 0{0 0 1
1 0 1{0 1 O
01 1(1 0 O Lo+ 14
1 1 0|0 0 1
10 1 /0 1 O
0 1 1 1 0 0 L3+ Ls— 14
01 —-1|]0 -1 1
1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 L3+ L3— Lo
00 —2|-1 -1 1
1 0 1 0 1 0
00 —2|-1 -1 1




10 1] 0 1 0 Lo 11,
01 0[1/2 —1/2 1/2 21
000 112 12 <12 ) Lyl

10 0f-1/2 1/2 1/2
01 0 1/2 —1/2 1/2 Ll(*Llng
00 1| 1/2 1/2 -1/2

~1/2 1/2  1)2
On en conclut que B est inversible et B~' = [ 1/2 —-1/2 1/2
12 1/2 —1/2

— Pour tout M € Ms3(R) on a

(1 -1 2 . (1 -1 2
= (L Yeaaus-ao () S 2)

(1 -1 2
& LMB=A (0 3 0)

(1 -1 2
s MB=A (0 3 0)

(1 =12\
& MBB '=A (0 s 0)B

(1 -1 2\
o Ml;=A (0 3 O)B

(1 =12\ L
SM=A (0 3 O)B

~3/5 9/5 —6/5
®M2<3/10 1/10 1/10>

1

L’équation matricielle AM B = (O

12\ . ~3/5 9/5 —6/5
3 0> d’inconnue M € M, 3(R) admet donc (3/10 1/10 1/10) pour

unique solution.
Exercicen’ 12.

1. Démontrons que P est inversible et calculons son inverse. Pour cela on continue d’utiliser la méthode employée dans
les exercices 10 et 11 consistant & effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée (P|I3).

-1 1 0|1 0 O
-2 1 1|0 1 0
2 0 —-1{0 0 1
-1 1 0 1 0 0 Ly ¢ Ly — 2L,
o -1 1 |-2 10
0 2 -1|2 0 1) Isclst2h
-1 1 0] 1 0 O
0 0 1|1-2 2 1
-1 1 0] 1 0 0
0 -1 0 0 -1 -1 Lo+ Ly — Lg
0 0 1(-2 2 1
-1 1 0|1 0 0
0 1 0] 0 1 1 Lo+ —Lo
0 0 1]-2 2 1
-1 0 0|1 -1 -1
0 1 0[O0 1 1 Ly < Ly — Ly
0 0 1 2 2 1
1 0 0]-1 1 1
01 00 11 Ly -1y
00 1(-2 2 1
-1 1 1
On en conclut que P est inversibleet que P~'=| 0 1 1
-2 21
2. Démontrons que, pour tout n € N, (P*IAP)n = P71 A"P en raisonnant par récurrence.



— Initialisation. La proposition est vraie au rang 0 puisque (P’IAP)0 =1I3et P1A'P = P '[P =P P =1;.
— Hérédité. Soit n € N. Supposons que (P_lAP)" = P~ A"P. Démontrons que (P‘lAP)"+1 = plAntip,
On a
(PLAP)"™ = (P~'AP)" x (P~'AP)
=P 'A"PP YAP d’aprés hypothése de récurrence

=P AN AP
=P 'A"AP
=ptAmtip
-2 0 0
3. On vérifie aisément que P"'AP = [ 0 1 0| et 'on observe qu’il s’agit d’une matrice diagonale ce qui permet
0 0 3
d’en déduire que
(=2)» 0 0 (=2)» 0 0
vneN\ {0}, (P7'4P)"=| 0 1™ o= 0 1 0
0 0o 3" 0 0 37
4. Les résultats des deux questions précédentes permettent d’établir que
(=2)» 0 0
VYn € N\ {0}, P 'A"P= 0 1 0
0 0 37
et donc
(=2)» 0 0
vneN\{0}, A"=P| 0 1 o ]|P!
0 0 37
On en déduit en particulier que
-8 0 0 -8 9 9
AB=pPl0 1 0|P*t=[-70 71 44
0 0 27 70 —-70 —43
et
16 0 0 16 —-15 -15
A*=P|0 1 0|P'=|-130 131 50
0 0 81 130 —130 —49
1 1 1
Exercice n’ 13. Pour tout réel a on pose A, = |1 a 0
1 1 a
1 1 1
1. Pour tout réel a on note ¢i(a) = [ 1], ca(a) = | a |, es(a) = | 0] les vecteurs colonnes de la matrice A, et B, la
1 1 a

famille (c1(a),c2(a),c3(a)). On recherche 'ensemble des réels a pour lesquels B, est une base de R3. Puisque celle-ci
est constituée de 3 = dim (R?’) vecteurs cela revient en fait & déterminer ’ensemble des réels a pours lesquels B, est
une famille libre.

Soit a un réel. Pour tous «, 3,7 € R on a

0 a+p +v=0
a.ci(a) + B.ca(a) +7v.c3(a) = |0 ] & S a+af =0
0 a+pB  +ay=0
a+pj +7=0
! (a-1)p =0 Ly Ly—1I,

(a—l)’yzO Lg(—Lg—Ll
On en déduit que la famille B, est libre si, et seulement si, a € R\ {1}. Ainsi, la matrice A, est inversible si, et
seulement si, a € R\ {1}.

2. D’apres la question précédente on sait que Ag est inversible. Calculons maintenant son inverse en effectuant des
opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée (A | I3) pour aboutir & (I3 | A~1).

11 1|1 0 O
12 0{0 1 O
11 2|0 0 1



11 1 1
01 —-1]-1
00 1 |-1
11 1|1
0 1 0|-2
0 0 1|-1
10 0] 4 -1
01 0-2 1
0 0 1]-1 0
On en conclut que
At =

‘Exercice n’ 14 .

O, O OO

Lo+ Ly — 14
L3<¥L37L1
Lo+ Lo+ Lj
Ll(—Ll—LQ—Lg
-1 -2
1 1
0 1

1. Les réels a et b ne sont pas tous les deux nuls donc a x a — (—b) x b = a? +b*> > 0 et & fortiori a® + b? # 0. Il s’ensuit

que A est inversible et

-1 _ 1 a —b
a2+ b2\b a
a b a+b
2. Notonsc; = [a|,co=|—-b] et c3 = | a—">b]| les vecteurs colonnes de la matrice B. On observe que c¢3 = ¢c3 + ¢1
b a a-+b

donc la famille (¢, co, ¢3) est liée et 'on en conclut que la matrice B n’est pas inversible.

Les vecteurs colonnes de C' forment clairement une famille libre de R2. On en déduit que C est inversible et 1’on calcule

maintenant son inverse en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée (C' | I3) jusqu’a

3.
aboutir a (I3 | C71).
1 1 171
01 110
0 0 1/0
1 1 1(1 0
0 1 0|0 1
0 0 1|0 O
1 0 0|1 —1
01 0f0 1
00 1/0 O
On en conclut que
cl=
4.

1
0
0

LQ(—LQ—Lg

Ll(—Ll—LQ—L3

1
0

-1
1

On montre aisément que les vecteurs colonnes de D forment une famille libre de R3. On en déduit que D est inversible

et 'on calcule maintenant son inverse en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée

(D | I3) jusqu’a aboutir a (I3 | D71).

1 1 011 0 O

0 -1 1]0 1 O
-1 0 1({0 0 1
11 0|1 0 O

0 -1 1]0 1 0

0 1 1|1 0 1
11 0|1 0 O

0 -1 170 1 0

0 0 2|1 11
11 0] 1 0 O
0 -2 0|-1 1 -1
0 0 21 1 1
2 0 01 1 -1
0 -2 0|-1 1 -1
0o 0 21 1 1

Ly <+ L3+ Ly

L3 < L3+ Lo

LQ — 2L2 —L3

L1 — 2L1 —|—L2



1 0 0]1/2 1/2 -1/2 1 1 1
0 1 0 1/2 71/2 1/2 Ll(—*Ll,L2<——*L2,L3(—*L3
00 1]1/2 1/2 1/2 2 2 2
On en conclut que
/2 1/2 —1/2
D7'=11/2 —-1/2 1/2
/2 1/2  1/2

5. Commencons par le

Rappel (Inversibilité d’une matrice diagonale) — Soient n > 1 un entier et aq,as, .. ., a, € C. La matrice
Diag(a, as, . ..,ay) est inversible si, et seulement si, ajas .. .a, # 0 et dans ce cas
1 1 1
Diag(ay,as, .. .,a,)” " = Diag (, — )
aip a2 Qn

La matrice F est diagonale et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc elle est inversible et

/4 0 0
E'=10 1/2 0
0 0 1/3

6. On montre aisément que les vecteurs colonnes de F forment une famille libre de R?. On en déduit que F est inversible
et 'on calcule maintenant son inverse en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée
(F | I3) jusqu’a aboutir & (I3 | F~1).

0 0 4/1 0 O
0 2 0(0 1 0
3 0 0(0 01
3 0 0(0 0 1
0 2 0({0 1 0 Ly < L3
0 0 4({1 0 0
1 0 0] O 0 1/3 1 1 1
01 0] 0 1/2 0 L1<—§L1,L2<—§L2, L3<—1L3
0 0 1{1/4 0 0
On en conclut que
0 0 1/3
F'=(o0 1/2 o0
1/4 0 0

Exercicen’ 15.

1. La matrice <§ ;) est inversible car 3 x 2 —-7x1=—-1#0et on a

GO -2 D-(7 1)

> est inversible car 2 x 4 — (=5) x (=3) = -7 # 0 et on a

(50 569 2

3. La matrice <g (2)) est inversible car 0 x 0 —3 x2=—-6#0et on a

68 =5 D=0
a+1

4. Soit o un réel. La matrice 9 Cly) est inversible si, et seulement si, (a+1)a—2x1 = a?+a—2 = (a—1)(a+2) # 0

i.e. a € R\ {1; —2}. Dans ce cas, on a

(3 e (G L)

. 2
2. La matrice <5 4



Exercicen’ 16. Soit § € R. La matrice A(6) est inversible car cos(6) x cos(f) —sin(6) x (—sin()) = cos?(0) +sin?(8) =1 # 0

et on a
_ 1/ cos(f) sin(6)
1 p—
A(6) 1<—sin(0) cos(0)
_ [cos(—0) —sin(—0)
sin(—0)  cos(—6)
= A(-9)
Exercicen’ 17 .
1 3 0
— CQalculons 'inverse de | 2 1 -1
-2 1 1
1 3 011 0 O
2 1 —-1]0 1 O
-2 1 1 1]0 0 1
1 3 0 1 00 Ly« Ly — 2L,
0 -5 —-1|-2 1 0
0o 7 1|2 o 1) Isclst2h
1 3 0 1 00
0 =5 —1|-2 1 0 | L3« 5Ls+7Ly
0O 0 —-2|-4 75
1 3 0 1 0 0
0 —-10 O 0 -5 =5 Lo« 2Ly — L3
0 0 -2 -4 7 5
1 3 011 0 0 1 1
01 0[0 1/2 1/2 Ly & —15La, Ly < —5Ls
00 1[2 —7/2 —5/2
1 0 0|1 -3/2 -3/2
01 0j0 1/2 1/2 L1+ Ly —3Ly
00 1]2 —7/2 —5/2
1 3 0\ ' /1 -3/2 -3/2
On en conclut que | 2 1 -1 =10 1/2 1/2
2 1 1 2 —7/2 —5/2
2 -2 1
— Calculons 'inversede |3 0 5.
1 1 2
2 =2 111 0 0
3 0 510 1 0
1 1 2(0 0 1
1 1 210 0 1
3 0 510 1 0 L+ L
2 =2 1|1 0 O
1 1 210 0 1 Ly < Ly — 3L,
0 -3 —-1|]0 1 -3
0 -4 —3|1 0 —2 ) LscLls—2L

SO OO
O, O O

0-3 9 -21
—5| 3 -4 6
0 0 1
1/5 -3/5 17/5
—3/5 4/5 —6/5
1 -1 2
1/5 -3/5 1/5
~3/5 4/5 —6/5

L3 < 3L3 —4L,
L2 «— 5L2 — L3

1 1
L2 «— —7L2, L3 — —3L3

15
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9 —2 1\ " 1 1 2

On en conclut que [3 0 5 =15 =3/5 7/5

1 1 2 -3/5 4/5 —6/5

— On laisse maintenant au lecteur le soin d’établir seul que
-1

1 0 1 0 /2 1/3 -1/2 1/6
0 2 -2 0| |12 1/6 1/2 -1/6
12 0 1 12 -1/3 1/2 -1/6
0 2 1 3 ~1/2 0 -1/2 1/2
21 1 1 1 0 1
1o o 1| _[1 -2 12 -1/)2
01 -1 2| T |-1 2 -1/2 32
01 1 0 2 0 1
1 110 o\ " 0 1 -1 0 0
0 120 0 2 -3 2 0 0
11200 =]-1 2 -1 0 o0
0 00 2 1 0o 0 0 3 -1
0 00 5 3 0 0 0 -5 2

Exercicen’ 18. On va déterminer 'ensemble S des matrices a coefficients réels commutant avec A en raisonnant par analyse

— synthése.
— Analyse. Soit B une matrice a coefficients réels commutant avec A. L’existence des produits A X B et B x A entraine

déja que B € M2 (R) et 'on peut donc écrire B = (i Z) avec a, b, c,d € R. Maintenant,

1 2\ [/a b a b 1 2
w49 ()= (00 (4 3)
:>(a—|—20 b—|—2d>:(a—b 2a+3b>
—a+3c —b+3d c—d 2c+3d
a+2c=a—>b
—a+3c=c—d
b+2d =2a+3b
—b+3d =2c+3d
b+2c=0
a—2c—d=0
2a+2b—2d =0
b+2c=0
a—2c—d=0
=4q¢ a+b—-d=0
b+2c=0
a—2c—d=0
= b+2c=0 Lo< Lo— L
b+2c=0

a—2c—d=0
=
b+2c=0

et 'on en déduit que B = (26: d 56) Ainsi, S est inclus dans {(26: d 2C> | e,d € R}

— Synthése. Réciproquement, on s’assure aisément que toutes les matrices de ’ensemble { 262— d d2 > | e,d € R}
commutent avec A permettant ainsi d’en conclure que S = { <26: d _d2€> | e,d € R}.

Exercice n’ 19.
— Pour tous 6,0’ € R on a

/\/—\

0") —sin(0) sin(¢’) — cos(8) sin(#’) — sin(0) 005(9’))
’ ) + cos(0) sin(6')  —sin(0) sin(#’) + cos(9) cos(6’)
—sin(6 4+ 6")
cos(f0 +6)

cos cos
sin(6) cos(6
cos( 9 + 0
sin(0 + 0’

=A0+0)

~— —



— Soit 6 € R. Démontrons que, pour tout entier n > 1, (4(0))" = A(n#). Pour cela on raisonnne par récurrence sur n.

— Initialisation. L’égalité est vrai au rang n = 1 car (A(6)) = A(0) = A(1 x 0).
— Hérédité. Soit n > 1 un entier. Supposons que (A(#))" = A(nf). Démontrons que (A(6))" ™" = A((n+1)6).
On a

(A(0)™" = (A(8)" x A(0)

(nf) x A(0) d’apres I’hypothese de récurrence
nf +0) d’apres le point précédent

(n+1)0)

Exercice n° 20.
— Commencons cet exercice en observant que pour tous réels u et v on a

S E (zﬁézi
(

— 1l en résulte en particulier que, pour tout réel u, on a
A(w)A(—u) = A(u+ (—u)) = A0) =L et A(—uw)A(u) = A(—u+u) = A(0) = I,

prouvant ainsi que A(u) est inversible et A(u)~t = A(—u).

— Considérons maintenant un réel x et n > 1 un entier. Un raisonnement par récurrence analogue a celui de I’exercice
précédent permet déja d’établir que A(z)™ = A(na) et I'on en déduit ensuite que A(z)™™ = (A(z)") ' = A(nz) ! =
A(—nzx).

— L’égalité précédente est également satisfaite pour n = 0 ce qui permet d’en conclure que

VeeRVneZ, A(x)"=A(nzx)



