a
§ Université Lf’ff)ry Année 2019 — 2020 % de réels tel que z.u; +y.us + z.uz3 = | b | ce qui justifie que les vecteurs uq, us, us
Algébre linéaire et géométrie (EC 221) c
forment une base de R3.

COTTigéS des exercices duTDn’ 3 3. Le résultat de la question 1. permet d’obtenir que
fg 1

éﬁ“‘- @@ 1] =19.u1 + 5.z + 6.u3
1

: 0
Exercice n” 3. montrant ainsi que v admet le triplet (19,5,6) pour coordonnées dans la base

1. Soient a, b, c € R. On note (Sq.p,c) le systéme de I’énoncé et S, 5 . 'ensemble de ses UL, Usg, U3.
solutions.
P Exercicen’ 4.
Pour tout |y | € R® on a x
z 1. Pour tout |y | € R®on a
z
r—6y+2z=a r—6y+2z=a
22+ 15y —62=b < 3y—22=b+2a Lo+ Lo+2L, r+y—z=0 r+y—z=0
7£E+4y:C 72y+2,z:c+a Ly« Ls+ L, 2e4+y+2=0<% —y+32=0 Lo+ Ly —21,4
& 3y—2z=>b+2a r+y—32=0
2 =Ta+2b+3¢ Ly 3Ly+ 2L o y—32=0 Ly —Ly
1
r—06y+2z=a y—32=0 L3<——§L3
r+y—2z=0
2z =Ta+ 2b+ 3¢ @{
y—32=0
x:12a—|—4b+3c Ll(—L1+2L2—L3
o 3y 90135+ 3¢ @{x—i—?z:O Ly« Ly — Ly
22 =Ta+2b+ 3¢ y—3z=0
= 12a 4+ 4b+ 3¢ @{1’2—22
_ =3
oY= 3a+b+c Y z
Ta + 2b+ 3c
7= — —2z
2 L’ensemble des solutions du systeme est 3z | |z€eR
12a + 4b + 3¢ z
et donc le systéme (S p,c) admet 3a+b+c pour unique solution. On T
(Ta+2b+ 3c)/2 2. Pour tout [y | € R3ona
en déduit en particulier que le nombre de solutions de (S, ) ne dépend pas de z

a, b, c puisque card (Sg ) = 1 pour tous a,b,c € R.
a r+y—z=1 r+y—z=1

2. On vient de montrer que pour tout | b | € R? il existe un unique triplet (z,y, 2) 2e+y+z=1e4q —y+3z2=-1 Lo Ly—2L,
c 3r4+y+32=1 | —2y+62=-2 Ly Ly—3L,




r+y—z=1
Yy — 3z=1 Lz(— L2

1
{ Yy — 3z=1 L3<__§L3
r+y—z=1
=
y—3z=1

r+22=0 L+ L1—1Ly
4

y—3z=1
=
{y =143z
—2z
L’ensemble des solutions de systeme est 1+3z]]|z€eR
z
x
3. Pourtout |y | € R3ona
z
r+y—z=1 r+y—z2=1

—y—|—3Z:—2 Lo+ Ly —214
—2y+62:—2 Ly <+ L3 —3IL4

2r4+y+2=0 &
r+y+3z=1
r+y—z=1
S —y+3z=-2
0=2 L3+ L3—2Ly

On en conclut que le systéme est incompatible (i.e. n’a pas de solution).

4. La réponse est non car nous venons de voir que le systeme admet une infinité de
solutions lorsque (a, b, ¢) € {(0,0,0),(1,1,1)} alors qu’il n’en admet aucune lorsque
(a,b,¢) =(1,0,1).

5. Soient a,b,c € R. On note S, le systeme étudié et S, . 'ensemble de ses
solutions.

x
Pour tout |y | € R® on a

z

r+y—z=a r+y—z=a

*y‘i’SZ:b*Qa Lo+ Ly —214
—2y+6z=c—3a L3+ L3—3L;

2r4+y+z2=56
3x+y+3z=c
r+y—z=a
s y—3z2=2a—-b Ly<+ —Ly
2y —6z=3a—c Lg<+ —Ls

rt+y—z=a

& y—3z=2a-0
0=—-a+2b—c L3+ L3—2Ls

r+2z2=—a+b L+ Li— Ly

Sey—3z=2a—5b
0=—-a+2b—c

r=—-a+b—2z
Sy=2a—b+3z

0=—-a+2b—c

On distingue maintenant deux cas.
— Premier cas : —a + 2b— ¢ # 0.

Le systeme S, 3, est incompatible 4.e. il n’admet pas de solution.
— Deuxiéme cas : —a+2b—c=0.

—a+b—2z
L’ensemble des solutions du systéme S, 5 est 20—-b+3z | |z€R
z
a
6. Pour tout | b| € R® on a
c
a a
b | € Vect(ug,ug,u3) < Iz, y,z € R, zu; +yus+zuz=|D>
c b
<~ Sa,b@ 7& 0
&S —a+2b—c=0
a
Ainsi, Vect(u1,ug,u3) = bl eR} | —a+2b—c=0

Exercice n’ 5. Pour tous a,b,c € R on note (Sqp,c) le systéme

—r+y—z=a
20 4+z2+t=0>
r—2y+z—t=c

1. Pour tous z,y,2,t € R on a

r—y+2=0 L+ —I,
20+ 2+t=0
r—2y+z—1t=0

—x+y—2=0
24+ 24+t=0 <«
r—2y+z2—1t=0



r—y+2=0
2—2z+t=0 Lo+ Lo —2L,
—y—t= L3+ Ls— 1L,
r—y+2=0
2 —z+1t=0
y+t=0 L3+ —Lg3
r—y+2=0
y+t=0 Lo <> Lj

|
|
N
|
|
|

z—y+2=0
& y+t=0
—z—t=0 Lsg< L3—2L,
z—y+2=0
& y+t=0
z4+t=0
xr=0 L1+ Li+Ly— L3
Sqy+t=0
z+t=0
z=0
Sqy=-—t
z=—1
0
L’ensemble des solutions du systeme (Sg,0) est :i |teR =
t
0
Vect :1 . 11 s’agit d’un sous-espace vectoriel de R* non réduit au vecteur
1
0
nul et dont :} est une base.
1

2. Soient a, b, c € R. Pour tous z,y,2,t € Ron a

—r+y—z=a
2r+z2+t=b &

r—y+z=—a L+ —-IL
20 +z+t=0

rT—2y+z—t=c r—-2y+z—-t=c

r—y+tz=-—a
{2yz—|—t2a—|—b Lo+ Lo —214
—y—t=a+c L3+ L3—1L;
r—y+tz=-—a
{ 2y—z+t=2a+0b
y+t=—-a—c L3+ —Lj
r—y+z=-—a
{ y+t=—a—c Lo+ L3
20—z+t=2a+b
r—y+z=-—a
{ y+t=-a—c
—z—t=4a+b+2c L3+ L3—2Lo
r—y+z=-—a
{ y+t=—-a—-c
z4+t=—-4a—b—2c L3+ —L;3
r=2a+b+c L+ L1+ Lo— Lg
{y+tac
z+t=—4a—-b—2c
r=2a+b+c
Sdy=—a—c—1t
z=—-4a—b—2c—1

2a+b+c
—a—c—1
—4a—b—2c—t
t
On constate que c’est ensemble infini. Par contre, il existe des valeurs a, b, ¢ pour
lesquelles ce n’est pas un sous-espace vectoriel de R%. En effet, dés lors que 2a +
b+ ¢ # 0 lensemble des solutions de (S, ) ne contient pas le vecteur nul de R*
et n’est donc pas un sous-espace vectoriel.

L’ensemble des solutions du systéme (Sgp,c) est [teR

a

. Soitu=|b] €R3.

c

D’apres la question précédente on sait que l’ensemble des solutions du systéme
(Sap,c) n'est pas vide donc il existe z,y, z,t des réels tels que x.uy + y.ug + z.uz +
t.ug = u.

On vient de montrer que tout vecteur de R3 peut s’écrire comme une combinaison
linéaire des vecteurs w1, us, u3, u4 ce qui entraine que Vect(u, us, u3, us) = R3.



Exercicen’ 6. Pour tous a,b,c,d € R on note Sy pc,q le systéme suivant

r+2y+z+2t=a
3x+y+z+3t=">
2e4+y+z+2t=c

r+y+2z=d

et Sg.b,c,d 'ensemble de ses solutions.

1. Soient a,b,c,d € R. Pour tous x,y,2,t € Ron a

r+2y+z+2t=a

3r+y+2+3t=0>
=

2e+y+z+2t=c

r+y+2z=d

c+2y+z+2t=a
—by—2z2—3t=b—3a Lo+ Ly— 1,
—3y—z—2t=c—2a L3+ L3—2L,
—y+z—2t=d—a Ly Ly— 14
c+2y+z+2t=a
S5y +2z2+3t=3a—b Lo <+ —Ly
y+z+2t=2a—c L3+ —Lj
y—z4+2t=a—-d Ly —L4
r+2y+z+2t=a
y—z+2t=a—d Ls<> Ly
Jy+z2+2t=2a—c
S5y +2z2+3t=3a—-0
r+2y+z+2t=a
y—z+2t=a-d
4z —4t=—a—c+3d Lz < L3 —3Lo
T2 —Tt=—-2a—b+5d L4+ Ly—5Ls
r+2y+z+2t=a
y—z+2t=a-d
4z —4t = —a—c+3d
0=—-a—4b+T7c—d Ly« 4Ly —TL3
c+2y+z+2t=a
y—z+2t=a-d
—a—c+3d 1

z2—t=—"—"7"-— L3<_ZL3

O=a+4b—Tc+d Li+ —1L4

r+2y+z+2t=a
yrt=2200
o 4
L —a—c+3d
4
O=a+4b—Tc+d
a:—&-t:%gc_d Ly« Ly — 2Ly — Ly
y+t:3a—c—d
& 4
L —a—c+3d
4
O=a+4b—Tc+d
. —a+36—d7t
4
y:?)a—c—dil5
& 4
L —a—c+3d+t
4
O=a+4b—Tc+d

On distingue maintenant deux cas.

— Premier cas : a+4b—Tc+d # 0.
Dans ce cas le systéme S, 4 ¢,q est incompatible.
— Deuxiéme cas : a+4b—Tc+d = 0.

L’ensemble des solutions du systeme Sab,e.d est
—a+3c—d 3a—c—d —a—c+3d
—t —t t,t teR =
{ ( 1 —_— ; 1 +tt)|te

{(b—c—t,—3b+5c—d—t,b—2c+d+t1)|teR}

2.(a) Puisque a +4b—Tc+d=4+4+4x2—-7x1—5=0 on en déduit, d’apres la
question précédente, que I’ensemble des solutions du systeme Sg p . 4 n'est pas
vide.

(b) D’apres le résultat de la question 1. on sait que ’ensemble des solutions du sys-
teme Syped est {(b—c—t,-3b+bc—d—t,b—2c+d+t,t)|teR} =
{1—t,4—t,—5+t,t)|teR}. On en déduit en particulier que
(20, Y0, 20, to) = (1,4, —5,0) est une solution de S, p.c 4

(¢) L’ensemble des solutions de Sy p.c.q n'est pas un sous-espace vectoriel de R*
puisqu’il il ne contient pas le vecteur nul. En effet, dans le cas contraire, il
existerait un réel ¢ tel que (1 —t,4—t,—5+1¢,t) = (0,0,0,0) ce qui est absurde.

(d) On note S 'ensemble des solutions du systéme homogene associé & (Sgp.c.d)-



Pour tout z,y,2,t € Ron a

r+2y+z+2t=a
3r+y+z2+3t=0>

=
2e+y+z+2t=c

r+y+2z=d

T+ 2y+z+ 2t =1x9+ 2yo + 20 + to
3z +y+ 2+ 3t = 320 + yo + 20 + 3to
20 +y + 2+ 2t = 2xg + yo + 20 + 2o
r+y+2z=2x0+ yo+ 220
(x —0) +2(y — yo) + (2 — 20) + 2
3(x —x0) + (¥ — yo) + (2 — 20) + 3(t — to
2(z —z0) + (y — vo) + (2 — 20) +2(t — o
( —x0) + (¥ — o) +2(2 — 20
& (r— 20,y — Yo, 2 — 20,t — ) €S
& Ju e S,
=S
& Ju e S,

(T —20,Y — Yo0,2 — 20,t —to) = u
($,y,Z,t) - (x()’yOaZOatO) =u

($7ya2'7t) = (anyOVZOvtO) +u

ce qui justifie le résultat annoncé.

a
3. Pour tout c cR*ona
d
a
b
c
d

€ Vect(ug, ug, uz, ug) < Iz, y,2,t € R

TU] + Y. u2 + 2.uz +t.ug =

& Sa.b,c,a admet au moins une solution
Sa+4b—Te+d=0

Ainsi, Vect(uy, ug, us, ug) =

Exercicen’ 7.
1. Pour tous (z,y,2) € R3 on a
r+y—z=0
z—y=20
r+4y+2=0

ERY|a+4b—Tc+d=0

_U O o

r+y—2=0
s —2y+2=0 Lo+ Lo — Ly
3y+22=0 L3g<+ Ls—1L;

c+y—z=0

& —2y+2=0
7z2=0 L3+« 2L3+ 3L,

QL O TR

Sr=y=2=0

L’ensemble des solutions du systéme étudié est {(0,0,0)}.

. Pour tout (z,y,2) € R3 on a

T+y+22=5 T+y+2z2=5
r—y—z=1%& —2y—32=—-4 Lo+ Lo— 14
r+z=3 —y—2=-2 L3+ Ls— L1

T+y+22=5
4 2y+32=4 Lo+ —1o
y+z=2 L3<——L3

r+y+22=5

=1 Yy+2=2 Lo Lg
20+ 32=4

r+y+22=5

= y+z=2
z2=0 L3+ L3—2Ly

x

& =2

L’ensemble des solutions du systeme étudié est {(3,2,0)}.

. Soient a,b,c € R. Pour tous z,y,z € R on a

3r—y+2z=a r+2y+z=c L1+ Lj

—x+2y—3z=0 &
r+2y+z=c

—x+2y—3z=0>
3r—y+2z=a

r+2y+z=c
dy—2z=b+c Lo+ Lo+ 14
—Ty—z=a—3c L3+ Ls—3L,

r+2y+z=c
@{ 4y —2z=b+c
—18z=4a+Tb—5c L3+ 4L3+ 7L>
r+2y+z=c
4y —2z=b+c
{ _ —4a—Tb+5c 1

=g e gghs



r+2y+z=c

L’ensemble des solutions du systéme étudié est {(—y + 2,y,1) | y € R}.

Exercicen’ 8.
1. Pour tous z,y,2,t € Ron a

€ F < da,b,c,d € R,

S N ey

& Ja,b,c,d € R,

< da, b, c,d € R,

< da, b, c,d € R,

a.uy + baug + cus +dauyg =

SRS SN

a+b+2c—2d==x
3a+20+3c+d=y
—a+b+4c—12d ==z
2a+b+c+3d=t
a+b+2c—2d==x
—b—3c+T7d=y—3x Lo+ Ly—3L,
20+6c—14d=z+x L3+ L3+ Ly
—b—3c+T7d=t—2x Ly<+ Lys—2L,
a+b+2c—2d==x
—b—3c+Td=y—3x
0=-52x+2y+2 L3+ L3+2Ly

—8a + 4b + 28¢
Z_—4a—7b+5c
B 18
r+2y+z=c
—2a+b+"7c 1
& y=—g L2l
Zﬁ—4a—7b+5c
N 18
b—
1':861—’_17580 L1HL172L27L3
o :—2a+b+7c
18
Z_—4a—7b+5c
N 18
L’ensemble des solutions du systéme étudié est
8a+5b—c —2a+b+T7c —4a—"Tb+ 5¢
18 ’ 18 ’ 18 ’
4. Pour tous z,y,z € Ron a
r+y—z=1 r+y—z=1
20 —y+z2=-1 —3y+32=—-3 Lo+ Lo —2IL4
7.’£*y+2211 z2=2 Lg(*Lg*FLl
x+y:2 z=1 L4(—L4—L1

donc le systeme est incompatible.

5. Pour tous z,y,z € R on a

r+y—z=1
—rx—y—2z2=—-4

3x+3y+2=7

r+y=2

—3z=-3 L2<—L2+L1
4z=4 Lg+ L3—31,
z=1 Ly<+ Ly— 14

z=1

O:J?—y—f—t L4%L4—L2
—Sr+2y+2=0
=
r—y+t=0
Ainsi, E = {(z,y,2,t) e R*| bz +2y+z2=0et x —y +t =0}.
2. Commencons par le

Rappel — Soient n,p > 1 des entiers. On ne change pas le sous-espace
vectoriel engendré par des vecteurs uq, us,...,u, de R® en remplacant I'un

d’entre eux, disons u; avec i € [1,p], par Au; avec A # 0 ou u; + Z PYRTIA

ki
avec Aq,... a)\i—la)\i-l-ly 500 ,/\p e R.
On a

1 1 2 -2
3 2 3 1

E = Vect et ta b | 2
2 1 1 3
1 1 1 2 -2
3 2 3 3 1

=Veet Ll (o] = e | 22

2 1 2 1 3



_ 1 2
1 0 2 2 r——z——-t=0 L+ L1+ Ly
3 -1 3 1 3 3
= Vect , , , < 1 )
-1 2 4 —12 y——z—=t=0
2 -1 1 3 3 3
1 2
1 0 2 1 —2 1 r=get gt
3 -1 3 3 1 3 &
2 -1/ \1 2 3 2 33
1 0 0 0
3 1 _3 7 z2/3+2t/3 1/3 2/3
= t
Vee -1’1 2’| 6 |]|-14 Ainsi, F = #/3+5t/3 |z,teR ) = <z 1/3 +t 5/3 |z, teR ) =
o) \-1) \=3 7 2 L 0
t 0 1
:1)) 01 , 03 X (7) 1/3\  /2/3 1/3\  [2/3
=Vect | | [—| o 36 |7 =14 Vect 1{3 , 563 et les vecteurs 1{3 ) 5(/)3 engendrent E. Ceux-ci
1 0 0 0 sont également linéairement indépendants donc ils forment une base de E et I'on
_ 3 1 1 1 en conclut que dim(F) = 2.
= Vect R Y Y
2 1 1 1
1 0 Exercicen’ 9.
= Vect 3 , 1
-1 —2 1. Pour tous z,y,z,t € Ron a
2 1
x x
1 0 y y
3 1 € F < da,b,c,d e R, a.uy+bus+cuz=
donc les vecteurs 1 et 9 engendrent E. Ces derniers étant linéairement z z
- - t t
2 1 20+ 3c =
indépendants on en déduit qu’ils forment une base de E et 'on en conclut que atbtoc=1z
i = 2a+3b+c=
dim(E) = 2. o Ja,b,c,d € R, e Y
3. Proposons une autre méthode pour calculer la dimension de E. Pour tout atob+de=2
(,9,2,t) €ER*on a atb+3c=t
a+2b+3c==x
r—y+t=0 —b—bc=y—2x Ly« Lo—2I[4
,y,2,t) € B & < da, b, c,d € R,
(@9,2¢) {—5x+2y+z:0 3b=z—x L3+ L3— 1Ly
.T—y+t:0 —-b=t—=z L4HL4*L1
—3y+z+5t=0 Lo+ Ly+5L, a+2b+3c=x
b+ 5¢c=2x— Ly« —L
T—y+t=0 ©3Ja,bc,d R, v 2
o 1 5 1 3b=z—-z
Yy—52—3t=0 L3%_§L2 b=x—t Ly —L4

3 3



a+2b+3c=z
b+5bc=2x—vy
—1bc=—-Tx+3y+2 L3s< Ls— 3L,
—bc=—x+y—t Ly Ly— Lo
a+2b+3c==x
b+bc=2x—y
—15c=—-Tx+3y+ =2
0=4x—2—3t Ly« 3Ly— L3

& da,b,c,d € R,

< da, b, c,d € R,

Sd4r—2—-3t=0

T T
Ainsi, £ = Y ER' |4z —2—t=0,p = 4 |z,y,teR ) =
’ z 4x — 3t e
t t
1 0 0 1 0 0
Vect ?1 , (1) , _03 . La famille 2 , é , _03 est clairement
0 0 1 0 0 1
libre donc elle forme une base de E et 'on en déduit que dim(E) = 3. La fa-
1 0 0 0
. 0 1 0 0 . R 4
mille Al lol 250 constitue quant a elle une base de R* car elle
0 0 1 1

est libre et contient dim(R*) = 4 vecteurs.

2. Pour tous x,y,z,t € Ron a

x x
Z € F<da,b,c,dye e R, aup +bus + cuz + dug + eus = Z
t t
2a+b+4c+3e=x
& 3ab,edecR, at3c=y
—a—3c==z
3a+b+T7c+2d+5e=t
a+3c=y
& da, b, c,d,e € R, 20+ b dese=c
—a—3c==z
3a+b+T7c+2d+5e=t

a+3c=y
b—2c=x—2y Lo« Ly—2L
& 3ab,cdecR, cTETA fetm el
O=z+4+y L3« L3+14
b—2c+2d+5e=t—3y L4+ Ly—3L
a+3c=y
b—2c=x—2y
< da,b,c,d, e € R,
b—2c+2d+5e=t—3y
0=z+4y
a+3c=y
b—2c=x—2y
&< da,b,c,d, e € R,
2d+26:71‘*y+t L3<¥L37L2
O=z2+y
Sz4+y=0
x x
Ainsi, E = ‘Z ERY|2+y=0 = _yy | z,y,t €R =
t t
1 0 0
0 1 0 . 4
Vect ol 1=l 10 et E est donc le sous-espace vectoriel de R
0 0 1
1 0 0
, . 0 1 0 . . .
engendré par la famille ol 12110 . Celle-ci est également libre donc
0 0 1
elle constitue une base de E et 'on en déduit que dim(E) = 3.
1 0 0 0
. 0 1 0 1 . R 4
La famille ol =11 1ol o constitue quant a elle une base de R* car
0 0 1 0

~

elle est libre et contient dim(R*) = 4 vecteurs.

3. Pour tous x,y,z,t € Ron a

€ F<da,b,c,d,e € R, a.uy + b.us + cug + daug + eus =

+ e s
s e 8



< da,b,c,d, e € R,
< da,b,c,d, e € R,
< da,b,c,d, e € R,
< da,b,c,d, e € R,

& da,b,c,d, e € R,

r+2y—5z2=0

-
z+t=0
r+2y+5t=0

-
z+t=0

{x:—Qy—E)t
-
z=—1

—2y — 5t
Ainsi, £ = —yt
t

|y, t € R

espace vectoriel de R* engendré par la famille

a—b+5c+3d+be==x
la+3b+11d — 10e =y
a+b+c+5d—3e=z
—a—b—c—5d+3e=1
a+b+c+5bd—3e==z

—a—b—c—5d+3e=t
a—b+5c+3d+5e=x
2a +3b+11d — 10e =y
a+b+c+5d—3e=z

O=z+t Lo+ Lo+ 14

—2b+4c—2d+8e=x—2 L3+ L3—14
b—2c+d—4e=y—2z L3+ L3—2I,
a+b+c+5d—3e=z
b—2c+d—4de=y—2z
—2b+4c—2d+8e=x—2z L3+ L3— 14
O0=z+t
a+b+c+5d—3e=z
b—2c+d—4de=y—2z
0=x+2t—5z L3+« L3+ 2L
O=z+t
Ly < L1 +5L,
-2 -5
= Vect 0 et F donc le sous-

-1

1

0

0
-2 -5
1 0
0’11
0 1

elle forme une base de E et I'on en déduit en particulier que dim(E) = 2.

. Celle-ci est libre donc

La famille

(e R

o

)

0
0
1
0

constitue quant a elle une base de R* puis-

quelle contient dim(R?*) = 4 vecteurs et on vérifie facilement qu’elle est libre.



