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Introduction

Nombreux sont les problemes mathématiques en analyse dont 1’énoncé peut

. o : -%tr(lﬁ) - Y% tr(HP)
susciter quelque appréhension, comme calculer A | SNwe e dv(H), €y
Ftx 7

désignant I’ensemble des matrices hermitiennes N*N. Certains de ces problémes, souvent
mis sur la table par les physiciens, nécessitent en effet une grande habileté dans le
maniement des outils analytiques, et ne peuvent étre cassés qu’au bout de longs et
fastidieux efforts utilisant toute la finesse dont nous savons 1’analyse pourvue.

Les graphes, merveilleux objets mathématiques, peuvent proposer d’élégantes
alternatives a ces problémes. Simples et intuitifs d’approche, ils permettent parfois
d’attaquer le probléme sous un angle tout autre, et de ramener leurs énoncés a ceux de la
théorie des graphes.

C’est ainsi que la combinatoire des cartes (ou graphes plongés), domaine déja
largement exploré des mathématiciens, se trouve soudainement reliée & la physique
théorique de pointe. En effet, cette dernicre peut par exemple, pour évaluer des intégrales
de chemins en théorie des supercordes, discrétiser les chemins entre deux cordes par des
graphes plongés, et sommer sur des cartes au lieu de sommer sur des surfaces. Bien sir,
les physiciens n’ont pas attendu les mathématiciens pour effectuer ces calculs d’intégrales,
et ont développé leurs propres méthodes pour en venir a bout, reliant ainsi la théorie de
Pintégration matricielle a 1’énumération de cartes. Malheureusement, a cause de la
différence de langage qui bride trop souvent I’entente entre physiciens et mathématiciens,
ces méthodes demeurent peu connues de la communauté combinatoire,

Il nous serait impossible d’expliquer en détails 1'une théorie comme 1’autre, les
cartes €tant un domaine suffisamment vaste de la combinatoire et les techniques pour
évaluer des intégrales matricielles suffisamment nombreuses et subtiles. Nous nous
proposons simplement de jeter les premiéres pierres d’un pont entre ces deux théories, de
faire apparaitre une correspondance inattendue entre ces deux domaines aux apparences si
différentes.

Nous nous attacherons ici, aprés une présentation des graphes plongés, tout
d’abord & un probleme de combinatoire, que nous résoudrons par le calcul d’une intégrale
sur €y aprés avoir parlé un peu des mesures gaussiennes ; ceci pour faire apparaitre
I"utilisation de I’intégration matricielle pour dénombrer des cartes. Puis nous chercherons
a évaluer I’intégrale qui figure en téte de cette introduction, en utilisant des arguments
combinatoires similaires, pour ramener son €valuation a un probléme de dénombrement
sur les cartes. La correspondance sera alors établie dans les deux sens.

Cet exposé est grandement inspiré de 1’article d’Alexander Zvonkin [1], ou le
lecteur intéressé trouvera des compléments trés abordables ainsi qu’une bibliographie trés
riche sur le sujet ; je tiens par conséquent a le remercier tout particuliérement.

J’adresse également un grand merci & Dimitri Zvonkine, qui a su susciter mon
intérét pour les cartes et répondre & mes nombreuses questions sur le sujet.

J’espere a travers cet exposé faire partager ma grande fascination pour les graphes,
ces objets si intuitifs et géométriques au premier abord, qui rendent les mathématiques
considerablement plus belles et attractives qu’elles ne le sont déja.
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I/ cartes — graphes plongés

@ graphes

On appelle graphe tout couple € = (S, @) ou § est un ensemble
fini (ses ¢léments sont les sommets de @) et (@ un ensemble de couples
de sommets de § (ce sont les arétes de @Q).

On représentera un graphe dans le plan (ou dans I’espace) par des

points (symbolisant les sommets) reliés par des fléches (les arétes).

On ne considérera désormais que des graphes non orientés : les

arctes n’ont pas de sens prédéfini, on les représente par des traits.

On détinit le degré d’un sommet par le nombre d’arétes lui étant

incidentes, une boucle étant comptée deux fois.

Des exemples classiques de graphes sont :

e le graphe complet K,, : les n sommets sont reliés de toutes les facons }’( i

: n -
possibles ; on a donc (2] arétes.

!
e le n-gone : si les sommets sont Sy, ...S,, les arétes sont 1S4, Sy}, é
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e lc n-cube : les sommets sont tous les n-uplets a valeurs dans {0, 1} (il

y en a 2"), deux sommets étant reliés ssi ils différent d’un bit exactement

n2
2

(d’ou le nombre d’arétes =1 2""). Une maniére de représenter un n-

cube est de numéroter deux (n-1)-cubes, puis de tracer une aréte entre

deux sommets de méme numéro.

On remarquera qu’il existe beaucoup de maniéres de représenter
un meme graphe, mais il faut bien garder en téte que ces représentations
ne sont le reflet que de deux choses : un ensemble de sommets, et un

ensemble d’arétes reliant ces sommets.

Certaines représentations sont toutefois plus « agréables » que

d’autres : les arétes ne s’y coupent pas, on a parfois envie de parler de
« faces » du graphe (bien qu’on ne puisse en aucun cas le faire, puisque
les dites faces dépendent de la représentation adoptée).

Le premier probleme €voqué, celui de trouver une représentation

ou les arétes ne se coupent pas, ne peut étre résolu dans le cas général

dans le plan : prendre par exemple K., ou considérer le célébre probléme




des six maisons. Il I’est cependant clairement dans [’espace. On

. ; x . o~ 3
s’intéressera alors a des surfaces particulieres de R”.

@ g-tores

N ’  r ., r 3 2
On s’intéressera aux 2-variétés sans bord de R° (muni de sa

topologie canonique euclidienne), closes, orientables. Expliquons ces

termes :

e unc 2-variété sans bord est un sous-espace topologique de R’

connexe, tel que tout point admette un voisinage homéomorphe a un
disque ouvert (on peut donc a partir de tout point aller dans n’importe
quelle direction, on n’est pas limité par un « bord »).

e le terme clos, emprunt¢ a la combinatoire des cartes, signifie
simplement compact en langage topologique (cela exclut les bords
« artificiels » des surfaces ouvertes induits par leur frontiére, type demi-
sphere privée de son cercle de base)

e on dira qu’une surface est orientable si : pour tout point de la surface,

pour toute courbe fermée sur la surface passant ce point, une orientation




o

donnée initialement est conservée en parcourant la courbe entierement

une fois. Des surfaces classiques ne satisfaisant pas ce critére sont le

ruban de ()& bius et la bouteille de Klein.

Un théoréme important de classification, que nous admettrons,

affirme qu’une telle surface est homéomorphe a une sphere, un tore, ou

un tore généralisé a g trous ; le nombre g s’appelle le genre de la surface

(le genre de la sphére vaut 0). On parlera alors de g-tore.

On s’intéressera désormais aux représentations de graphes sur des
g-tores. Pour revenir a notre probléme originel, il convient de considérer

celles dont les arétes ne se coupent pas.

A cartes

a) définitions - exemples

On appellera carte toute représentation d’un graphe sur un g-tore

telle que : @ les arétes ne se coupent pas ; @ en découpant la surface le

long des arétes on obtienne une partition du g-tore en ensembles

4




L)

homéomorphes a des disques (appelés faces). On dira qu’on a plongg le
graphe sur le g-tore, d’ou le terme également utilis€¢ de graphe plongé.
Remarquer que la condition de partition implique la connexité du graphe
représente.

On parlera abusivement du genre d’une carte pour le genre de la
surface ou celle-ci est dessinée

On définit également le degré d’une face par le nombre d’arétes
qu’il faut parcourir pour faire un tour complet de la face ; toute face est

ainsi représentée par un polygone a n cotés ou n est son degré.

Remarquons (pour illustrer) que le cube tel qu’on se le représente
habituellement est en fait un plongeon du 3-cube sur la sphere, et on y
retrouve les 6 faces carrées. Mais on peut également le plonger sur le

tore, avec plein d’autres faces possibles (pas nécessairement carrées).
Sur tous nos exemples, en notant S le nombre de sommets, A le
nombre d’arétes, et F le nombre de faces, il apparait la relation S — A +

F =2 —2g. C’est un résultat général, attribué a Euler.

b) théoréme d’Euler
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Poincaré, ne dépend que du genre de la carte considérée :

La quantite ¥y = S — A + F, appelée caractéristique d’Euler-

1-8S - ATE-2-25

Demonstration . on commence par montrer que si m et m’ sont deux

cartes sur un g-tore avec m < m’ (i.e. les sommets de m sont des
sommets de m’, et les arétes de m sont des chaines d’arétes de m’), alors
()= %im ),

En effet, on passe de m a m’ en rajOutant des arétes et des
sommets a m, ce qui peut s’effectuer a partir des trois opérations
clémentaires suivantes : O rajouter juste un sommet (nécessairement sur
un ar€te préexistante car les cartes sont connexes) ; @ rajouter juste une
ar€te (n€cessairement entre deux sommets préexistants) ; @ raj outer une

aréete et un sommet exactement (ce qui doit forcément se faire a partir
d’un sommet préexistant). On remarque que 7y est conservée par ces
op€rations, d’ou le résultat.

Considérons alors deux cartes m et m’ de méme genre. On définit
la carte m U m’, dont les sommets sont ceux de m et m’ auxquels on

ajoute les points d’intersection des arétes de m avec celles de m’, et dont

les arétes sont celles de m et m’ éventuellement morcelées par leurs

I
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intersections. Ainsi mc (mu m’)etm’ < (mu m’), d’ou ¥(m) = y(m

U m’) = x(m), et donc y ne dépend que du genre. On considere alors la
carte suivante a une face (pour le voir, trancher d’abord les boucles du

bas, puis découper le long de la courbe restante comme on ouvrirait une

fermeture éclair), de caractéristique y =S —-A+F=g—-Qg+(g—1)) +
1 =2-2g COFD.

[1 arrivera par la suite qu’on ait a considé€rer plusieurs cartes
dessinées séparément sur des surfaces différentes ; on parlera alors de
pseudo-carte. La caractéristique y d’une pseudo-carte vaut la somme |
des caractéristiques de ses composantes connexes, puisque S, A, et F, |

sont également additifs ; on ne peut néanmoins plus parler de genre. |

Un corollaire remarquable du théoreme d’Euler est qu’il permet

de retrouver un invariant bien connu des polyédres : S — A +F =2 1l
suffit en effet de considérer ces derniers comme des cartes sur la sphere, |

qui est de genre 0.

On verra par la suite que tout graphe admet une pseudo-carte le

représentant. L.a recherche du plus petit g possible est un probleme |

intéressant, qui peut &tre facilité par le théoréme Euler.
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Cherchons par exemple ce genre minimal dans le cas du n-cube.
La seule donnée inconnue est le nombre de faces, mais on peut quand
méme avoir un renseignement dessus. Puisque 1’on consideére des 2-

vari€tés, on peut dénombrer les arétes selon les faces par la relation 2 A

= ) degré(face). Or, par définition, le n-cube ne posséde pas d’arétes
faces

multiples, donc toute carte le représentant ne peut comporter de faces de
degré 2, et ne peut en outre posseder de faces de degré impair (sinon, en

parcourant une telle face, on aurait change€ exactement un nombre 1mpair

de bits d’un sommet en revenant a lui-méme) ; 1l en résulte degré(face) >

4, etdonc2 A> > 4=4F, douF < %‘ = n 2" On applique ensuite

faces
i i O 1}*2.3
Euler:gZI-—-S é F21-2 ;2 ,d’ot g > 1 + (n-4) 2™, avec

¢galité¢ ss1 toutes les faces sont carrées. Comment effectivement obtenir
cette configuration optimale ? Il faut pour cela imposer un ordre cyclique

autour des sommets bien particulier.

¢) ordre cyclique
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Quelle différence y a-t-1l entre les cartes d’'un méme graphe ?

Placons-nous au voisinage d’un sommet : on a des « fins d’arétes » en

provenance d’autres sommets. L’orientabilité des g-tores permet alors
d’ordonner ces fins d’arétes sur un cercle ; on parle d’ordre cyclique. Ce
dernier est clairement déterminé par la donnée d’une carte. Qu’en est-il
de la réciproque ?

Théoréme : soit un graphe connexe, la donnée d'un ordre

cyclique determine un unique plongeon sur un g-tore, i.e. une carte.

Demonstration : représentons les sommets du graphe par des ronds-
points orientés a la francaise, chaque sortie correspondant a une fin
d’aré€te, ’ordre des sorties €tant déterminé par 1’ordre cyclique 1mpose,
puis représentons les arétes par des trongons de route orientés €également
a la francaise. On a ainsi virtuellement représenté notre graphe par une
mini-ville.

Partons alors d’un sommet, et déplacons-nous en prenant toujours
la premiere a droite. On obtient un trajet, qui finit nécessairement par

boucler car le nombre d’arétes est fini. Mais la condition de tourner

toujours le plus a droite possible impose que le bouclage se fasse au

début de trajet (sinon on aurait pu a un moment tourner plus a droite que



ce que I"on a effectivement fait) : on obtient ainsi un cycle orienté dans le
sens des aiguilles d’une montre (a la frangaise, quoi...).

En recommengant, on obtient un nombre fini de cycles, orientés
tous pareil, qui contiennent toutes les arétes et tous les sommets du
graphe considéré (chaque aréte étant contenue exactement deux fois dans
I"ensemble des cycles), et surtout disjoints.

Remplissons alors mentalement I’intérieur de ces cycles pour
obtenir des polygones; en collant ces polygones selon les arétes

communes (les fléches étant appariées en sens contraire), on obtient une

2-variété sans bord (clair si on est a I’intérieur des polygone, et clair
aussi si ’on est sur les arétes car on peut « circuler » d’un polygone a

I"autre via leur aréte commune), close (car les polygones, en nombre

finis, sont compacts), orientable (car les cycles ont méme orientation, et

le collage des arétes en sens contraire permet de conserver cette méme

orientation quand on passe d’un polygone a I’autre), partitionnée par les

polygones : c’est donc un g-tore, sur lequel est dessinée une carte
representant le graphe de départ et ayant I’ordre cyclique imposé par

construction COFD.
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On a ainst montré que 1’on peut toujours plonger un graphe
connexe sur un g-tore, et corrélativement que tout graphe admet une
pseudo-carte le représentant (considérer ses composantes connexes).

S1 I’on reprend 1’exemple du n-cube, on rappelle qu’on veut toutes

les faces carrées pour obtenir le genre minimal. Pour cela, on impose

I’ordre cyclique suivant : si I’on numérote chaque voisin d’un sommet

donn€ par le numéro du bit am @#»mian, on ordonne positivement 1, 2, ..., n
autour des sommets pairs (i.e. dont le nombre de bits=1 ¢ pair) et
négativement n, n-1, ..., 1 autour des sommets 1mpairs (1.e. dont le

nombre de bits=2slimpair ) ; les faces sont alors carrées comme voulu.

Un premier intérét de la démonstration ci-dessus est qu’elle est
constructive  ; elle permet d’obtenir le nombre de faces de la carte issue
de 'ordre cyclique, et a fortiori le genre de la carte (par Euler). On
construit ainsi les cartes correspondantes a deux ordres cycliques

1Imposes sur Ky.

Remarquons ¢galement que, puisque le nombre de fagons
d’ordonner les fins d’arétes autour d’un sommet S vaut (degré(S)-1)! (on

numerote les arétes incidentes, on se fixe une aréte pour origine, et on



ordonne ensuite les deg(S) — 1 arétes restantes), le nombre total d’ordres

cycliques pouvant €tre imposé€s, i.e. le nombre total de cartes engendrées

par un méme graphe, vaut | |] (deg(S)-1)!|. On peut avoir ainsi
S sommet

beaucoup de plongeons différents, dont certains défient I’imagination.
Un second interét de la démonstration ci-dessus est qu’elle permet

de mettre en €évidence la construction de cartes a partir de I’ensemble de

ses faces.

d) cartes engendrées par des faces

Considérons un ensemble de faces, toutes orientées de la méme
fagon, comportant au total un nombre pair d’arétes. En collant les cotés 2
a 2 n’importe comment (il faut juste le faire en sens contraire pour avoir
I’orientabilité), on obtient un carte.

Par exemple, on a tous étant petit construit le cube a partir de son
patron, ensemble de 6 faces carrées ou figurent les cOtés devant étre
apparies.

On peut €galement s’amuser a partir de quatre faces hexagonales :

on peut ainsi obtenir un plongeon du cube sur le tore.




Intéressons-nous alors aux cartes engendrées par une seule face,
1.€. un 2n-gone.

On se pose le probléme suivant: étant donn€é un 2n-gone

numeérote, quel est le nombre €,(n)de fagons d’apparier les cotés 2 a 2 de
facons a obtenir une carte de genre g ?

Par exemple, s1 ’on regarde les engendrés du carr€, on peut
obtenir tantot une sphere tantdt un tore.

Une premicre remarque, déja signalée, est qu’il faut
nécessairement coller les cOtés en sens contraire, sinon on obtient un
Moébius et ¢’en est fait de 1’orientabilite.

Un second point a remarquer est que puisque Euler nous donne S

A= U0 avecF=1parconstructi0netA=22—nmn, onal=5=

nt+1-2g dougc< g ; 11 en résulte |e,(n) = 0| pour g > n/2.

Enfin, en remarquant que le nombre total de fagons d’apparier 2 a
2 les cotés du 2n-gone est (2n-1) * (2n-3) * ... * 3 * 1 (on a 2n-1 choix

pour le coté a apparier avec le coté [1, 2], puis 2n-3 choix pour le coté a
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apparier avec le coté non appari€ venant juste apres [1, 2], etc...), ce que

n/2

b £.(n) = (2n-1)!!

=

nous noterons (2n-1)!!, on a la formule

Ce probleme est joli, difficile, et important, 1l faut par cons€équent
se donner les moyens de le résoudre.
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1l/ mesures gaussiennes — intégrales de polynomes

@ guelques notions sur les mesures
La théorie de la mesure dépassant largement notre cadre d’étude, nous nous

contenterons de présenter dans ce paragraphe quelques résultats sur les mesures en
général, faciles a énoncer, sans démonstrations, qui permettront de saisir au mieux les

notions développées par la suite sans rentrer dans le formalisme de la théorie.

a) définition - exemples
X (qui seront dites mesurables pour u) stable par union dénombrable et par passage

On appelle mesure sur X toute application p d’un ensemble 7() de parties de

au complémentaire (on parle de tribu) dans R” U {+ow}, telle que pour toute famille
BV A =D A

au plus dénombrable (A;) de parties de X 2 a 2 disjointes,
Par exemple, la mesure de Lebesgue sur R, celle que nous manipulons la

plupart du temps, vérifie p([a, b]) = |b-a|; elle «mesure» un intervalle par sa
f

longueur. Elle vérifie en outre w(@Q) = 0, puisque Q = U, g {X} est réunion
dénombrable de parties 2 a 2 disjointes de mesure nulle,
Plus généralement, on peut parler de mesure produit de Lebesgue sur R", qui

vérifie a I’instar de la dimension 1 : u(H [a;, bi]) =] |b-aj ; elle « mesure » un pavé
par son volume.
- . N - . . . .
On se placera désormais sur X = R™ ot N entier > 1, muni du produit scalaire

canonique [x | y] =D X vi.

b) intégrale



Etant donnée une fonction de X (muni d’une mesure p) dans R, vérifiant

certaines conditions, la théorie de la mesure permet de définir ’intégrale de fselon p :

fx fdu| (on dit alors que f est intégrable sclon ). Pour certaines fonctions étagées

(1.e. qui ne prennent qu'un nombre fini de valeurs, analogue des fonctions en escalier

n _ JX partionné par les A;
sur R), on posera fo dp _1§1ai WA;) si |V i, fA)={a;} ; remarquer

I’analogie avec I’intégrale de Riemann dans le cas de la mesure de Lebesgue.
On notera souvent par abus f ¥ f(x) du(x) ou fxe x (%) du(x) pour fX fdu, le x

dans I"intégrale rappelant juste le domaine sur lequel on intégre, et ne représentant
nullement I’argument d’une pseudo-fonction dpu.

Une propricté remarquable de I’intégrale selon une mesure u est que pour toute

partie A de X, }.L(A)Ifx %A du| (remarquer que y est étagée). La donnée d’une

intégrale des fonctions de X dans R permettra donc, sous certaines conditions, de

définir une mesure sur X.

C) mesure image

Etant donnés X et Y deux ensembles et 1 une mesure sur X, toute application f

de X dans Y induit une mesure v sur Y, définie par [V(B) = u(f '(B))' pour tout B dans

70 v) = {(7(11)) ; on parle de la mesure image induite par fsur Y.

Le calcul des intégrales par rapport a v est ramené a celui des intégrales par

rapport a i, par la formule : fY o(y) dv(y) = fX o(f(x)) du(x)|. On pourra vérifier que

pour les fonctions étagées intégrables, on a bien fchdv = Z(P(B;) v(B) =

Z of(f'(B;)) W(f(By) = . x ©f du (avec les abus de notation entendus).

1

d) densité
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On dira qu’une mesure p sur X admet une densité si les intégrales fX fdu

peuvent s’écrire soﬁs la forme fX f(x) O(x) dpe(x) = fX f(x) 8(x) dx| ou O est une

fonction C%(X, R") (c’est la densité proprement dite de la mesure) et due mesure

produit de Lebesgue sur X, le dx étant juste une notation pour dpe(x) (dans le cas
unidimensionnel on retrouve le dx bien connu). On intégrera alors classiquement en
séparant les variables (Fubini), sous la condition que la fonction a intégrer soit
intégrable en chacune de ses variables.

La notation du(x) = d(x) dx peut alors s’interpréter en cela que la densité &
pondeére le dx de Lebesgue. On voit alors que plus les éléments d’un ensemble sont
« denses » (i.e. leur image par & est grande), plus la mesure de cet ensemble va €Etre

élevée. Il est agréable de se représenter cela en tracant le graphe de la densité :

v

Prenons un exemple tout simple : la mesure produit de Lebesgue sur X. Elle

possede clairement une densité constante = 1.

Autre exemple, la mesure gaussienne standard sur R, qui possede par définition

L
la densité 8(x) = - e 2 " Elle vérifie en particulier l1du =1; on dit que la
25 R 1

mesure est normalisée. TS (1 \
/Vh—«’/’""’( [ Wﬁ‘m

/J/!”i =

/

En revanche, la mesure de Dirac sur R en 0, définie par fR fdu = f(0), n’a pas

de densité. Mais en se plagant sur le sev {0} de R, on peut retrouver une densité




(constante = 1), 4 condition de définir I’intégrale sur R’ (identifié au singleton {0})
par f 0} du = 1. La mesure de Dirac induit donc une mesure a densité sur {0} ; on dit
que la mesure est concentrée sur le sev {0}. On peut alors tracer une pseudo-densité

pour p, qui vaut 0 partout sauf sur le sev ou p est concentrée ; sur ce dernier, la

pseudo-densité vaut la vraie densité de la mesure induite, pondérée par un facteur oo :

\?ﬂx}

pend—dns & o

{}/ &{w) [&( s é(‘-’ac
&= 7

Prenons une autre mesure de Dirac, définie cette fois sur [Rz, par

f r2 f%Y) du(x,y) = f r 2 f(x,x) dx. Elle ne posseéde pas non plus de densité, et il est

facile de voir que cette mesure est concentrée sur le sev {(x,x) / x € R} de R% ou la

mesure induite possede une densité constante = 2 :

oy f 7 >
e S I

/ —~ S
/ = ST

—
o

On admettra par la suite que la donnée d’une densité sur un sev E de X permet

de définir une mesure sur X, qui sera alors concentrée sur E.

€) moyenne

On utilisera abondamment la notation < f > pour fX fdu, empruntée a la

physique, a interpréter comme la moyenne de f selon la mesure p. On précisera
lorsqu’il y aura ambiguité sur la mesure en question < f>.

Ainsi, la propriété de normalisation d’une mesure s’écrit simplement <1 >=1.



+£) fonction caractéristique

On définit (lors'qu’elle existe) la fonction caractéristique ou transformée de

ift e
Fourier de la mesure 1 par |¢,(t) = fx e - du(x)|. Une propriété fondamentale est

qu’une mesure est entiérement déterminée par la donnée de sa fonction caractéristique.

Par exemple, la fonction caractéristique de la mesure gaussienne standard vaut
il itx-2x - %tz e - :
o(t) = o IR e 2" dx=e 2 ,suite a un calcul simple effectué en annexe.
T

On peut généraliser la mesure gaussienne standard sur R, en introduisant un

facteur pondérant ¢ > 0 ainsi qu’une translation de m ; on obtient ainsi une mesure de
X-m

l X-m 2
densité d(x) = \/;t- 1 o 2( Y ) . Remarquer que quand o tend vers 0, on retrouve

une pseudo-densité type Dirac centrée en m:
I :

aVAASf WYV V%éf‘g{/é‘“z
U )

On peut alors calculer la fonction caractéristique de cette mesure gaussienne

S : . imt-%(cyt)2 T
généralisée, qui vaut, aprés un calcul analogue, ¢(t) = e , que nous écrirons

- . im|t]-3[o)t]d
sous la forme plus générale suivante : |@(t) = ¢

. Cette écriture sous

b ’ . . \ N
forme matricielle permet d’étendre la notion de mesure gaussienne a R".

@ mesures gaussiennes

a) définition




-
N

N . . . . P
Une mesure p sur X = R™ sera dite gaussienne si sa fonction caractéristique est

it x i[m;t]-%[CHt]

de la forme |@u(t) = -fx e du(x)=e o C est une matrice N*N

symétrique réelle a valeurs propres toutes > 0 (matrice de covariance) et m un

vecteur de R (vecteur moyenne). On prendra par la suite m = 0 pour simplifier, d’ou

1
-EEC‘EI’[].

I’expression arrangée de la fonction caractéristique : | (t) =¢

Une premiére chose a remarquer est que C est diagonalisable en base

orthonormée, i.e [C=P D P"| ou D diagonale a coefficients > 0 et P orthogonale (‘P =

P* =P™). On en déduit @,(t)

SI®DPH 1]
=e

L@y peg

=¢ 2 car P orthogonale
1
-5 (di (PF)% + ... + dy (P*hP)
== e Ed
e rdd| . :
=l () =¢ ou t’; désigne la i-eme coordonnée de t dans la base de

diagonalisation décrite par P. On remarque que seules comptent les coordonnées
relatives aux valeurs propres non nulles de C, et on sent par conséquent que la mesure
va €tre concentrée sur un espace relatif a ces valeurs propres, par exemple ’engendré
E des vecteurs propres de C qui ne sont pas dans son noyau.

Dans le cas ou toutes les valeurs de C sont > 0, i.e. C inversible, on peut vérifier

1
-=[B
(cf annexe) que la mesure a la densité |du(x) = % e 2 [BxIN dx| ol =

P D' P*. Dans le cas contraire, en définissant une mesure p’ sur E ayant la densité

I .
, | detB' -5[B'xix s ] .
du’(x) = W_Sd'{ﬁm g2 4 dxou B’ =(Cg) : (ayant pour spectre les inverses des

valeurs propres non nulles de C), on retrouve la méme fonction caractéristique : ¢,-(t)




[ [detB -3mxiv iwia
JE (Zﬁ)dlm(E) .

-1 1 - L LI
Hd] ‘;Zdj]}{j“elz.tj?{j

El

ot les x’; sont les coordonnées

(27:)dfm(F') e 2 []dx f de x dans la base orthonormée
de E induite par P
d-'1 L &t xp i t X}
_2']; 5] 2 de

fonction caractéristique de la mesure gaussienne sur R généralisée

-%(d[ triz + o+ d\' E-Nz)

= 0up(t) = @u(t), donc p se confond avec p’, et on a ainsi montré que p est
effectivement concentrée sur E.

Plus généralement, en considérant le vecteur moyenne, on a la densité

detB -3[B(em) | (em)
@)

du(x) = x| ; on voit donc que celui-ci n’a quun effet de

translation, c’est pourquoi on le prendra nul. Remarquer que ces formules sont

cohérentes avec le cas unidimensionnel, en posant C = (¢2).

b) propriétés

Nous nous intéresserons bient6t a 1’intégration de polyndmes selon une mesure
gaussienne ; il s’agit déja de savoir calculer les moyennes de polyndmes de petits
degrés.

Le cas des polynémes de degré 1 est facile, car les moyennes < x; > sont nulles :

. Plus généralement, on a (cf annexe) , d’ou I'appellation du

vecteur moycnne.

Quant aux moyennes quadratiques < X; x; >, leur calcul fait intervenir la matrice

de covariance. En effet, on a la proposition (cf annexe) ’< Xj Xj > = Ci. ]-‘ : les moyennes

quadratiques se lisent donc directement dans la matrice de covariance !




I1 convient & présent d’évaluer des polyndmes de degrés quelconques. Le cas

des mondmes de degré impair ne pose pas de problemes, puisqu’une des puissances est

nécessairement impaire et donc I’intégrale vaut 0 (cf annexe). La formule de Wick

développée dans le paragraphe suivant permet de ramener le calcul des mondmes pairs

aux moyennes quadratiques.

@ intégration de polynomes - formule de Wick

Il est commun en physique quantique d’avoir a intégrer des polyndmes selon

une mesure gaussienne. Nous avons déja vu le cas des polyndmes de degré <2, et la

formule de Wick permet de s’y ramener. Nous aurons besoin pour la démontrer de

deux petits résultats.

a) lemme 1

1

il

1 mesure gaussienne sur R”

A lincaire de R® dans B¢ ° alors A induit une mesure gaussienne v sur R

Démonstration : considérons la mesure image de p induite par A sur RY notée v. Soit

C la matrice de covariance de la mesure p. On regarde alors la forme de la fonction

caractéristique : @.(s)

ifstAx

]
= Jge € du(x) par propriété de la mesure image

i[A*s|x]

—Jre © dp(x)

=Qu(A*s)

=

€

1

2

b | —

[C A*s|A* 5]

[ACA*s|s]




D’ou la matrice de covariance C, = A C A* qui est bien de taille q*q réelle
symétrique. Quant & la positivité des valeurs propres, on remarque si A € Sp C,, alors
pour tout vecteur propre associé x : A |[x/|?

= [C,x|x]

=[(ACA")x[x]

= [CA'x | A* ]

=[(P* DP) A* x| A* X]

=[D®A*x) [ (P A* x)]

= 4 [P A* x]?

> 0.

b) lemme 2

Nous allons exprimer les coefficients de Taylor d*une fonction de R™ dans R

analytique en 0 en fonction de ceux de son logarithme. Nous utiliserons des notations

(a=(a, ..., dy) € NN

ol =0+ ... oy _ _ N .
ol =ay! ... oy! { et soit fde R dans R, {vozr annexe pour

multi-indices : 3 =10, O analytique en 0, quelques notions
L) ;k‘

olelf pe vérifiant f(0) = 1. sur l'analyticité

\_ ata &lal s &NGN

o
On la développe en série de Taylor: f(t) =1 + Z %{1—?‘[“, avec mgy = {%t‘ﬂ(t =0), et

ol >0

pareil pour le logarithme : In 1(t) = Z éﬁ? t* . On a alors : f(t)
IBl>0
= exp( In(f(1)) )

=exp E %%tf’
BI=0



=1+
i>0
_ 5By 3B By+...+p
- il Z ; ...B,t
[ 1B:f>0
”-))!I>O
i>0
. Sg.
Bl . BI
{BI+---+B1'_
V. B> 0
la| >0
SB, - S o {cfannexepour
=1+ t S . .
B! ... B! Justifier I'interversion
[By+ ..+ Bi=
Y Bl>0
1>0
o[>0
Q S, -+ Sp;
i! B! ... B!
{131+-~+l31=0£
V. 1Bl =0
1+ 1> ¢
ol
o> 0




(o A
ol Sp, -+~ Sp;
il Bt B!
{B1+---+B;=0t .
V. 1Bl =0 ‘
\ . =]+ .. +1
=1+ L o t*cary <A+ ... A
' =|p+ .. + B
>0 e
On en déduit 1la formule cherchée :
[sd
_ g:l Sp, «e- Sﬁi
M i! Bil...B;!
{Br'----+i31=a
v, Bl =0
i=1

Nous sommes a présent en mesure de démontrer la formule de Wick.

¢) formule de Wick

Soit fi, £, ..., £ des fonctions linéaires de RN dans R. La formule de Wick

affirme que |<fifh ... >= Z <fp fo > <hp, Iy, > < fy, fo >|- la somme étant

prise sur toutes les suites d’entiers (pi, ..., Pi qi» ---» Qi) partitionnant {1, ..., 2k} et

P1<p2<... <Pk

<
vérifiant Pr=a (une telle suite sera appelée Wick-couplage)

Pr < i
Insistons tout d’abord sur la forme des Wick-couplages, qu’il est indispensable
de bien saisir. Les conditions imposent a p; d’étre minimum, et donc p; = 1 ; le choix
de q, est alors libre parmi les 2k-1 entiers {2, 3, ..., 2k}. Ensuite, les conditions
imposent a p, d’étre a son tour minimum parmi (P, ..., Pxs Q2» ---» Qx)» donc p, est fixé
le plus & gauche possible de p, et q; ; on a alors le choix de q, parmi les 2k-3 entiers

restants. Et ainsi de suite. On a donc au final (2k-1)*(2k-3)*...%5%3*1 = (2k-1)!!



Wick-couplages possibles. On pourra également voir ces derniers comme les
permutations (p1, 41)(P2> 92)--- (P> Qi) de {1, ..., 2k} dont la décomposition en cycles a
supports disjoints est formée de exactement k transpositions ; par exemple, si k =4, la
permutation (1, 4)(2. 8)(3, 5)(6. 7) représente un Wick-couplage.

Donnons une illustration de la formule de Wick avant de la démontrer. On veut
. . 1 2n o x? : 2n :
déterminer /R X dx, i.e. <x7 > pour la mesure gaussienne standard. On

applique bétement < x> =<xxX ... X>= Y <XX><XX>..<xx>=>11..1

= (2n-1) !!

Demonstration : 1’idée consiste a appliquer le lemme 2 a la fonction caractéristique

d’une mesure gaussienne bien choisie, puisque son logarithme est un polyndme de
degré <2 (d’ou les s, déja tous préts).

Considérons I'application linéaire A de R" dans R, qui & x associe (fi(x),

£5(x), ..., (X)), v la mesure gaussienne induite (cf lemme 1) par p et A sur R%* C, sa

) ) iftiyl -%[Cot]1]
matrice de covariance. Alors @,(t) = f R € dv(y) = .

On justifie en annexe que @, est analytique en 0, et on admettra qu'on peut
indéfiniment dériver o, sous le signe intégral ; ce dernier point peut se comprendre si
I’on se restreint au sev ou v est concentrée, ou I’on a une intégrale par rapport a une

densité en exponentielle d’un terme quadratique (et donc toutes les dérivées sont

patlod]
M{l{t = O)

clairement dominées). On peut donc calculer m, = { e

o el iy o g yak)
- J Lot l‘dv(y)}(tw)
R

iy + .+ ya)

- _f Rk AyD)™ .. Gy e dV(Y)}(t =0)

=_f iy el dv(x)_!(t =0)

fIR % Y dV(V




= jl* fo A(X)* dw(x) par construction de la mesure induite v

=i for Fi0O™ . B0 d(X)

=|m, =i% < £;% ... £, %% >,|. On veut donc my;, 1) ; calculons pour cela les sg.

On a In @ (t)
-Gt 1]

= - I/ZZCVLJ' Ly
iLj

= Z (" C\r‘j‘j) t tj T Z - CVL i ti2

i< i

_ =~ Cvij (e 01,0..0,0.1,0.0) ~Cvii (02,0,
(..0,1,0,..,0,1,0. ) (.., 0,2,0,..)! ’

1<] i

donc spg # 0 ssi [Bl = 2. De plus, s¢_0.1.0,....0.1,0..)

=-Cy . (ZeS [ < désignant les places des 1 dans ;_ o 1.0, .01, gm)-)

L]

=-<yiyj>v (intérétde la matrice de covariance)

=- Jrx viy; dv(y)

= |s(___04 Lo 0103 =-<f >u‘. On voit poindre les termes de la formule de Wick...

1, ..., 1)|
! S, -+ Sp.
Derni¢re €tape, appliquer : m(; )= (1—!’—& By B
1 Bil...Bi!
{m+m+&=upqn
73, B> 0
i=1

On a vu que les seuls Sp; # 0 sont ceux ou B est dutype (..., 0, 1,0, ...,0, 1,0, ...) ou
(...,0,2,0,...); mais il faut que la somme de ces derniers fasse (1, ..., 1), donc on ne
garde que les (..., 0, 1,0, ..., 0, 1, 0, ...). Mais alors 3; + ... + B; contient i * 2 = 2i
chiffres 1, et doit valoir (1, ..., 1) qui en contient 2k ; il faut donc i = k. On en déduit :

<fi...H >



{ =(...0,1,0...,0,1,0,...)
Bi+... +BR:(1= ces 1)

{ les p; < g; étant les

_1 I :
k! Z (-1)'<_fp1 for 2. iy £ places des 1 dans f;

{BJ-:(-..O._ 1,0...,0,1,0,..)
it +B=(,...1)

= Y <t . <G 1.0 carily ak ! permutations possibles des ff

(B=(..0,1,0...,0,1,0,...)
Bl Tt Bk:(L e 1)
Pi>..> By

= > L 5. <K, £,> CFOD.
Pj = qj
P ooos Plo Qs -ove Qi = {1, ..., 2k}

P1 < .- <Pk

Remarque : Wick reste en fait valable lorsqu’on suppose les f; seulement linéaires de
R™ dans C, ce que I’on obtient par une récurrence sur le nombre ¢ de f; admettant une
coordonnée imaginaire non nulle. Pour ¢ = 0, rien a faire ; pour ¢ 2 1, on prend un fj
s’écrivant f + \ﬁf gou g # 0, on sépare < f f; ... £ > par linéarité en deux sommes
identiques ayant un nombre ¢ moindre, on applique Wick revisited avec I’hypothése de

récurrence, puis on factorise tout ce qu’il faut dans la somme portant sur les Wick-

couplages pour recomposer ce que I’on veut (I’écrire, ¢a marche tout seul).

Nous nous placerons désormais sur I’espace & des matrices hermitiennes de
taille N*N, ot le langage des matrices nous permettra de caractériser plus facilement

nos outils de travail.

D Sp, ... Sp,



LI/ ’espace Fy des matrices hermitiennes

@ définitions

On notera Fy I’espace des matrices hermitiennes de taille N*N, i.e. les matrices

H de M(C) égales a leur transconjuguées : Vi, j, [hy ;= Tl: :

. e . N(N+1 .
Une telle matrice est donc caractérisée par N? paramétres, les NON*D) parties

N(N-1)
2

réelles (X; j); < et les parties imaginaires (y; ;)i <j ; par conséquent | Fy

On pensera alors toute matrice H = (h; j); ; = (x;j + /-1 yi.; )i j comme un N>

uplet de réels ((x;,;) (Xi<;) (Vi<j))-

@ une mesure gaussienne sur Hy

Il convient d’abord d’introduire la mesure produit de Lebesgue sur Fy,

analogue de celle sur R™ : dv(H) = [ Jdx; ; []dx; ; dy; ;.
i i<
Ensuite il nous faut une forme quadratique sur Fy, de préférence ayant sa

matrice inversible de fagon a avoir une mesure avec densité, dont on rappelle la

i[BH|H
forme : du(H) = det(B) T :

o™ e dv(H), le H figurant dans le produit scalaire étant

pris comme le vecteur colonne de ses paramétres ((X; ;) (Xi<j) (yi<))-

On prend tr(H?) =Y hy by ;= > hij hy; =3 (b 2= 3 by +2 X fhy P
i,j i




| | 5 |
=> X2 t2) x2+22 v/ de matrice B = N, toute simple ! D’ou

i i<] i<]
2\

2

tout ce qu’il faut pour caractériser |1 : on a NG;H) + NG;H) = N? - N chiffres 2 sur la

NNy (1)
diagonale, d’ou det(B) =2 "N, et du(H) = 2

(27{)N2 c dV(H) =
1 - Y2 tr(H?) . . y s -
du(H) = N © dv(H)|. La matrice de covariance s’obtient trivialement

en inversant B, d’ol les moyennes <x; #>=1. <x; 2> =<y; #> =1 les autres étant

nulles car faisant intervenir des termes hors de la diagonale.
Nous disposons & présent d’une mesure gaussienne sur Hy, ainsi que d’une

formule pour intégrer des polynémes sur . Qu’attendons-nous ? Avanti !

@ exemple de polynéme : tr(H’")

. . 2 N .
Voyons alors comment nos outils fonctionnent sur tr(H™), polyndme de degré

i, ctant des

N
2n en les N? variables X; j ... vi ;: D hi by .. by i Les by

i]'s 123 “‘i311= 1

fonctions linéaires en les variables X; ; ... y; ;, on peut appliquer Wick : < tr(H™) >

iap, g

N
- Z<hi]:i3hi3__i3-..h
=1

i], i_?, veuy 12p
N
- Z < hipr i+t hiqir ia_rl Z e = hipnr ipye1 hian iqnfl
(P1> Qis oo Poe )
Wick-couplage
il: cees iZn =1

[ les indices pi+l et g+l étant évidemment pris modulo 2n |




N
= ' - . o> <h s L >
Z = hlpv I+t hqu, Iqgen 7t h‘pn* Iyt hlqn- I+t

Ity vees i2n:]-

{ (p!_-, qi; ---5 Pro qn)
Wick-couplage

Il convient pour évaluer cette horreur de connaitre les < h;, sh >

=< (xij + V-1 yi) G+ -1y ) >

= <X X 1= Vi Yot V-1 (%0 Vi + X1 vip) >
:<Xi,jX1.k>'T<}"i,j}*’1_.k>+\/'_1(<Xj,iYk,1>'<Xk,1}’j,i>)
=1 8 5+ 15 8 8" +-1 (2845 - % 58!)

=3, Sjk. Donc

=1
|< hi,ihk_1>=0—\ saufsi{;:k, auquel cas ona\fhi_ihi‘p: 1\.

On voit alors que chaque terme a de bonnes chances d’étre nul, et apporte sinon
un contribution de 1 & I'intégrale. Tiens donc, on somme des 1, alors ? La combinatoire

ne doit pas étre bien loin...

Prenons un cas particulier pour mieux comprendre ce qui se passe, par exemple

n = 4, et donnons-nous un Wick-couplage de {1, ...8}, mettons (1, 5)(2, 4)(3, 8)(6, 7).

N
On cherche alors > <hy by > <hy g hy . ><hg i, h, ><h, b > On

i[, - ig =1

ig, is i3, 1g g, iy ig, i7 Mz, Ig

sait que chacun dos termes de la somme est nul sauf sous certaines conditions trés

Do . =g [ b=is[i3=1, [ig=1is C .
restrictives a savoir: . _.° 1. _ .71 _ . 1.7 _.° ce qui s’écrit aussi sous forme de
(=I5 [3=1y (=g ;=17

W =ig=ilg=1s=13=1
3 chaines d’égalités: {1, =i5=1 ; on peut donc choisir librement
i7 =17

exactement 3 des indices iy, ..., Ig. Ainsi :

N
D <hy by > <hy by ><hy g h g ><h

42 15

hi >

7 18

56: i?

il.'. . igz 1

N
= D lii=is=ig=is=13=11] * [y = is = ip] * [ir = iv]
i[,...,ig;:]




N
- 3

iy, i, 17 =1
=N°.
Le Wick-couplage choisi ci-dessus contribue donc a I’intégrale d’un facteur N°.
Plus généralement, la contribution d’un Wick-couplage donné est N- ou L est le
nombre d’indices /ibres induit par ce Wick-couplage. On ainsi la proposition suivante,

d’importance capitale : si o est une application de {1, ..., N} dans lui-méme, on a

N
_ nombre d'indices libres
< 2 hion hiy oy - i o) > = 2N
i], ...igkzl < (p]: qle"': p‘ka CER)
{ Wick-couplage

Comment calculer ce nombre . ? C’est 1a que les cartes reviennent en beauté.



[54)

IV/ cartes et mesures gaussiennes : un lien tres fort

@ retour au probléme des &,(n)

a) interprétation géométrique des Wick-couplages

On rappelle qu’on cherche le nombre de fagon d’apparier 2 a 2 les cotés d’un

2n-gone régulier orient€¢ numéroté pour obtenir une carte de genre g, les appariements

étant nécessairement ~—~__ pour avoir |’orientabilité.
g
S %93 % ol my

Le point fondamental est de remarquer qu’a un tel appariement (donc a toute
carte engendrée par le 2n-gone) correspond un unique Wick-couplage : en numérotant
par k le coté [Sy, Syi], associer p < q dans un Wick-couplage revient a apparier les
cOtés p et q du polygone ; on a bien (2n-1)!! fagons de le faire dans les deux cas.

Mais on a plus encore : associer p < q revient a considérer un facteur < h h;

ip, ip+1 qQ°

. L ; L
i1 > dans < tr(H™) >, qui est = 0 ssi { P _ 9" or, apparier les cotés p et q du 2n-gone,

lq: ip+1
Y Sp S =§
cestfaire = = — =08 ;. { PT %! Par conséquent, les chaines
‘g '5’"“"’ Sq = Sp+1 q

d’égalités sur les indices ij, .., i, induites par un Wick-couplage se traduisent (et c¢’est
1a le point important a saisir) par les chaines d’égalités sur les sommets induites par
I’appariement correspondant des cotés du polygone ; en corollaire, le nombre d’indices
libres du Wick-couplage est le méme que le nombre de sommets du 2n-gone libres
aprés I’appariement correspondant, i.e. le nombre de sommets de la carte engendrée

par I’appariement !



; .. . 2n
Or, on a dé€ja calcul€ celui-ci par Euler : la carte a par construction 1 face et 5

=n arétes, donc S—A+F=2-2g = \S=n+ 1 ~2g|.0n en déduit < tr(H™) >

N
B Z<hi1,f2h12,i3--.h

i]: 129 sees i?n': 1

12n: 1]

_ Z Nnombrc d'indices libres

{ (pls q1s «+vs Pas qn)
Wick-couplage

— Z Nm-l-2g

;( (p]= q]= -3 pna CIn)
Wick-couplage

n/2
— Z N]].—!-Zg
(pls q|:~ LR pm QH)
Wick-couplage
de genre g
g=0
n?2
— NIT“I-Zg Z 1
[ cartes engendries )
\ de t&',um.fe_ ‘}’
g=0
n/2
=|< tr(Hzll) = = Z Sg(n) N‘n.?I-zg .
g=0

Remarque 1 : on dirait en physique que les cartes engendrées par le 2n-gone nous
servent de diagrammes de Feynman pour notre intégrale.
© o
Remarque 2 : on peut rééerire < tr(H™) > = N™! Z gg(n) [ﬁlgb ol # joue le role
g=0 |

< tr(H™) >

d’un paramétre formel ; ainsi NG

joue le role d’une série génératrice des gy(n).

1l faut maintenant calculer < tr(H>") > pour obtenir de plus amples informations

sur les €,(n).




b) coloriage du 2n-gone

Signalons tout d’abord une interprétation combinatoire pour n > 1 de Q,(n) =

n/2
> &qn) ¥™7 7 ; ce dernier vaut le nombre de (@, %) tels que @ appariement du 2n-
g=0

gone et H coloriage des sommets du polygone avec y couleurs (au plus) compatible
avec  (i.e. deux sommets identifiés par  doivent étre de la méme couleur). En effet,
si 'on fixe un @ engendrant une carte de genre g donné, on a %° choix pour X si S
nombre de sommets de la carte, et Euler nous donne S=n+ 1 - 2g.

Remarque : en dénombrant Q (n) & K fixé, on peut retrouver « a la main » < tr(H*") >,
cf la partie combinatoire du travail de Harer et Zagier ([2]).

. . | ) ) { V=20
n montre dans le paragraphe suivant que vYn>0’

k=1

¢) calcul de < tr(H>") >

Une remarque fondamentale quand on manipule des matrices hermitiennes est

de remarquer que tout H de €, peut s’écrire U* D U ou U unitaire et D diagonale, et
quer q v P g

que les fonctions que I’on considére (essentiellement des traces) ne dépendent que de

D. Au lieu d’intégrer sur #,, on devrait donc pouvoir se ramener a une intégrale sur

’ensemble des matrices y*y diagonales, i.e. = R*. Cela fait 1’objet de la proposition
suivante, qui peut étre démontrée si 1’on posséde un bon bagage sur la théorie de la
mesure ; nous I’admettrons donc.

Soit y 2 1, et F un fonction de #, dans R unitairement invariante, i.e. V H

hermitienne, V U unitaire, F(U* H U) = F(H). On alors



X=X : \
IﬁyFG{)duﬁﬂi)=lﬁi———J‘ F([dhkk)JII(di-dﬂdeEG)) ou Mg et ve
' DeR* ‘

vl
y!... 1! i<

désignent les mesures de Lebesgue sur Fy et R” respectivement. En multipliant par

2

[ 1 s - t(H) . . .
T et en considérant F(H) = f(H) e ou f unitairement invariante, on

d
obtient : ‘ So f(HD) duy_(H)Z—ll—]—,J f[[ ch,D [1(d;-d)?dv, (D)l ou ,
| % yAT g DeR” (

i<j

désigne la meure gaussienne sur Fy développée en I, et v, la mesure gaussienne

standard sur R”.

On applique alors a f(H) = tr(H™") : < tr(H™) >, =
p b

1 a ((di
el ne-ere
AR P vy
1 ~ n n w32y f
= (d2+ ..+ d, ) DT (d - &) dvy
Y o
1 on () 2 | car on a invariance
oyl 1t 2 % dy [('1) E[ (di - dj)] dv; | par permutation des d;
JIR* 1#]
" 2y-2
= ,(—'XT df“ > ay(dy, ..., dyo1) dxp} dv, en développant le Vandermonde en d,
LA o b0
[ on remarquera que le terme de plus haut degré en d, dans
T (d; - d)> qui est ay,o(ds, ... dyr)svaut T[] (di-di)?]
1<i<j<y l<i<j<y-1
2y-2

= 71—1—' Z jﬂ% (‘Jnﬁx-l ay(dy, ... 1) dvx_l) d,)f_:Zn dv, afind’intégrer end,
p=0




2y-2
__1_ 2
W p 0
f _n 2 gy, [ car les puissances impaires
yARRIS Y Z R %2q.2 4 | intégrées sur R sont nulles

=L Za;qx(ZnJqu*l)” (+f Wharlris-lion A We& W@Lr)

MRt

q=0
x-1
= (2n-1)!! —‘LTth,(QnJqu—l) .@n+1).
~
D’ou {gi’ié : Q,(n) = (2n-H!! o,(n)|(avec la convention (-H!! = 1) ou o,

polynéme en n de degré x-1 et de terme dominant =

H(2n)/1 - S aza(dy, oy dyr) dvyg

1
= oy~ L oD f L+ T](di-d)dv,,
K)o R%! I<i<j<y-1
= (2n)*! (‘71 D! f%-; 1du,., enréappliquant la proposition sus-citée
2n)*"! - ) _ 2y
= car U,.; normalisée. On connait donc le |terme dominant de @, (n) =" ;
Genr ARV

revenons alors a I'interprétation combinatoire de (), (n) pour calculer ses racines.

Posons pour cela ,°(n) le nombre de (A, K) ou K utilise exactement k > 0

couleurs (attention, ce nombre combinatoire n’a de sens que pour n = 1) : ceci pour

x X
Vnzl
avoir v 1; e Q,(n)= Z [E] O °(n) = Z [i} Q. °(n)|car tout (A, K) utilise k
= o

couleurs pour un k dans {1, ..., %}, et °(n) = 0; d’ou en inversant la formule




A X
(classique, cf annexe): Q.,°(n) = Z (-l)x'k (ﬁ) Qu(n) = Z (—l)x'k [E] Qu(n) =
k=0 k=1
x -
Z (-1)** [ ] (2n-D)!! o(n) = (2n-1)!! Z (-1)** (ﬂj oi(n), ie.
k=1

(S A
w}f; .Q,°(n) = -1 0,°m)| ot |o,°(n) = Z( 1y [ ]o(n) polynéme

(2ny*!
(x-D)!

remarque que tout (@, K) utilise n + 1 —2g sommets libres, et donc au plus n + 1

de degré % - 1 de terme dominant (celui de w,(n)). Pour avoir ses racines, on

couleurs ; d’ou Q,°(n) = 0 pour x >n + 1 (joli, non ?), i.e. pourn € {1. ...y - 2};

reste la derniére racine n = (.

%
e Pour y 2 2. ona: Z [ﬁ)ékl =y = Q,(0), d’ot (en inversant) 0 = _8_;,_I =
k=0

Z (-1)“* ( ] (0) = 2+0-D!! ©,°(0) = ®,°(0), i.e. 0 racine de ®,°(n) ; on a donc V

%-1

( -1

nelk 0°Mn= nn-1)...(n-y+2)= 2’][XI_I_I].OPourXZI,onaQZO{nQZ

1
- (1) - -
Z(-I)H‘[k] o(n) = woi(n) = -(~]2_T), =1 = &[;_J e Par conséquent,

JVX>1 o 1[“)
[VneR" - @,°(m) =27 y-1)1"




X

X
. [Vn=xl )
On en déduit i v ; S0 Q,(n) ZZ (ﬁ) O °(n) = z [ﬁ] @n-D! ®,°() =

k=1 k=
i [Q @2n-1)11 25! [kl_llj — @2n-1)!! Z ok [@ [klfl] CFDOQ.
k=1 k=1

Reste a tirer de cette relation une formule close pour les gq(n).

d) calcul des g,(n)

On part des ®,(n) = Z okl [ﬁ] [kr_llj et de leur fonction génératrice :

k=1
| w1 (1EXY
1+ Z2(DX(1‘1)X =\1x/ |
n=0
] (1%
Démonstration : [I-X )
A\
(1%
1-X
= (X) k k(L)k
k)2 XX
k>0
L YY) Ak <k jtk-1 i cf annexe pour les séries
=1+ 12X . X o .
k ] génératrices classiques
iz0
k=1



On en déduit alors une expression différente des o,(n) :

n Q(Il) -2 . ) . 2g [ t/2 jn-ﬂ
(n+1) o, (n) =2 Z (n-29)! ol y,(n) est le coefficient de t™ dans th(t2)

g=0

Démonstration : on dérive la série génératrice des w,(n) :

> 2 (n+l) o,(n) X" = (11 ;3 G_@ (I'X()l_:_}gfx)ﬂ [%)y &

nz0

d’ot, en identifiant les coefficients de X" :

; 7
_ 1 (1+x) dx J voir 'annexe pour quelques
(n+1) () = x Reseg LHH (l-xj l-sz | notions sur les résidus

[ 1 )“ 1(1+th(‘u’2)] (1-th(t/2)?) dt/2
th

(t/2) k] th(t/2) 1-th(t/2)? } en posant x = th(t/2)

=y Resy

1 2 n+1 -J
= '):t
Y Rest_g 2" _r[th R /2)] e dtJ

t/2 n+l
— A n . d it
2"y Coef det dans {[th(t&)) e }




'._‘\'S; .

- (x0)°
= 2"y Coef de t" dans ( Ye(n) tz«] [Z '? ]
o !
p=0
B P
= 2"y Coef de t" dans Z Ii;_)'X_ T
[g=20
| p=0
= 2"y Coef de t" dans Z Ig@)l— 28°p
2g+p=n
{gZO
p=0
. n>0 _
B n/2 ]
= 2"y Coef de t" dans 1) 2 o
(n-2g)!
g=0
L n=>0 |
n'2 v
_ 211 . ﬁtﬂ(n) 1,1‘1 £
X (n-2g)! -

Il en résulte (enfin...) la formule tant convoitée :

1
__ (2n)! 2 ( t/2 ]'”
€q(n) o )!(n-29)! Coef de t™° dans th(v2) .
n2
Démonstration : on reprend I’expression originelle Y g4(n) ¥
g=0
= (2n-1)!! ©,(n)
2o)! 1
“ S e (D 0,0

e yo(n) 3122
2" (@+D)! Z (n-2g)!

g=0

ntl-2g




|
= Z (r1+lg?21'-2g)!' o) 1%, d’out le résultat en identifiant les coefficients des

g=0

deux polynoémes en .

On peut en déduire une formule (somme toute) simple de récurrence :

_4n+2 (2n+1) n (2n-1)
go(n+l) = N €q(n) + T gg.1(n-1)|.
/ n+1
Démonstration : on dérive kth t ;,2)] = 2. 7%:(n) t*2, d’oll une formule de récurrence
gz0

pour les y,(n), puis celle voulue en passant aux €,(n) (laissé au soin du lecteur...).

Apres tant d’effort, autant sur le plan outils mis en jeu que sur le plan
calculatoire, il est presque frustrant de trouver une relation aussi simple. N’y aurait-il
pas un moyen d’y arriver plus vite, moyennant quelque argument combinatoire bien
choisi ? Un résultat sur le groupe symétrique permet d’y parvenir. Nous développons
la méthode en question dans le paragraphe suivant, présentée plus en guise en

complément car nous sortons ici un peu du sujet.

e) le groupe symétrique a la rescousse

Revenons un peu plus haut sur le rapport entre un appariement du 2n-gone et un
Wick-couplage. En reprenant les méme numérotation des cotés, i.e. le coté k est [Sy,
Sk+1], puis en notant © la permutation de {1, ..., 2n} associée au Wick-couplage (i.e.
(i) = j ssi @(j) =1 ssi les cOtés i et j sont appariés par le Wick-couplage) ainsi que y le

I, = 1. S, =8
pooar e?;{Sp_Squi en
q = Pprl

2n-cycle (2n, 2n-1, ..., 1), on peut retraduire les relations {1 ;
qa ‘pH

termes de permutations. Plus précisément, on a la proposition :

l le nombre de sommets de la carte induite par ® est le nombre d’orbites de ca,fl

Démonstration : ® 0y(i) =j = o(i-1)=j = S;=S; (cffig. 1); donc si i et j sont dans

la méme orbite de @y, on a alors de proche en proche S; = S;. ® Réciproquement, si S;




et S; sont identifi€s directement par un seul appariement de cotés, on a deux cas
possibles (cf fig. 2) : o(i-1) = j d’ou wy(i) = j, ou bien w(j-1) =i d’ott ©y(j) =i ; dans
les deux cas, i et j sont dans la méme orbite de wy. Par conséquent, si S; et S; sont

identifiés par o, on a alors de proche en proche i et j dans la méme orbite de wy.

/ P i 5 \ ,\"s-\ sy .
. - ¢ / iy - il G St/
7 At } i f - f X f‘ SL i IS¢ .(Z_iw_..-.—-»» e
("___,,#\.:;L__.-———_.Q ¢ [ 5‘ B — =)
: : ¢y S/ o i;t;/iw—‘é?*‘--’-"mmf ]
ey Al o fa f < e W 4 ‘ '
¢ = 7 &7
it / e

/ f 'v‘_/._ ",\l )
(1) | 2

Si ’on note Oy, la classe de conjugaison des permutations de {1,..., 2n} ayant
exactement n orbites de longueur 2 (interprétation des Wick-couplages en terme de
permutations), une conséquence de la proposition ci-dessus est que g4(n) = # { Wick-
couplages engendrant une carte ayant n + 1 — 2g sommets (Euler) } =# { © € Q,, tels

que oy ait exactement n + 1 — 2g orbites}. En notant 6(®) le nombres d’orbites d’une

permutation ®, on cherche alors |sg(n) =#{we D /6(oy)=n+1- 2g}|.

Or il existe un théoréme plus général, assez court & montrer (ce qui ne veut pas
dire facile !) si ’on connait les représentations linéaires des groupes finis, affirmant
que si Q est une classe de conjugaison du groupe symétrique Sy, 6;(Q) le nombre

d’orbites de longueur i de tout élément de Q (6; est un invariant de conjugaison, cf

annexe), et y un N-cycle, alors les nombres |p,(Q) =%# {0 € Q/6(y)=m}| (a

interpréter comme des probabilités) sont déterminés par

N .
H ( 1 _Xl)ei(Q)
Y e S

e =il
m = |




Yoo '

N
Remarque I: H_(I-Xl)ei(m représente en fait le polyndme caractéristique de la

i=1

représentation linéaire canonique dans C" de tout élément de Q, od chaque cycle est

1
représenté par une matrice type [ 1\] J de taille la longueur du cycle.

Remargue 2 : on a I'implication [m >N+ 1-6(Q) = pa(Q)=0]. En effet, le terme

N
de droite posséde un pole en X =1 d’ordre (N +2) — Y. 6;(Q) =N + 2 — 8(Q), tandis
i=1
oL
que les @, = > kK™ X", qui sont clairement déterminés par{ ~ 1-X , sont de
kz1 (I)m—'l = (X (I)m)!1

deg P, <m

P.(1)%0 (par une récurrence immédiate), et par
m

. P,
la forme mﬂ_ avec {

conséquent admettent le pdle 1 avec le degré m + 1 ; la somme de g&mﬁ possede donc

le pole 1 avec le degré max{m / p,,(Q) # 0} + 1, d’ou "implication.

Remarque 3 : on a I'implication ‘signature(Q) =(-D" = pu(Q)) = O| ; sinon 3 o e

[ DY™ = D)V = sigpature(oy) = signature(y) * signature(o) = (-DN! =
signature(QQ) = (-1)N1™ absurde.

0(Q2)=n

signature(Q) = (-1)™ Drapres les

On applique alors pour N =2n et Q = Q,, : {
m<(2n)+1-(n) :
QUEICVE

remarques préliminaires, p,(Q) est non nul seulement pour {

m=n+1-2¢

J'm£n+1 . g y
1.e. pour 0<g<n? .Or,onavuquegn)=#{oeQ,/

pour \n—m +1 pair

O(oy) =n+ 1 —2g} =#Q * p,.y2(Q) = 2n-D!! py12(Q). On utilise alors la formule

I (1-X1P@

, Z £y(n) N _ X)X
barbare : (211_1)”}(%11( X A E‘ﬁ)—zr—z ZI__X—)H:Z,dou
0<g<n/2
1

(2n-!! 2 eg(n) ke
o 2

<g<n



= Coef de X*"' dans [ ( 11;();4__ } par identification des coefficients
| (140K en eévaluant de 2 facons différentes

= Coef de t""' dans {— (—] } ] I+t :
2\ 1-t le coef de X' "' dans T (cf annexe)

k
[ 3 . n+ 1 + s .
Et 14 on retombe sur du déja vu, a savoir que % + Y o)t = 5 (ﬁ} , d’ou les
n=0

€¢(n) par une démonstration déja faite.

Nous avons bien fait le tour de notre probléme de combinatoire originel, qui
consistait a dénombrer les g,(n). Le point essentiel de ce paragraphe était de montrer
comment I’évaluation de l'intégrale gaussienne d’un polynéme sur 1’espace Hy
pouvait servir dans un probleme de combinatoire sur les cartes.

Voyons a présent comment réciproquement le dénombrement de certaines
cartes peut intervenir dans le calcul d’autres intégrales, et si on peut appliquer une

méthode similaire pour I’intégration de fonctions non polynomiales.

@ intégration de fonctions non polynomiales

a) position du probléme

On s’intéresse maintenant a I’intégrale (toujours par rapport a la mesure
t

-=tr(G*
gaussienne sur Jéy introduite en III) : . © N )dp.(G), plus difficile a évaluer ;

. _ 1 -txt oo . .. _
méme pour N = 1, on veut -\/% f R© 2" dx, qui n’est pas trivial du tout.

Comme on ne sait intégrer que des polyndmes, on doit clairement développer

I’exponentielle en série entiére, puis appliquer Wick a chaque terme :

t

- —t(GH
<e N }>



—

{

n>0

n
n N
= Col < { D Sni i gk h] > (en admettant [’interversion...)
h 1

' n
m
n=0

. CoE - =

= TN 2 <@ B ik by ) o (Bha i Zinin B e By )
hyseeiiht
Jo
jl: '~3jn
T

n=0

Vue la téte de la somme a intégrer (et on n’a pas encore appliqué Wick !), il est
légitime d’avoir quelque appréhension... Les diagrammes de Feynman (ou cartes)

sont des outils inestimables pour résoudre ce genre d’horreur.

b) utilisation des cartes

On representera < ( 24, 1; iy, 4y i, ks Sk by ) -+ Gy i Zio o &in ka Sk, 1, ) > par le

schéma suivant : -

i 4 d"‘[ G
gi = - = I_’,’ I - ‘ (y)
{” U e }Z’ 1(“‘_)7 il i ’Zm
L4 i

Afin de faciliter les explications, on notera (vy, Vs, ..., V4y) les indices (hy, iy, ji, k1, hy,

.., Ky), et o(vp) I'indice suivant v, autour du sommet ou v, apparait (par exemple,

(1) = js, olks) = hs) ; on a'alors < (h,,i, Siy.jy il Sty ) - (Bhoy i Bip i B b By 1, ) =

=0, o) - Zu. o) Dansle schema chaque debul de route i/; G(V;) correspond

ainsi a un facteur de < h, s, ... hy,, o, > Un Wick-couplage sera alors représenté

Van,

par la jonction routi¢re de v;, c(%) et Q; G(Vq) si p est couplé avec q : par exemple, on



&

joindra 1212 et h414 si iy et hy sont couplés (remarque : le couplage (hy, iy) sera
qualifié de canonique). Une fois les couplages effectués, on dispose de sommets et de
paires parmi ces sommets, i.e. d’un graphe; mais puisqu’on a imposé un ordre
cyclique autour de ces sommets, on dispose méme une carte (en fait une pseudo-carte
car le graphe obtenu n’est pas nécessairement connexe). Cette pseudo-carte posséde S

il

= n sommets de degré 4, A = 5

2n arétes, et donc F = A — S + y = n + y faces (ouy

caractéristique d’Euler de la pseudo-carte). On appellera diagramme a n sommets un
tel objet.
Comment se traduisent les chaines d’égalités induites par un Wick-couplage ?

Coupler p et g, ¢’est considérer un terme < &vp. o(vp) Bvg, o(vg) dans la somme < g s

v, = olvy)

. ; or cette €galité est représentée
Vo = 9(Vp)

v v olv,) > QUi €St nen nml ssi {

exactement par la jonction de vpc(vp) et vqc(v;l) I Les chalnes d’égalités sur les
indices vy, .., vy, induites par un Wick-couplage se traduisent par conséquent par les
chaines de jonctions de routes induites par I’appariement correspond des débuts de
route du diagramme, i.e. par des faces !

Pour mieux voir cela, supposons que p et q sont couplés : on a donc v, = o(vy),
ce qu’on représente par une jonction sur le diagramme ; en appelant r I’indice tel que
Vr = 6(Vg), T est couplé mettons avec s, donc v, = o(Vvs), ce qui se traduit par une autre
jonction des sommets, qui s’enchaine avec la premicre et qui se trouve a la premiére a
droite juste aprés celle ci; en continuant ainsi on obtient un cycle de jonctions
correspondant a une face de la pseudo-carte (c’est comme pour la démonstration des
ordres cycliques). Mais le plus important est que de noter que les arétes d’une face
donnée s’enchainent comme les égalités de sommets qu’elles contiennent (a I’instar de

Vp = 6(Vg) = vy = 6(Vs)...), et comme les arétes d’une face bouclent, les égalités aussi !!

/
| b 2 e an
i , .
of %) v?ﬂa‘f‘l il = v \
S o lsE
v %) v } 1 N 1
t’: i i

~ \‘\‘);, =

i (4“(). .
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On a ainsi en corollaire que le nombre d’indices libres induit par un Wick-
couplage est le nombre de faces F = n + y de la pseudo-carte ; attention, ce n’est plus
la méme chose que pour le 2n-gone ! La contribution d’un Wick-complage a < g, 5np

+ vy o(vay = Sera donc de N™%,

On en déduit :

-t -
AN 2 <@ & ik S ) - (@i iy ke B n, ) >
) hi, ... by
i i
_]Il-.--_ i‘|
ki oo ke
nz=0
('t)n n+
_ %
- TN Z N
) { diagrammes
a n sommets
n>0

2 N
diagrammes
{ 4 n sommets -t)“

Nous avons ici une série génératrice exponentielle des Y. N*Le probléme est que

diagrammes
4 n sommets

les diagrammes sur lesquels on somme n’ont aucune raison d’étre connexes. Or,
dénombrer des trucs pas connexes, c’est en geénéral plus dur que de dénombrer les
méme ftrucs connexes ; il serait donc agréable de se ramener & une somme sur des
diagrammes connexes (des vraies cartes).

Un résultat plus général, démontré en annexe, affirme qu’il suffit pour cela de

prendre le logarithme de notre série génératrice. Appliquons :

t 4
-Nrr{G)

In( <e >)

PN
{ diagrammes

CONDexes
A i sommets ( t)n

n!




{vm
e

2 N
‘ i
n: dlagrammcs
COTNCXES
41 sominsts
de genre g
g>0

n=
( t) N
dld grammes
CONNexes
& n sommets
dr. genre g
g>0
n:

N O 1y
N2
chaarammu\
connexes
& T SOTImets
de genre g

g=0
- (-0 1 e
=N 2
: i’ disgrammes
e
nz0
g=>0
e (-t)" K.(n) 1 [ oitKy(n) nombre de diagrammes
n! ¢ N | connexes & n sommets de genre g’
n=0
g>0

1 Y el . o
On a donc ﬁln( <e >)= z Eo(-t) |5 ou Egt) série génératrice

g>0

exponentielle des Kq(n).

Nous avons donc ramené 1’évaluation de notre intégrale horrible & un probléme

complétement autre, & savoir dénombrer une certaine catégorie de cartes. Précisons



5)

alors bien la catégorie a laquelle nous avons affaire ici : un diagramme connexe a n
sommets est une carte a n sommets, chacun de degré 4, ot on peut numéroter toutes les
arétes a I’aide des nombres 1, 2, 3, et 4, de sorte que chaque sommet posséde les |
quatre numéros autour de lui (une boucle ayant 2 numéros) et ce dans ’ordre cyclique

imposé 1-2-3-4. Par exemple :

Nous ne pousserons pas plus loin ici le calcul des K,(n), car nous avons voulu
seulement illustrer comment les cartes servent a intégrer des fonctions non

polynomiales.

@ d’autres exemples d’intégrales

Nous présentons dans ce bref paragraphe, sans démonstrations, quelques-unes
des nombreuses possibilités offertes par les intégrales de matrices par rapport a une

mesure gaussienne, ainsi que leur rapport avec la combinatoire des cartes.

oty 4
N tr(H")

Changer H* en H® dans f €, © du(H) donne lieu a I’énumération des

cartes a n sommets tous de degré 3, ou, de maniére équivalente, des cartes a n faces

toutes triangulaires (triangulations).

D’autres polynomes utilisant la trace a I’instar de tr(H™), du type H (tr(HS)™,
i
permettent de dénombrer des cartes ayant des faces de degré fixé.

Considérer une mesure gaussienne avec une moyenne non nulle peut servir a

énumeérer des cartes sans boucles.




}
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s

i

Intégrer sur I’espace des matrices symétriques a coefficients réels (au lieu des

matrices hermitiennes) est relié¢ aux cartes sur des surfaces non orientées.

Revenons un instant sur le pourquoi général des méthodes exposées dans cet
article, a savoir que la contribution d’un Wick-couplage donné est N* ou L est le
nombre d’indices libres induit par ce Wick-couplage. Pourquoi cela marche-t-il ? En
grande partie grice a la formule de Wick permettant d’intégrer des produits de
fonctions par rapport a une mesure gaussienne, qui a pu étre établie grice au caractére
polynomial quadratique du logarithme de la fonction caractéristique d’une mesure
gaussienne. Plus précisément, c¢’est le fait de ne pas avoir trop de termes sy dans le
o]

ol Sp, -+~ Sp;

il Bl B!

JBE"'---"'BIZG
V5,180

logarithme qui permet de simplifier m, =

i=1

Que se passe-t-il alors lorsque 1’on prend des mesures non gaussiennes ? Peut-
on espérer avoir un analogue de la formule de Wick ? Il faudrait déja pour cela que
logarithme de la fonction caractéristique de la mesure considérée ne soit pas trop gros ;
par exemple, qu’il soit polynomial. Or le théoréme de Marcinkiewicz exclut d’office
toutes les mesures autres que gaussiennes, car il affirme que si le logarithme de la
fonction caractéristique d’une distribution de probabilité (mesure positive normalisée,
et donc a valeurs dans [O_.,I 1]), est polynomial, alors ce polynéme est nécessairement
quadratique et la mesure gaussienne. Donc pour toutes les distributions autres que
gaussiennes, il faudra faire avec des séries infinies.

On pourrait alors, pour pallier ce probléme, intégrer par rapport 4 une fonction
quelconque qui ne soit pas la densité d’une distribution de probabilité, et qui serait
I'inverse pour la transformée de Fourier de I’exponentielle d’un polyndme. La
recherche et I'utilisation de telles fonctions pourraient se révéler intéressantes et

donner lieu a de nouveaux problémes sur les cartes.




Annexe

Densités des mesures gaussiennes

On commencera par le lemme :

. l 1
tX-5 A% ot
j \/;Lnel T gx=e 2k pour A > 0.
R

o
. . A itx-oAxE . .
Démonstration : posons pour cela o(t) = J \/; e 27 dx, clairement dérivable
R

sous le signe intégral par domination, d’ou ¢’(t)

. 1
. A ftx-oAx?
= 1X ~ e 2 dx
R 27

It
- ]
=)
[yl ]
- %
4 CDI
12 | —
‘-xl-}
e
m ']
B

7
A

itx
en dérivant e et

L

en intégrantx e

On montre ensuite que si B symétrique a coefficients réels a valeurs propres

i o T
Lexix i Lice
toutes > 0, on a J ~\ f—detBNe 2! X'X]el[ - dx=e pleelel ol B=C! Onen
RN\ (2m)

déduira la densité d’une mesure gaussienne de matrice de covariance C inversible.

Id - - - - * S - 2\
Démonstration : on diagonalise B=P D" P" ou P orthogonale, d’ou :




Iy

" [detB -3BxIx iltix
N (’21)7‘_6 e dx
R’ 7
i % 5 l -1 px %
_. ??gEJkNeﬁppxuyzu”)P XPPy

. |
_ detBJ‘ L APyl -5[Dyly] [ en posant y = P* x
A\ en) R™ € det P} dy | et car P orthogonale

_ det B
(2m)

. |
o IZ(E pj,kyk) -5 D"y y]|dy  cardet(P) = 21
k

N
RN ]
[det B ) |
= —(Zn)N exp|1 Z [Z P k tj] Vi - 5 Z dk-l yk2 d}_.
i k
R™ k
d;! Ly

Qo

-1 i[P* -Vk'ldk_t -k2
T,
R LT
k

1 .2
I I - = d, [P*
= e 2 < d’apres le lemme
k

exp (i 2 [Pt v - %Z di! }"13] dy
IRN L k k

=€

e 2 1 o
d; [P* ], -Ed\ [P* thx

b

-3[D ®*1) | @* 1]

[P D P*t]t]

1
1[C
— 2 cpop

On peut ensuite calculer les moyennes du premier ordre : |< x; > = 0.

Démonstration :avec C=PDP* ona:<x;>

1 \
-—[Bxl|
:JNXi \;'El;'i)%eg[ X.X]dx
R !




1

-=Dlyly
?zemf[@ N(Py)e 2! y'y]d}-’ en posanty = P*x

det B - -_(d1 Vit -_dN-J W)
2 NJ sz”“}ez v
21) RN
N
det B (4 y )
VERY [ e e 0
= RN k#]
j=1
]
-=d’! v
27 )esr impair

=0 carleye

= ¢, . On utilisera pour cela un

Restent les moyennes quadratiques : |< x; X;

qui résulte d’une simple intégration

LI
autre lemme : LRX‘? 2hx dx—J %62 dx|,
R A

par parties.
Démonstration : < X; X; >

1
3 -=[Bx|x
:JA\}Xin ?;;)%62[ de
I:R;

det B | Sy .
= (%‘c)N JRN P y) (P S)] dy enposanty =P*x
_ det B ‘ N 5 (dl YE+ Ay )
= ik Dj, k Yk Vi
RN k=1
detB [ | % e e-%(df] v+ .+ dy ) . { car y; vy impair
(27[)].\] RN k_]pl_.k p_},k.;k - pourk¢k)
N =

N
1o .
det B j = _(dl }’12 + ...+ d,\l },_\;2)
:\/5 Zpi’kpj:k RNy e 2 dy
k=1
det B '_(dk Vi) \
\/(QT: ,PakPJ d}kJ N_lexp{ > dp! Vljdk

1=k




' N
1 - .
-—(_dkly_z) 1 4 gl— |
B = E?i Z Pi.k Pi.k di JR e ? ' dyx eXp [- E Z d yfj dyi (lemme)
e RN 12k
k=1 :
3 det B -%(d{] YRt ...t d ) ,
= kg lpi. k Pi.k dk JIRN \/; e dy

S det B -%[me

= 4 lpi,k di x P*k,;} JRN oy e dx

N
- [ > pix dic p*k'__j} * ]

k., k'=1
=(P D P*),;;
=c¢; CFOD.
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Moyenne des mondmes impairs

On montre ici que Ha} impair = <X“>=OL en utilisant les notations multi-

indices introduites dans la démonstration de la formule de Wick.

Démonstration : < x* >

1
-=[Bx|x
:J \TXOE ?;—t;)%cz{ XNdX
R !

| —
., 5D yly .
- \/?;_)BNIRN e 2" "y enposanty = prx

N i N N 1 1 -1
detB _ _ 'E(dl Vet .o Hdy v
(21) Z P ¥ - Z PN iy Yin| € dy
Jry -1 \n =1
f' . Lty ractye
?;;)E Y a0 yER) 2 Y gy
N [RN {1\ vy

[ les a( z), ¥ étant des coefficients réels et les B(i; ;) des multi-indices dont la longueur
\B(; )| = | est impaire ]

Z a(l L)jVB(ll k) (d1 yi&+ _”—.—d\ )\)d}

(i) * 0 [ car quand on regroupe les différentes

a(i; .
&k 1 coordonnées de y, au moins une est impaire
{ 11 iy

=0

N a4

COFD.



Analyticité : quelques notions

On dit qu’une fonction f de C" dans C est analytique en un point to si f peut
s*écrire sous forme d’une série entiére autour de ty: f{t) = E a—;‘(t—tg)“ avec les

e =0
notations multi-indices de la démonstration de la formule de Wick. On prendra par la

: : m
suite to = 0, et donc pour |lt|],. assez petit, on a | f{t) = E —& 4%

|/0

G
Dans le cas n = 1, on rappelle alors que la famille (E‘:—‘ t“} est sommable dans
a=0
tout disque fermé du voisinage de définition, que f est C* sur ce voisinage, et que les my,

. 't . . :
sont déterminés par |m F -‘(t 0)| (d’otr le nom de série de Taylor parfois donné

au développement de f)

o!
dans toute boule fermée du voisinage de définition (démonstration identique au cas n =

. - * m
On étend aisément cela pour n quelconque dans N : on a (—f t“] sommable
e

"1(1|
1), et on obtient par une récurrence assez simple que m, = [ f}(t = 0)| (considérer f{t)

comme une fonction de t; seul).
On rappelle également que si f et g sont analytiques en 0 alors fg I’est aussi, d’ou
un résultat analogue pour un produit fini.

Montrons maintenant que si f analytique en 0 et f(0) = 1, alors In f est aussi

analytique en 0. On écrit £(t) = 1 + Z Mo @ 4o In f(2)

let >0
2:(12” mgui
al >0
i>0
(_1)i+1
= § —;—[ > M, t“\| (produit fini de fonctions analytiques)
lof >0 J
1>0

-l 1+l i o ]
= E £—L M, ; |[t*  sous réserve de la sommabilité de |~ M, ; t* :
1 l ol.i=0
1>0

>0




My, ... Mg,

Or, en remarquant que My ; = ,ona|M, i
i 0(1! CLi! i
{a1+...+ai=u

Vi oy >0

My, ... My . . i

< L L N TRV

(11! CI;! H ’

{30 o

{a1+“.+0ﬂi=a
Vi loyl >0

(AN
h—l-lh«.—a\
a
W
]
ey
<2
bt R
E‘
v
“R
| —
o 8 ;;B
B —
T
=
=
=2

l J__i[mﬂ il | ]
i al 7

i>0
My . . - o . .
= -In| 1 — J—‘“J||t||_w|“! qui est bien définie pour [|t||., assez petit, car la famille
: : ol
>0

(m o =
k—;‘ t”) est sommable pour t dans une boule fermée ou f est définie, et puisque la
o -
o =0

. . z : Mg, n .. i
série entiere S(t) = J?‘;“ t* peut étre rendue aussi petite que voulue pour t assez petit

o >0
(remarquer que S(0)=0et S cdntinue) ; donc G M, ; t“j sommable CQOFD.
o, 10
On écrit alors la série de Talyor de In f{t) = ﬁ‘:—tﬁ, et on justifie ensuite la
B]>0
e, . 1 Sg, ... 8. o .
sommabilité de la famille O X ﬁlt dont on a besoin dans le
: 1+ -« Py
{Bl;v-- +Bi=a
Vi8>0 ol 1> 0

lemme 2 de la démonstration de la formule de Wick.
En effet, dans la preuve de ce lemme 2, on part de exp ( In f{t) ) = exp

E [—ﬁtﬁ pour arriver a la ligne nécessitant 1’interversion ; mais en majorant le

Bi>0




s
‘e

S 's .
module de lll Ht par o E —5———@‘— ||t||m'“ en sommant le
: 1. ces

[Bi+..+Bi~a { - Bi=
LV, IBi>0 v BJ|>0
tout sur les |af et i > 0, puis en remontant le calcul, on arrive a maj orer la somme de la

famille des modules des coefficients de la famille .— E B SB’ par
L

TVJ ”31|>0 o, 1> 0
exp E %‘% 1tll™ |, qui est bien définie pour t dans une boule ou In f{(t) est bien défini,

Bl>0
d’ou la sommabilité cherchée.
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Analyticité d’une fonction caractéristique

1
-=[Ctlt
Soit o(t)y=e 2 ot vecteur de RN et C une matrice de covariance, réelle,
diagonalisable en C =P D P* avec P* =P (P orthogonale). On a (P t)

|
o

L2
analytique en 0 comme produit fini de fonctions 1’étant (ici : t — e 2 ). Pour passer a
o, il suffit de montrer que si f est analytique en 0 ainsi que [f] (la série entiére obtenue en
remplacant les coefficients ¢, du développement de f par leurs valeurs absolues) et A
linéaire, alors f 0 A est aussi analytique en 0 : prendre en effet f=¢ o P et A = P*;

remarquer que |@ o P| est bien analytique en 0 car ses coefficients sont majorés par ceux

1
+odit? )
de I I e 2 qui estanalytique en 0.
Montrons cela. Dans de telles hypothéses, et puisque A continue en 0, on a pour t

assez petit f{A t)
= 2 (AY)?

la| =0

_ l | At o ou les A; sont les applications coordonnées
B Ca L (A de A, qui sont également linéaires
1

o) =0

ny \O:.f -
= Co 2 PBuyt! car H (4;1)  est un polynéme en les t;

=0 i
ol =0
= 2 [ > co B .,,] t', d’ou Ianaliticité de f o A en 0 si I’on justifie ’interversion, i.e. si
lo| =0
v|=0

I’on montre que la famille (¢, B, , t') est sommable. Or, en notant, |A;| I’application
T ey

A; ou I’on a remplacé les coefficients par leurs valeurs absolues, |t| le vecteur t ou I’on a

remplacé les coordonnées par leurs valeurs absolues, et B’ , les coefficients (positifs !)

O -
du polynéme H (IA{t) en les t; (remarquer que B, .| < B’ ). On a pour t assez

1
petit (puisque |A| continue en 0) : [f](JA] |t])
= 2 leo] (A t)"

a2 0



\e)

= 2 icol 2. B'oy I, d’0u (cq B'e, , t')  sommable car tout est positif, d’ou la
) a, Y
ly[= 0
la| =0

sommabilité de la famille (¢, B, - {")a _puisque |B,, | < B’y COFD.



Résidus et séries formelles

Considérons le corps C((X)) des séries de Laurent, dont les €léments sont de la

forme S = S(X) = > ay(S) X" ou k(S) entier relatif et les a,(S) complexes, muni de la
n = k(S)

dérivation formelle qui vérifie les propriétés usuelles, ainsi que de la composition. On

définit la valuation de S par |Va1 S=min{n € Z/a,(S)# 0‘, ainsi que le résidu de S en

0 par |Resg S = Resy—¢ S(X) = Coef de % dans S = a_;(S)|. On se propose de montrer que

Resey [S(®(1) @(1)] = Val @ = Res,o S(x)|, ce qui permettra d’opérer des

changement de variables pour calculer des résidus, a I'instar des changement de

variables utilisés en intégration. L’application qui figure dans cet article est celle ou

{ @(t) = th(t/2)
Val®=1 -

Démonstration : on commence par remarquer que si f € C((X)), alors Resg £ =0 car

]

1
ne peut pas comporter de terme en . On a d’autre part Resy % = Val f; en effet, en

X

o . {Val f)-1 + Val f .
écrivant £(X) = Vel o(X) olt Val g =0, on a%: (Val f) * X v fgg X * o

[

_ Valf
X

+E avec Val *’g%z 0.
g g

Soit alors S et @ dans C((X)), avec S = a,X". On a Res,— [S(®(n)) ®*(u)]

n

= Resy— {Z 8, O(u)" @’(u)}

n
)" d'(u
= ReSIFO Z d, 12"_‘:"1' +a. (D((U))
#-1

=0+ a Val @
—Val @ *Res, S CFOD.
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Séries génératrices classiques

' . , k-1 s
On montre ici la proposition basique : ﬁ[ = Z [J j ) X,

i0

n
. . . . itk ntk+1 )
Démonstration : on aura besoin du lemme suivant : ES . Clair pour

i n
i=0
n n-1
. i+k itk n+k n+k ntk
n = (, puis si vrai au rang n-1, alors Z .= Z .|+ = +
1 1 n n-1 n
i=0 i=0
+k+1
:(n 1 Jok.

Notre proposition est triviale pour k = 1. Ensuite, si vraie au rang k, on a X! }i) 1

(




Formule d’inversion utilisant des C",l‘

Soit n = 0,-(ag, ..., a,) et (by, ..., b,) des complexes reliés par les n+1 relations

k
k
Vkel{l,..n}a= Z [ijbi . On veut inverser ces formules sous la forme
i=0
k
i K
Vkel{l .., n}b = (-1) I
i=0
Démonstration : une idée consiste a introduire les matrices P = [{;D et P° =
J/70<ij<n
((—l)j'i[;D . En considérant les bases C = (1, X, ..., X)) et C’ = (1, 1+X, ...,
J0<i5<n
k
i k) .
(1+X)") de C,[X], on a les relations ¥ k € {0, ..., n}, C’, | = (1+X)* = Z [i ) X =
i=0

n
K)o & . )
Z (1] X'=>P;Ci1=[PCl1,douC’ =P C : P est donc la matrice de passage de
i=0
i=0

: k
) ) k . .
CacC.Or,onaVke{0..n}C =X =(I+X-1)f= E (J(—l)k“l (1+X) =

i=0
n
(k i : 1
ZLJ(—]) T(I+X) = X Py Ciy =[P Cl 1, dot C =P C’: P est donc la
i=0
i=0

matrice de passage de C* a C. Par conséquent, . Reste a remarquer que les

relations sur les a; et les b; se traduisent matriciellement de maniére analogue a celles sur

Cet C’, asavoir A=P B ; d’ou le résultat en inversant P.



Invariants de conjugaison du groupe symétrique

Etant donné une permutation ¢ dans Sy, on appelle classe de conjugaison de ¢
’ensemble des ¢ o ¢ pour ¢ décrivant Sy. On va montrer que les nombres 6;(c)

comptant le nombre d’orbites de longueur i1 dans la décomposition de G en cycles

disjoints sont des invariants de conjugaison, i.c. |9i((p" G Q)= 81(0)!.

Démonstration : si ¢ se décompose sous la forme ¥;...y,, remarquons déja que ¢ o ¢ =

@' 71 0) ... (0" v5 ). Regardons donc Ieffet de la conjugaison sur un cycle y = (ay, ...,
a,):sin ¢ o' ( {ay, ..., a,} ), alors (n) ¢ {a;, ..., a,} et est donc laissé invariant par v,
dott[o" v 9l() = 0™ (v (p()) ) = ¢'(p(n) ) =n ; si n s’éerit 0™ (ay), alors [¢” v @](n) =

[0 VI o( @' (a5) ) ) = [0 ¥)(a:) = ¢ (ai). Par conséquent, o (ay, .... a)) 0 = (¢”'(ay),

-1 . p A . .

.... © (a,)) : le conjugué d’un cycle est un cycle de méme longueur. Mais on a mieux :
- .. . -1 n

en reprenant la décomposition de G, on voit que les cycles (¢~ y; @), de méme longueur

que v;, sont a supports disjoints puisque ¢ bijective. D’ot le résultat.



Une égalité sur les coef de 2 séries formelles

1+t

Coef de X*! dans {((11-—;())%%} Coef de t*"! dans [

1
2

[

1-t

sl

On va montrer que

_ ‘ o k-1 0+l 1+t
En effet, évaluons le coef de X dans XXt

1+t
1-X-t-Xt

1+t
It
1+t

1 -Xﬁ

1+t

1+ i
B ﬁj
i20

+
E X' [11 3 , d’ou une premicre égalité :

‘

iz0

On a d’une part :

k-1 b1 1+t
Coefde X¥ t*"" dans L-X- Xt

K
} = Coef de t*! dans (%ﬂ .

D’autre part,ona:

1+t
[-X-t-Xt

1+t 1
11X 1 1+X

1-X

_1t N (H_)i
1-X 1-X

iz0
iz0 i>0
T T
120 i=1
o D

iz1




- : 1 (14HX)+(1-
—rx Yt R

(1-X)
izl
‘ )L .
= Ilg + Z t2 EIT))(()%:__F’ d’ou la seconde égalité :
izl
. k-1 .+l 1+t ol
Coefde X™ t dans [mJ = Coef de X* dans {2

(1+X)" ] .

La proposition en découle alors.
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Séries génératrices exponentielles et connexité

Soit n dans N*, Q' un ensemble fini d’objets connexes (le 1 signifiant « une »

composante connexe), numérotés chacun a I’aide de n numéros (« 1 », « 2 », ..., « n»);
considérer par exemple un ensemble fini de graphes connexes chacun 4 n sommets S,
Sy, ..., Sy numérotés canoniquement. On muni Qr,I d’une fonction poids, notée | ; par
exemple le nombre d’arétes.

On crée ensuite de nouveaux objets, non connexes, en « réunissant » sans ordre
défini des objets pris parmi €;', Q,', Qs'... ; on obtient ainsi un ensemble O d’objets &
plusieurs composantes connexes, chacune numérotée a ’aide de k numéros (k variant
bien s{ir avec la dite c omposante ¢ onnexe). On p eut ainsi, p our prendre un e xemple,

engendrer I’ensemble des graphes a partir de celui des graphes connexes numérotés.

On prolonge p sur Q en posant p(w) = IT ww.). Par exemple, toujours sur

{ ®, composante
connexe de ®

les graphes, u(graphe) = 27 ¥ fonctionne puisque le nombre d’arétes est

connexement additif.

Considérons Q, I’ensemble des o de Q ayant n numéros, i.e. qui s’écrivent sous

la forme @;L... Uy, avec o; dans Qijl pour tout j, et i; + ... iy = n. On veut montrer que

[;; Ju(w)]

5

———=x"=1In| 1+
n!

n . En application, on prendra pour

n=1 n=1

Q, I’ensemble des diagrammes a n sommets, et (o) = N*®), qui est bien connexement

multiplicative car la constante d’Euler est connexement additive.

Démonstration : notons a, = Y, p(m), et ax) = E %Xn. On veut ¢’® = 1 +
Q' ’
nxl
(Z u(co))

£,
n!

agx}k

x". Regardons pour cela les ol
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_1 By e B iy
kl 11‘ ...1k!

1 n
-1 T L) e X
' IX‘.‘XQ{kl
L ti=n

nzl
n! 1 X"
- ) ‘) z Mo V... U ay) _;
Ipe v Ix 1 1
Q‘l XQ
i =
nzl
. n! 1 .
On remarque alors que 1’opérateur AR Y. correspond a
1+ «- 1o 'QiIIX.--XQikl

ij+...+L=n
sommer sur I’ensemble Q,* des @ de Q, qui ont exactement k composantes connexes.
En effet, choisir un objet de Q,F, c’est d’abord sélectionner les k composantes connexes
(o1, ..., ) dans Qill X...X Qikl (d’ou le deuxiéme signe somme), qui n’ont cependant
aucune raison d’étre ordonnées (d’ou le 1/k!), puis il faut choisir les i; numéros de la

premi¢re composante parmi n, puis les i) numéros de la seconde parmi n - iy, etc..., ce

qui se fait en [n) (n._ilj [n'il'""ik‘lj __nl (n-i)! (@-1)-.. i g)!

Iy Iy ii! (n-ip)! 1! (n-ip-10)! 7 ! (Oeig-. . ig)!

r k i
__&"'_1 choix. On en déduit : ﬂﬁl = 2 [Z I-L(CO)J 1%

i !
1. ... Ikl Qk
il

n=>1

On peut alors calculer : ¢*®

- k!




-1+ NN
Q,f '
k=1

n=1

—1+ Z {Z u(oa)Ji—T; CFOD.
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