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Enonceé. Trouver toutes les applications f : R} — R telles que, pour chaque réel a > 0, il y a un
unique réel b > 0 tel que af (b) +bf (a) < 2.

Soit un tel f. A a > 0 fixé, appelons F, := af + f (a)Id et notons a* le b comme dans 1’énoncé, de sorte que
F, >2saufen a® ou 2> Fy (a).

Heuristique : si f CO, alors F, aussi, donc ne peut PAS passer UNE SEULE fois < 2, donc son min ne peut
pas < 2, ¢ad min F,, > 2, d’ou I'égalité ’Va >0, minF, =2 ‘ On en déduira pour chaque ¢t > 0 les majorations

2=min Fy < F; (t) =2tf (t), dou f(t) >

S

puis & a > 0 fixé ’encadrement

*

2=F,(a") =af (@) +a"f(a) > —+ = >2,

d’ou égalité partout, ce qui force en particulier I’égalité dans f (a) > % utilisée (et au passage a*= a mais OSEF).
Réciproquement, si f = %, alors F, () = ¢ + % > 2 avec = ssi t = a, d’ou la condition voulue avec a* := a.

Retour a la case départ : nous allons établir une hypothése de monotonie qui fera office de continuité afin
de raccrocher les wagons.
Mgq t — t* involutive : pour chaques a,b > 0, on a les équivalences

b=a" <= F,(b) <2«<= Fy(a) <2<=a=0b",
d’ou (remplacer b «— a*) Pégalité a = a**.
Mq f décroit strictement. Soient par l'absurde r < s tq f (r) < f(s). Alors
Eo (%) =rf(s")+sf(r) <sf(s")+5"f(s) =Fo(s7) <2,

d’ou I'égalité s* = r*, ¢cad r = s, contredisant 'hypothése r < s.

Concluons ’ Va >0, min F, = 2 ‘ Soit a > 0. On sait déja majorer min F,, < 2. Soit ensuite € > 0 : alors a*+¢

n’est pas la ot F,; minimum, donc

2<F,(a"+e)=a fa"+e)+(a"+e)f(a)<a f(a*)+a"f(a)+ef(a) =minF, +¢cf (a),
<f(a*) =Fa(a®)

d’ou (faisant "tendre ¢ — 0") la majoration 2 < min F,, CQSD.



