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1 Conjugaison dans 6,

Soit (ay,...,a;) un cycle et o une permutation. Montrer que
oo(ay,...,a;)o0 = (o(a1),....,o(a)).

En déduire que deuxr permutations sont conjuguées ssi elles ont le méme nombres d’orbites de longueur | pour
tout 1 > 1.

Solution proposée.
e Distinguons deux cas. Si k est un entier distinct des o (a;), alors 0~! (k) n’est pas un a;, donc est fixe par
le cycle (aq,...,a;), d’ou

oo(ay,...,a)o0 (k) = oolay,..,a) (0_1 (k))

I
= Q

Si maintenant k vaut un o (a;), alors

oo(a,....,a)o0 (k) = oolay,...,a)o0 *(o(a;))
= Uo(ala"'aal) (a’L)
= o(ai41),

les indices étant évidemment pris modulo /. Dans les deux cas, on a 1’égalité annoncée.
e Soit o et o’ conjuguées dans &,,, mettons o’ = pop~!. En décomposant o = [, en produit de cycles a

supports disjoints, on obtient
o= (H %—) et =1]ene " =11

ol v; 1= ¢y, 1 est un cycle de longueur celle de v, par ce qui précede, et tous les % sont & supports disjoints :
en effet, si v, = (all, ey afi), alors v, = (<p (a’l) s ey (a}i)), et il suffit d’invoquer 'injectivité de ¢. On a donc
obtenu la décomposition de ¢’ en produit de cycles a supports disjoints, d’ot le premier sens.

Supposons a présent que { g, :_ %1@ sont des décompositions en produit de cycles & supports disjoints avec

= i

v = (a1, .y qp)
’Yli = (a'llv "'70';)
on pose ¢ (a;) = al, et on compléte ¢ en dehors des supports des v, par n’importe quoi d’injectif (I’hypothese
d’égalité des longueurs des orbites assure que cela est possible). Intérét de la chose ? Pouvoir écrire

v; et v} ayant méme longueur pour tout . Définissons une permutation ¢ comme suit : si { ,

v =p(ar, . a) et = (@ (ar), ..o (@) = (al,....a;) = 7;,

pop™t =g (Hv) et =1]ene ' =1lvi=7"

ce qui montre que o et ¢ sont conjuguées.

d’ol

Remarque. L’identité de conjugaison est extrémement pratique, il vaut mieux donc la retenir :
oo(ay,...,a)o0 = (o(a1),....,o(a)).

La cns obtenue pour que deux permutations soient conjuguées est elle aussi & connaitre.

2 Dualde G,

Soit n > 2 : déterminer tous les morphismes de groupes de &,, dans C*.

Solution proposée.



Soit f un tel morphisme. Pour connaitre f, il suffit de le connaitre sur des générateurs de G,, ; prenons par
exemple les transpositions. Un transposition étant d’ordre 2, toutes les transpositions sont envoyées sur 1 ou
—1. Montrons qu’en fait les transpositions ont méme image par f, ce qui ne laissera que deux possibilités pour
f : la signature (cas ou les transpositions sont envoyées sur —1) et I'identité.

Remarquons tout d’abord que deux éléments conjugués ont méme image par f, vu que le groupe d’arrivée
est abélien :

flooe™ ) =F @) f0)f(¢7) =F (@) f(9) " flo)=F(0).
Ensuite, pour 4, j, k distincts, on a
(k, ) (i,5) (k, ) = (i, )

(utiliser par exemple 'identité de conjugaison), ce qui montre d’apreés la remarque que f (i,5) est indépendant
de j # i; soit g; cette valeur commune. Or, par symétrie, on a pour tout ¢ # j

& = f(%]) = f(]vz) = &j-

Finalement, f (¢,7) ne dépend ni de ¢ ni de j, donc est constant, CQFD.

3 Signature du Frobenius

e Soit E et F deux ensembles avec |E| > 2. A une permutation o € & (E) on associe la permutation
ced (FE) qui envoie u sur uwo o~ L. Montrer que

_ LFI(F|=1) | | B] -2
e(@)=c¢(o 7 IFl .

e En déduire la signature du Frobenius défini par

Fr:{Fq — B

z +— xP

ot F, est un corps & q = p" éléments avec p la caractéristique de F, . On admettra Uexistence d’une Fp-base
de Fy qui est une orbite sous ’action de Fr.

Solution proposée.
e On regarde I'image 7 d’une transposition 7 = (i, j). Via la bijection

9

{FE E— FE\{%J}XFXF
u (i) u(i),u()))

on regarde 7 comme une permutation de FEMH7} x F x F. Soit u € FE, que 'on représente par (v,a,b) via la
bijection ci-dessus. T envoie alors u sur

i u(j)=b
woT j—u(i)=a |,
le reste est fixe

[FI(|F=1)
2

d’ou 7 (v,a,b) = (v,b,a). A v fixé, on a donc |F| orbites triviales pour les (a, a) et orbites a 2 éléments

E|-2 N )
|‘ =2 d’ot le résultat.

pour (a,b) — (b, a). Faire varier v multiplie le nombre d’orbites par |F
e Notons B = (a, al,a”’ ..., aP"fl) la base donnée par 'énoncé. On a donc une bijection Fg ~ FZ, et dans
Ff le Frobenius a pour action

(/\17 7/\n) = (/\n,/\l, "'7)\71—1) :

en effet, en observant que Fr est un morphisme additif (développer le binome, les coefficients binomiaux son
presque tous multiples de p), on a

n n p n n n
Fr <Z )\iapil> = <Z )\Z—apil> = Z ()\iapifl)p = Z )\fapiflp = Z )\iapi.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1



En notant v le n-cycle (1,2, ...,n) 'application du premier point

g [— g

{G(B) — & (FP)

envoie par conséquent v sur Fr, d’ott pour n > 2

p(pfl)pn—Q

p(p—1) n—2
e(Fr)=c(y) 7 = ()T

Pour n = 1, Fr vaut l'identité, donc la formule reste valide.

4 Les automorphismes de G, sont intérieurs pour n # 6

Rappelons qu’un automorphisme intérieur d’un groupe est un morphisme du type i, : g — aga™"' oil a est

un élément du groupe. On se propose de montrer que les automorphismes du groupe symétrique &,, sont tous
intérieurs si n # 6.

Soit o € Aut S, o n > 2 et n # 6.

e Montrer que si ¢ stabilise les transpositions, alors ¢ est intérieur.

e On se donne une permutation o € &,,, dont on note ¢; le nombre d’orbites de longueur | pour 1 =1,...,n.
Soit Comm o [’ensemble des permutations qui commutent avec o — on Uappelle le commutant de o. Montrer
que son cardinal est donné par la formule

# Commo = Hcl!lcl.

=1

e Conclure en regardant l’action de ¢ sur le commutant d’une transposition.

Solution proposée.

e Pour déterminer ¢, on regarde son action sur des générateurs de G,,. Comme on a déja des informations
sur les transpositions (systéme de générateurs standard), on raffine en ne regardant que les (1, 7).

Le point & remarquer est que, puisque (1,2) et (1,3) ne commutent pas, leur image par ¢ ne commutent pas
non plus; or, ces derniéres étant par hypothése des transpositions, leurs supports doivent se rencontrer, et ne
peuvent coincider par injectivité de ¢. On peut donc écrire

{ 90(172) = (041,052)
¢ (1,3) = (a1, a3)

Pour les méme raisons que précédemment, le support de ¢ (1,4) pour ¢ > 4 doit rencontrer ceux de ¢ (1,2) et
©(1,3) en un point chacun. On va éliminer trois des quatre cas possibles, pour ne garder que o comme point
en commun, ce afin de pouvoir écrire

oll a1, (g, axg sont distincts.

)

v (1,4) = (a1,;) ol o # aq,Qa.

Déja, 'un des points en commun doit étre o, sinon le support de ¢ (1,4) contiendrait {aa, a3} et ¢ (1,4) vaudrait
(en utilisant 'identité de conjugaison)

(a2, a3) = (a1, a3) (o1, a2) (1, 3) = ¢ [(1,3) (1,2) (1,3)] = ¢ (2,3) , absurde

par injectivité de . Pour éliminer les deux autres cas, on peut par exemple supposer que le support de ¢ (1,1)
rencontre celui de ¢ (1,2) en oy et celui de ¢ (1,3) en ag. On en déduirait de le méme fagon

v (1,1) = (a1, a3) = ¢ (1,3), absurde car i > 4.

On obtient ainsi une permutation « de {1, ...,n}, toujours par l'injectivité de . o étant la seule permutation
qui se soit naturellement distinguée dans ce raisonnement, nous sommes moralement obliger de vérifier si ¢ est
intérieur relativement & « :

Qo (1’i> oa”l = (a (1) 50‘(7;)) = (alvai) = (p(l,i) 5



les (1,4) engendrant &,,, on a gagné.
e Cassons ¢ en produit de cycles a supports disjoints :

n

cl
o=[11]~-

I=1i=1
On doit donc avoir, pour ¢ € Commo :

n c

o=coc ! = H Hc'yéc_l.

I=1:=1

En invoquant 'unicité de la décomposition de o, on voit que, a [ fixé, d’une part ¢ permute les supports des 727
ce pour garder les mémes longueurs (d’oil ¢;! choix), d’autre part le cycle cylec™! est entiérement déterminé par
I'image par ¢ d'un seul élément du support de %, 'ordre imposé par le cycle 7% imposant le reste par 1'identité
de conjugaison (d’ou ! choix pour chaque cycle, i.e. [ pour tous les cycles). Ploum.

e Considérons une transposition 7. Montrons que ¢ (7) est une transposition, ce qui concluera par le premier
point. Déja, ¢ (7) est d’ordre 2, donc se casse en un produit de disons p < T transpositions & supports disjoints.
On veut p = 1. Par ailleurs, on vérifie aisément que

¢ (Comm 7) = Comm ¢ (7),
ce qui nous incite & prendre les cardinaux (¢ est bijective!) afin d’appliquer le second point :

#Comm7 = # Comme(7)
(n—=2)x2 = (n—2p)!xpx2?
op—1 _ (n—2)! _ (n —2)! (2p — 2)!
(n=2p)p!  (n—=2p)!(2p—2)! p!

- (Z:Z) (2p—2)(2p—3)...(p+1).

Pour p > 4, i.e. 2p —2 > p — 1, le produit (2p —2) (2p —3)...(p+ 1) contient au moins deux termes
consécutifs, donc un terme impair, ce qui est impossible vu le membre de gauche.
Pour p = 3, on obtient

4:(n;2>4 = n==06ou 2,

mais on doit avoir p < & et n # 6, d’oul contradiction.

Pour p = 2, on obtient
g _ n—2\ _ (n—2)(n-3)
= 5 =" T/
ce qui est absurde par des arguments de parité.

Le seul cas possible est donc p =1, CQFD.

Remarque. L’hypothése n # 6 est cruciale, puisque (n,p) = (6, 3) satisfait a ’équation ci-dessus, et
surtout parce que 'on peut trouver des automorphismes de G¢ qui ne soient pas intérieurs — voir la construction
de Pierre-Loic Méliot sur sa page web.

5 Matrices de permutation et théoréme de Brauer

Soit n > 1 un entier. A une permutation o € &,, on associe la matrice P, € M,, (K) qui permute les vecteurs
€1, ..., e, de la base canonique de K™ selon ’action de o :

Pgei = eg(i) .



Noter que le corps de base n’intervient pas vraiment, puisque P, ne contient que des 0 et 1. Par exemple, la
matrice associé au n-cyle v = (1,2,...,n) est

0 1

P, = 1 0
0 :

1 0

(qui est une matrice cyclique, comme quoi les terminologie se retrouvent...) et son polyndme caractéristique
vaut X™ — 1. On vérifie par ailleurs aisément que P : &,, — GL, (K) est un morphisme de groupes :

Pao” - PUPU’
P, = Pa_l

Notre but est de donner deux démonstrations du théoréme suivant.

Théoréme (Brauer).
Soit K un corps quelconque. Deux permutations o et o' de &, sont conjuguées ssi les matrices de permu-
tation associées P, et P, sont conjuguées dans GL,, (K).

Premiére démonstration.

On suppose ici que K est de caractéristique nulle.

o Trivialiser l'un des sens.

e Décrire le polynome caractéristique de P, en fonction de la décomposition de o en produit de cycles a
supports disjoints.

e On considére L un corps de décomposition de [, (Xl — 1) sur K. Montrer que le groupe 1, des racines
l-iemes de l'unité est cyclique pour tout I. On pourra admettre (ou redémontrer) que le ppcm des ordres des
éléments d’un groupe fini est atteint par un élément du groupe.

e Conclure en raisonnant sur l’ordre des racines des polyndémes caractérisitiques des P, dans L.

Deuxiéme démonstration.

On laissera un sens aux bons soins du lecteur...

e Soit r > 1 un entier. Si v est un cyle de longueur [, déterminer la décomposition de " & conjugaison
preés (i.e. le nombre d’orbites et leur longueur). En déduire le nombre d’orbites de o” ot o est une permutation
quelconque.

e En regardant les points fixes des itérées de P,, montrer que

n

Vr > 1, Z(l/\r)clzz:(l/\r)ci
=1

=1

avec les notations évidentes de l’exercice précédent.
o Conclure en interprétant la relation ci-dessus matriciellement. On pourra utiliser la formule n = Zd‘n v (d)
ol ¢ est lindicatrice d’Euler.

Solution proposée.
e P étant un morphisme, le sens direct est trivial :

o' =pop~! = Py =P,y =P,P,P,".
e Cassons 0 = Hzn=1 Hflzl 7t en produit de cycles a supports disjoints. Quitte & conjuguer par une bonne
permutation, ce qui ne change pas le polyndme caractéristique, on peut ordonner les supports des cycles selon

la longueur de ces derniers. Matriciellement, cela revient a dire que P, est diagonale par blocs avec ¢; blocs (1),

0 1
1 1. 0 . - . P
co blocs 1 , ..., 1 blocs de taille I, et ainsi de suite. Il est alors immeédiat que
L0
1 0

n
Xp, = H (Xl - 1)Cl :
=1



e Déja, 1, est de cardinal [. En effet, y; est exactement ’ensemble des racines de X! —1 sur L, donc #, < n,
I'inégalité inverse s’obtenant en remarquant que les racines de X! — 1 sont toutes simples (sinon la dérivée de
X! — 1 g’annulerait en un ¢ € gy, i.e. l{l_l =0, ce qui est absurde vu que K est de caractéristique nulle).

Ensuite, si par ’absurde y; n’était pas cyclique, tous ses élément seraient d’'un ordre < [, donc le ppcm m
de ces ordres également puisqu’il est atteint. Mais alors X™ — 1 s’annulerait sur p;, d’ott [ > m racines pour ce
polyndéme qui hurlerait & la contradiction.

e P, et P, étant semblables, elles ont méme polynéme caractéritique. D’aprés le point qui précede, on

obtient . .
[T -0 =[x = 1)

=1 =1

Pour montrer que o et ¢’ sont conjuguées, on doit montrer que ¢; = ¢; pour tout I. Soit 1 < A < n fixé et £ € p1
un élément d’ordre A (on parle de racine primitive A-iéme de 'unité, i.e. qui engendre pu,). Regardons comme
suggéré 'ordre de la racine £ dans les polynoémes ci-dessus. Puisqu’on a les équivalences

€ racine de X' —1 <= ¢/ =1 <= UDordre de £ divise | < A |1,

Sa=Yd

Al Al

on en déduit 'ordre recherché :

(on a déja dit pourquoi les racines des X! — 1 étaient simples). Ceci tenant pour tout 1 <1 < n, on en déduit
I’égalité recherchée ¢; = ¢ pour tout [ : considérer sinon le plus petit [ tel que ¢; # ¢] pour obtenir une absurdité.

e Le premier sens se traite comme précédemment.

e Soit v un cycle de longueur I, que 'on peut supposer (quitte & conjuguer par une bonne permutation, ce
qui ne change pas la longueur des cycles dans la décomposition de v) étre (1,2, ...,1).

Sir |, disons [ = kr, il est facile d’expliciter v" :

AT = (r+L2r+ 1l kr+ ) (r+2,2r+ 2, kr+2) . (r+ (k=1 2r+(k—=1),..,kr+(k—1))
(LK) (k+1,..,2k) .. (r=Dk+1,..,rk),

d’ou r orbites de longueur k.
Dans le cas général, on introduit le pged § = I A r pour se ramener au cas précédent. Bézout nous donne
deux entiers a et b tels que al 4+ br = §. On en déduit

de sorte que les sous-groupes (") et <75> de &,, sont identiques. Or, les orbites d’une permutations o € &,,
peuvent étre décrites comme les parties de {1,...,n} stables par (o) et minimales pour cette propriété. On en
déduit que 7" et v° ont mémes orbites. Puisque § | [, 7° (et donc 7") se décompose par ce qui précéde en §
orbites de longueur é.

Soit maintenant o = [];_, [[;., 7} une permutation quelconque (avec les notations évidentes). Puisque les

7t commutent (ils sont & supports disjoints), le calcul de " est aisé :

n ¢

e

L

. chacune, d’ou le
-

En appliquant ce qui précede, on voit que chaque (’yé)r fournit [ A r orbites de longueur
nombre d’orbites de ¢” :

n
# {orbites de 0"} = Z g (IAT).
=1
e Supposons P, et P,/ conjuguées, disons P,, = PP,P~!. En itérant, il vient P7, = PP’P~! pour tout
r > 1, d’ou en prenant les points fixes
Fix P, = P (Fix P)).

En fait, on va considérer les points fixes sur un corps fini, mettons Fs, ce afin de faire du dénombrement. Ceci
étant dit, un vecteur de F est fixe par P, ssi ses coordonnées sont constantes sur les orbites de o, ce qui montre
que
# Fix P. — 2{01‘bites de o}
Yy = .



En prenant les cardinaux dans la relation ci-dessus (P est bijective!), on obtient que o” et ¢'” ont le méme
nombre d’orbites pour tout 7. En utilisant le point précédant, il vient

n n
ch (IAT)= Zc; (I A7) pour tout r > 1.
=1 1=1

Cij=c¢

! I |
Cij=¢j

J

et la matrice [A], ; = i A j, de sorte que le nombre d’orbites de o”

e On introduit les matrices { i

s’exprime par la formule matricielle

ch (JAEK)= Z [C]i,j [A]j,k = [AC]i,k pour tout (k).

Jj=1

On en déduit AC = AC’. Pour conclure, il suffit d’inverser A. Or, en cherchant & écrire A comme le produit
de deux matrices gentilles (par exemple triangulaires), on est amené a utiliser I'identité donnée dans I’énoncé

comme suit : .
iNg=Y o= Y @)= P,
d=1

dJing dfi et d|j
X : . " aan; _J e siplg R it
ot ¢ est triangulaire supérieure définie par [®], = { 0 sinon . Ceci s’¢crit encore [A], ; = ['®®]; ; pour

tout (z,7), d’oi
det A = det ®* = [[ ¢ (i)* # 0, CQFD.
=1

Remarque. Pour montrer que le ppem des ordres des éléments d’un groupe (appelé exposant) fini G
est atteint par un élément de GG, on peut raisonner comme suit.

On casse #G = [],_, p{* en produit de facteurs premiers, et on considére G; 'ensemble des éléments de G
dont l'ordre est une puissance de p;. G; est non vide car contient toujours le neutre, donc on peut considérer
g; € G; d’ordre maximal p,*. Le produit go = []g; est alors d’ordre [[p, puisque les p; sont premiers entre
eux.

Soit maintenant un g € G, d’ordre disons [] pf i. Alors g élevé a la puissance [] ki pfj est d’ordre pf ‘
d’ou B, < 7, par maximalité de ;. Ceci tenant pour tout ¢, I'ordre de g divise celui de go, ce qui montre que
Pexposant de G est exactement 'ordre de go.

Remarque. On peut se demander si la finitude de ’exposant entraine celle de l'ordre du groupe (pro-
bléme de Burnside). La réponse est non dans le cas général, bien que les contre-exemples soient loin d’étre
triviaux, mais est positive pour les sous-groupes de GL,, (C) (cf. feuille sur la réduction).



