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1 MOrphismes continus + X

1.1 enmorphismes réels continus pour + & X

Quels sont les morphismes réels from un sg additif de R 7

Fondamental : enmorphisme additifs de Q sont les homothétie. Ainsi, les endo addtifs continus de Rsont les
homothéties.

Récapitulatif
source / but R+ Rx
R+ Ald 0 ou eV
R x Aln 0 ou Id* ou A réel
R*x An|| Oou |}
Rx 0 0 ou ||*=°

R+ — R+ : par densité de Q on obtient une homothétie (ok si continu remplacer par croissant, ce qui est
impliqué par préserver carrés et sommes, ou encore par conserver différences et inverses)

R+ — Rx. Si on peut considéer In f, alors In f : R+ — R+, ie Inf = A\Id d’ont f = e Mq
f>0.0Onadéaf=f (25) =f (5)2 > 0. De plus, si f(a) =0, alors f(a+-) =0 et f nulle. Finalmenent,
f=0o0uf=e (on pourra inclure A = —00)

R x — R+. foexp: R+ — R+, donc f(e') = At, dou (pour @ > 0) f = f (e") = Aln.
R*x — R+. Par ce qui précede 0 = f (1) = f ((—1)2> =2f(-1), dou f paire et f = Aln ||

Rx — R+7 Par ce qui précede et continuité en 0, on o A =0 et f = 0 (démo directe : f (0) = f(0-) =
f(0) + f donc f constante, or f(2-) =2f, donc f = 0)

R x — Rx On fexp: R+ — Rx , d'out fexp=e*!d dou f(a) = f(e™®) =" =a* (ou 0)
R*x — Rx on a par ce qui précede 1 = f (1) = f ((—1)2) = f(=1)%, donc f(—1) = £1. SElon les
cas, on trouve f = = |-|* (ou 0)

Rx — Rx La solution f = + H)‘ se prolonge en 0 ssi A > 0. Conclusion : 0 ou élever & une pusisance
> 0.

RQ : les solution trouvées sont toutes dérivables (disons sur R*TT). Cela peut se montrer directement par
un argument d’intégration et on peut alors résoudre des équa diff.

1.2 morphismes R — C continus pour + & X version intégration

EG + —+ Intégrer en b = 0...,1 donne f:“ f=f(a)+ fol f, dou f C! et par réc C>. Deriver
ena=> f'(a) = f (a+1b), dou f’ cst et f linéaire (f (0) = 0 facile)

Intérét : on peut intégrer a valeurs dans C, 14 ot nos méthodes réelles (les carrés sont positifs) lorque la loi
d’arrivée est x ne foncitonnent plus.

EG R+ — Cx. Supposons f (a +b) = f(a) f (b) On intégre de b =0, ..., M avechM f#0 (si

Jo f =0, sa dérivé est nulle, ie f = 0) d’ou f(a) = j"‘% 7 f:+M f dérivable . Dériver en a donne f’ (a +b) =
f'(a) f (b) puis (a = 0) f'(b) = £/ (0) f(b), ie f' = \f, dou f = Ce* et C = C2. Conclsuion : f nulle ou
7 = exp(0)




On obtient le méme tableau (les autrse cas R} ,R*,Rx — C+, x se raménement de méme & ces deux
premiers)

source / but C+ Cx
R+ Ald 0 ou ™
R x Aln 0ou Id*  ou A complexe
R* x An|| Oou |}
Rx 0 0 ou |-|/\20

1.3 enmorphismes de C continus pour + & X

On utilise ce qui précéde, afin d’obtenir le tablea suivant :

source / but C+ Cx
C+ ARe+pIm 0 ou erRetuim _ A, i complexes
C*x An | 0ou |-|*1d* ou k entier
Cx 0 0 ou |-|*2°14%=°

On se raménent a une source réelle en restreignant a R et iR
C+ —C+ fir et f (i~)‘R vont R+ — C+, donc sont des homothéties, d’ou

f=1F(Re+ilm) = foRe+f(iIm) = fir (Re) + f (i") g o Im = ARe+pIm.
C+ — Cx fir et f (i-)IR vont R+ — Cx, donc sont des exponentielles (ou 0), d’ou

f=F(Re+ilm) = fir (Re) x f (i-) g oIm = erReerIm (ou 0)

C*x — C+ ona foexp: C+ — C+, donc f (e““b) = Aa + ipb. invariante par b — b+ 27, ce qui
force ipu2m =0 et p = 0. Ainsi, f (rew) =f (eh”*w) =Alnr, o0 f = Aln||

Cx — C+ comma avant f =0

C*x — Cx ona foexp: C+ — Cx, donc f (e*T) = e***i#b (ou 0) invariante par b — b + 27, ce
qui force 2™ =1 et p € Z (noté k := p). Ainsi, f (rei?) = f (e7+90) = Akl — pAeik0 oy f=|-|*1d*
(ou 0)

Cx — Cx comma avant (plgement possible en 0 ssi A,k > 0.

1.4 "exponentielle" non continues

11! Toutes les equa fonction de cette feuille peuvent avoir d’autres solution sans hyhtése d

On part de ¢ : R — R additive non linéaire (eg : projecteur sur Q dans le Qeev R), on forme exp := exp oy
et In := @ oln, puis ch := % etc.... qui vérifient tout ce qu’on veut (sansétre les bonnes fonctions)
RQ culturelle : on peut avec ZF et AC _dep exlcure cela, au sens ot il y a des moedle de ZF+ACD ou toute

forme Qlinrée sur R est une homothéi.

Eq Boltzmann physicien cours MALET
trés bons exemples...
(isootrpopie + limite null en l'infini)

Involutions contines de R (donc inj, donc mono, donc homéo) (stable par conjugation)

Quitte & conuguer par translation par f (0), OPS f (0) = 0. Alors ou bien f décroit sur R~ (puis symétrique
sur RT par rapport & premiére bissectrice) ou bien f = Id.

Involution de R** : idem (pas besoin de conjuguer)



2 Formules addition et continuité

2.1 (‘;‘l’j) et (:ﬁ) par formules addition croisées

EXO (cos et sin par les formules d’addition) : continues bornées de R dansR tq

fla+b)=f(a)f(b)—g(a)g(b) ,
gla+b)=g(a)f(b)+ f(a)g(b)
DEM : on rq f + ig transforme + en X, donc est une expontielle complexe (c’est normal, c’est de 1a que
X cos
viennent les formules d’addition!), d’ou (f) = (¢ cos(w-)

s) = (on Sin(w_)), le borné imposse A = 0. (santi check : f2? + g2
transforme + en x)

EXO (ch et sh par les formules d’addition) : continues de R dansR tq

flat+b)=f(a)f(0)+g(a)g(b) ,
gla+b)=g(a)f )+ [f(a)g(b) -

DEM : on rq f + g transforme + en x, donc est une expontielle complexe €A %) de méme f — g = e =),
dou f = w = ¢* ch (w-) et méme g = e* sh (w-).

2.2 th et tan par formules addition

EXO (th par formule addition) : trouver les cotinues tq

@)
e =1 Farm

LHhT) phour se ramenr & une équa Sur exp
DEM : les cstes solution sont C = 13_%, ieC=00ul+C?=2,ie C==+l.
Poser e := 1£L

7 (on va mq f # 1) envoie + enx

2z
P _ 21 i oz
IDée : inverser thz = e e (ie e

14 fary) VHET® ass@asre)
D) = ey T 1w @y a—rm) @0

donc e (z) = exp (2\z), d’ou f (z) = Zzi% = th (Az).

GAffe! il faut f # 1 : sinon, mettons f(2a) = 1, alors 2f (a) = 1 + f(a), donc f(a) = 1 aussi, d’on
f (Qi) = 1 et par continuité « := f (0) = 1. Mais alors (b = 0) donne f = {TJr} =1, exclu.
EXO (tan par formule addition) : trouver les cotinues tq

@i
e =1 Farm
IDée :

utiliser thia = itana pour utilise ce qui précéde. Mieux : on ne récupére que la méthode, a savoir
exp (2) = 1) Posons donc e = 1144

—y (ie f = zijr:) bien déf car f réelle. Alors e trnadofmr + en x
1+if25 1 aftia+if  (1+ia)(1+iB)
e(a+b): L aﬁ: = :e(a)e(b)
171'1‘1_2% 1—af—ia—i8 (1—ia)(l—18)
donc e = exp (2X:), d'ou f = Z;Eii = gz

ST = tan (\-) pour un certain complexe A.



2.3 cos ou ch par formule d’addition

EXO (cos et ch par formule d’addition) continue tq

flat+b)+f(a=b)=2f(a)f(b)?

DEM ensemble des solutios contiet 0, 1, cos et ch et est stabe par ochomothétie. Mq c’est tout.
Si f # 0, diviser par un f (a) # 0 mq f paire.
On montre C*° car (intégrer en b =0, ..., M en supposant fOM f#0)

2(/0Mf>f(a): OMf(a—i—.)—k/OMf(a—.):/aner—k/aaquuiestCl

d’ou (dériver deux fois en b et évlauer b = 0) f” = f”(0) f, d’on (par parité) f = Acos (w-) ou Ach (w-) avec
A+ A=2AA,ie A=0ou l.

2.4 autre formules additions

SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES DU COSINUS ET DU SINUS ORDINAIRES ET HYPER-
BOLIQUES

Autor(en) : Cioranesco, N.

Objekttyp : Article

Zeitschrift : L’Enseignement Mathématique

Band (Jahr) : 31 (1932)

Heft 1 : ’ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

F(a+b)f(a—0b)=f(a)’+ f(b)*—1 continue —> +ch (c-) out c € RUIR

f(a+b)f(a—0b)=f(a)’— f(b)* continue —> Ash (c:) ou ¢ € RUIR

3 doubles & carrés et dérivabilité en 0

3.1 Morphismes DL, (0) double carré, notations P'/? et PV"

On regarde a présent juste les formues de duplication / carré.

EG (double) : une fonction f tq f(2a) = F (f (a),a) (disons définie sur une partie stable par double/moitité)
est la donnée de sa restriction a la couronne de module[l,2]. EG si F (z,y) = 2z itérer ’homothétie de centre
l'orgine et de rapport 2 ou %) Il y en a beuacoup! Méme avec la continuité hors de 0 (qui équivaudra a celle
de cette restriction ainsi qu’a Iégalité f (|a| =2) = 2f (%), EG on fait ce qu'on veut de continu et raccordable
sur [1,2] ou sur une uniion finie de demi droites). En revanche, la dérivablité en 0 va éliminer sréisuement les
candidats.

RQ UTILIE : deux solution coindent ssi elles coincident sur un voisinage de 0. On ne regardera par conséquent
que les solution définies autour de 0.

On note P'/2 (rzsp. PV") une partie de C contenant 0 (resp 1) et stable par moitié (resp racine principale).
EG :

P2 = RCR+{1}
) ) ) 2n 9
PV" = R,]0,1],[1,00[,{Re > 0},{Im > 0} ...



Rq : les PY/2 et les PV" sont échangés par les applicatios "(pré)image par exp" (mais pas de maniére bij car exp
pas inj) Rq : un P'/2 (resp PV") rcontient toujours une suite tendant vers 0 (resp. 1) (itérer les moitiés/racine
d’un point deds).

On va obtenir le tableau suivant pour les fonction dérivables en

source/but C,+ C*, x
P'/2 (der en 0)  AId e
PV (deren 1) ALn et (restrction : a,a? € PY" = Rea >0
% sur R%

R* (deren 1 Aln |-
( ) [ oy [ sur R
rq : rajouter 0 ou pas au début ne change rien : si apparait I’éqiation fonctielle donne f (0) = 2f (0) d’ou

f(0) =0, et cela n’ aucune inflcuence sur les autres complexes
rq : on a toujours les solutions additives A Re +p Im et les multiplicatives |a|/\ a® : mais d’une part Cdériavalbe

en Issi = i) et k = A, d’autre part les mltilplicatifs sur R* dvienennt |a|* ou |a|* a (cas particuliter ot =y
cst)

EXO f(2))=2f et f dérivable en 0 2 (de P*/? vers C) Autre solutions différentiables sans dérivabilité ?
simplement continues ¢

DEM f(0) =2f(0), ie f(0) =0. Alors @ = i(5)

vl

) - @ — f7(0), d’ott fhomothétie.

™

wle|

RQ : on peut remplacer "f der en 0" par "f der en 0 dans chaque direction", alors f est une homothétie
sur chaque demi-droite d’origine. Cela servira méme en réel pour distinguer les cas R.

Sans dér : les endo A Re 4 Im.

Avec juste continuité en 0 : un tel f est borné au voisinag de 0, donc bornée sur chaque segment par dupli-
cation. Réciproquement, soit A > 0, soit un graphe borné sur [A, 2A] (def M un maj dessus) soit a,, — 0, def
N, :=min {N ; 2Va, € [A,2A4]} (fait sens APCR et — oo car a, — 0) : alors |f (an)| = | g5 f (2V"an)| <

M= — 0. Conclusion :

sous 'hypothese f(2:) = 2f, on a f continue en 0 <= f déren 0 <
Pégalité f (0) = 0 et les équivalences 3A > 0 tq f bornée sur [A,2A4] JA, f=21d

(en particuliuer ; la continuité hors de 0 implique celle en 0)

EXO f(2) = f? dériable en 0 ? (de P /?vers C)
RQ : lasuite | f (5%)| = |f (a) " tend vers |f (0)] { Lsi f(a)#0 , donc ou bien f = 0 ou bien f(0) =1

0 sinon
et f ne s’annule jamais, ce que ’on imposera.

DEM cas réel f=r (5)2 > 0 atour de 0 donc f > 0 partout (sinon on coupe l'inf des zéro en 2). ALors
In f commute au double, est dérivable en 0, donc In f homotéhie et f = exp (\-)

DEM cas général f &~ 1 dans un certain voisinage de 0 de P'/2 sur leque Ln transofmre X en +,
donc ou Ln fcommute au double (et sera dérivable en 0 si Ln I’est en 1) donc Ln f homotéhie et f = e*. Cela
se proonge a tout P'/2 car f (a) = f (2”2%) =f (2%)2 = (e/\zin)2 = M. Vérifions que Ln est bien dérivable
en 1 : on a d’'une part

Im (14 2) 1 Imz Imz+o0(z)
A 1 = 2at = 2at - | =2at —— ) =1
g (1+2) = 2atn g o an<21+Rez+o(z)> “( ) mz+o(2)

d’autre part

1
Injl+z =In (1+z)(1—|—2):Eln(l—i—QRez—&—o(z)) =Rez+o0(2)
d’ou

In(l+z2)=In|l+z2|+iArg(l+2)=2z+o0(z), CQFD.

EXO f(a®) = 2f (a) et dérivable en 1?2 (de PV vers C) Méme question en remplagant PV" par
R* ,R* R.
+ 5



DEM  L’enesmble exp ! (P\[) N (R+i]—m,7]) est un PY/2. On définit g = f o exp de P'/2 vers C,

dérivbale en 0, d’'ou g (20) = f (e?*) = 2f (e®) = 2g (a), donc g homotthétie et f (a) = f (e'*) = g (Lna) =
ALlna.

Ainsi, dés que a et a? sont dans PV, onalna®=2Lna,ie?2 Arga = Arga® € |7, 7], d'ott Arga € ]—%, g]
Réciproquement, A Ln sur une telle PV" foncionne.

En restreignant 4 R%, on a une partie PV*, donc f(a > 0) = Ana. Sur R*, on af paire d’ou f = Aln|-|.
Sur tout R, on rajoute la valeur (nulle) en 0.

RQ : In || satisfiat '’équation fontionnellr, est différentiable en 1 mais qui n’est pas dérivable au sens complexe car
In|1+ 2| = Rez + 0(2) ou l'application tangente n’est pas une C-homohétie (sur R elle est dérivable mais alors le
module est jsute un signe)

EXO f(a®)=f (a)2 et f dériable en 12 (de PV" vers C*). Meéme question en remplacant PV" par
R} ouR™.

L’enesmble exp—! (IP’\[) N (R +i]—m, 7)) est un P/2. On définit g = f o exp de P'/2 vers C*, dérivbale en
0, dot g (20) = f (e*™) = f (e*)? = g (@)?, donc g expontneitl et f (a) = f (") = g(Lna) = eMme,

En restreignant & R’ , on a une partie PV", donc f (a > 0) = e*ma = ¢ Sur R*, ona f(a < 0)’ = f (a?) =

a®, donc f (a < 0) = +a|* (avec le méme X que sur R, qui fonctioonne

3.2 sinus par (fausse) formule duplication + Odérivabilité

EXO (sin et sh par duplication et dérivabilité en 0) trouver les f dérivables en 0 sur un P'/2 tq
f(2)=2fcos ou =2fch

DEM On a f(0) = 0. Equation linéaire -> OPS f’(0) = 1 La fonction 4 := %oui est inchangé par
double et est prolongeable par continuité en 0 :

f({) t+o(t) 1+o(1)
sint  t+o(t) 1+o(l)

— 1.

Ainsi, i(a) =1 (%) = limgi = 1 cst, donc f = sin ou sh autour de 0, ce qui se propage d’aprés I’équation.

3.3 tan et th par formule duplicaion + Odérivabilité

EXO (th par duplication et dérivabilité en 0) Trouver les f der en 0 défine sur un PY/? tq

(1+ £?) f(2) =2f.

DEM Les parties {f = 1} et {f = —1} sont stables par doubles (clair) et moitités (f (2a) =1 =>2f (a) =
1+ f(a)’=>f(a) = 1, idem pour —1), donc la partie {f # 41} aussi.
SUr {f # 1} on pose e () := % (on attend th (2X-)). e envoie double sur carré :

e(2z) = (1+f2)+(1+f2)f(2,) _ (1+f)2 _
A+ -0+ Af @) (1-f)?

e(z)”,

e2Xe_q

donc e (z) = exp (2Az) (ou e =0) d’out f(2) = Gy = th(Az) (ou f = —1)
Par dérivatblité en 0, I'une seulement des trois parties { f =# £1}est non vide.

EXO (tan par duplication et dérivabilité en 0) quelle sont les f der en 0 définie sur un PY/?
tq
F2)(-f%) =27

DEM



1. poser g :=if. Alors g (2:) (1 + g*) = 2g, donc g = +i ou g = th (w-).
2. cas réel : valeur « en 0 vériifie (1 - a2) =20, iea=00u2=1—a?<2 abs.
On pose g := atn f. On se place dans un voisinage de 0 o [2g| < F (alors |f| = [tang| < 1) alors
2f 2tang

g(2:) =atn f (2) = atn T = atn T tan’g = atntan (29) = 2g,

Ainsi, g linéaire (cf ci-desssus) sur ce voisinsage et f ets de la forme voulue au voisinage de 0.
Soit s le sup des 0 < = < § tq f = tan sur [0,z]. Si s < 7, alors on prend un réel a > s plus petit

2/(%)
1-£(g)"

Mq ensuite par réc sur f = tan sur |0,n% [ \Z% (on vient de faire n = 1) (puis idem dans les négatifs).

que 2s et que & :alors 0 < § < s, donc f (a) = = tan (a), absurde.

Supposons ok pour uu N > 1. Alors Vz € ]N%, (N+1) g[, x n’est pas dans ZF (sinon % entier,

w\:\‘

absurde) et on a 0 < £ < MHLZ < NI donc par récurrence f (z) = tanz, cqfd.

3.4 sinus par formule duplication 4+ Odérivabilité

LEM Soient 7 suite— 0 NON NULLE APCR et A € C* tq |\ < 1 et i = X+ O(ry). Alors
3C >0, |ra] ~ C|N™.
DEM Soit A > 0 tq |A\| < A < 1, soit € > 0, soit N tqn > N =

Tn41
ATy

< 1+¢ (ok car r — 0),

imposer e:‘ %|—1

soit n > N : alors || < |2 (1+e) 1, donc (multiplier) Vp, | 52| < 1, dou 7, = O (A™)
et > r, acv.
On veut alors (|5%|) cv dans RY, ged (In|$x|) cv, ged 3 [In |55 | — In |5 |]ev, or TG vaut In |32 | =

In|1+0 ()| =0(r,) (1q:VeeC, [14+¢ =1/1+2Rec+|c :1+O(c))

EXO (sh par duplication et dérivabilité en 0) trouver les f dérivables en 0 sur un P1/2 tq
F@)?=@n*(1+ )

DEM (o == f(0)) Alors f(2) = 20f\/1+ f? ot o est une fn signe. Excluons solution ot g := f?

constante 0 ou —

On peut résoudre 2g = /1+g(2-) — 1 (pas —,/ car @ = 0). Soit @ > 0 tq g(a) # 0,

JMC»« ”.

alors a, = g (%) vérifie a4 = 7VH'M_1 = % 4 0(a2), dott (LEM) |a,| ~ &. Si f/(0) = 0, alors
an = f (2%)2 0 (2n)2 =0 (4%)7 abs. Alors 1nJecter DL1 donne o = ?i%ﬁ&ﬁ(l) ~ 1, donc o = 1 autour
de 0

f? + 1 reste proche de 1 autour de 0. Posons e := /1 + f2 + cf (avec €2 = 1) ou \/ est la racine carré
principale (qui est dér en 1 : & la main comme dans R). Alorsvérifions que e est une exponentielle (e # 0
sinon 1+ f2 = f2) : d’une part e dér en 0 (car / Vest en 1), d’autre part

L+4f2(L+ f2) +e20f/1+ f2 =1/ (L +2f2) +e2f /1 + 2
= 2f2 4142 f/1+ f2=¢€

Alors f = “5°= = e sh (w-), d’ou en réinjectant

2e2* sh (w-) ch (w-) = f(2) = 2f/1 + f2 = 2¢* sh (w-) \/1 + ez (ch2 (w) —1).

Eleer au carré impose A = 0. Finalement, f est un sh (w-) autour de 0 (et cela se propage)

f 1 /THg(2) 4 1—/14+45(2-
2 3 — Q()doudzzg—g(())zg-&-%:i()

cas o = —3 On obtient ¢ = 1 et api1 =
1=v1tdan \/T‘mn = —% 4 O(ay) et |an| ~ &. Si f/(0) = 0, alors a, = f(Q%)2 = 0(2%)2 = 0(4), abs. Or



(1+2f2) 211,

dériver éq originelle done 2 2f’( Sf(2) = 4(2ff’(1—|—f2)—|—f22ff) d’ou f’( I f(2)
2

1
d’ou 1= (1+2a )Zeta
Conclusion : les solutions sont les sh( ) (dont 0) et V39 o1 ofn signe cst autour de 0
en duplquuant un graphe (cf DM cos), on obtient une sol a I’éqau fonc tjs continue en 0 (mais pas

RQ :
forcément der car on n’est pas parti forcément d’un sh)
(sin par duplication et dérivabilité en 0) trouver les f dérivables en 0 sur un PY/2 tq
2 2
F@) =@ -1

EXO
1—-g(2) (pas —,/ car a« = 0). Soita> 0tq g(a) # 0,

% + O (a2), dou (LEM) |a,| ~ <& et 'on conclut comme
- = S w
0 )

f(2)) =20fy/1— f2, excluons solution ot g := f? constante 0 ou 3
) ’ ‘ou - 2%
Comme ci-dessus, on a f'(0) # 0

DEM )=
On peut résoudre 1 — 2g
alors a, := g(Z%) vérifie apq, = Yi—n V;% = o
ci-dessus f’ (0) # 0 puis o ~ 1. Alors idem avec e := /1 — f2+icf ,don f = "= 2 = M sin (w-) puis A =0
alorsg—H”lg d’ou § = V1+4 VD=L ot fa,| ~ &

§
(1—f2)2ff, donl=(1-2a2)2 et a?
Conclusion : les solutions sont les sin (w-) (dont 0) et V37 o1 ofn signe cst autour de 0

2 _

cas «

dron f7(2) f(2)
Méme rq pour pleinns de solutions continues non dériavalbes

cos et ch par formule duplication + DL, en 0

3.5 DM:
EXO (cos et ch par duplication et DL, en 0) trouver les f réelles admettant un DLy (0) sur un PY/? tq
F@) =221,
Que se passe-t-il si on supose juste DLy (0) ? juste continue en 07
et les constantes 1 ou —%)

1

1 ( )—00u(exclu)1—2f()

DEM
Idée : A ¢
préciser la position de f par rapport a 1, d’ou le DL2

)

Analayse >
, 0) = 2f (0)° - oh
bornée. On a de plus f , d’ou
P { 1'(0) = 22f(0) £ (0)
en 0, de la continuité en 0 on tire fz() autour de 0, d’ou f (5) +
f > —1 majorée sur [A,2A4]
f(3)=¢y H sur ]0,2A4]
f(0) = 1£3 (1 ou — 1)
f(0)=0
)=1- 3H+6 _
2 P

2

Bilan : il y aun A > 0 et un signe ¢ € {1} tels que
L ced (def 6 == f+3) 0 (;

Suite analyse
Cas f(0) = —3 Autour de Oona f ()
1—(143+0( 2
( J o(d) _ _ +O((5 )
Supposons f non constante et soit a > 0 tq & (a) # 0 : alors & (& ) # 0 et (rec) a, == 6 (&) # 0 APCR,
1
d’ou sens a “ntHL = 66((23 )) = —1+0(ay) et (LEM) 3C > 0, |a,| ~ £&. D’autre part, puisque f’(0) = 0, on
" 7w
ad(t)=o(t), doud (%) =o0(s%), ced a, = 0(5) : absurde. Donc f = —1. (on a juste utilisé dér en 0, pas
le DL2)
=1 Autourde()onaf() + Qed(defé—f—l)é(i): 1+ é—l—O((SQ)
9

Cas f (0)

On connait cos et ch (
se ramne & équa fonctionnelle sur exp (i-)
Puisque 2f% > 0, on a f > —1. Puisque f bornée autour de 0 (car continue en 0), f est loc
f(0)=1ou — 3
0

f+iv/1—f2etexp = f++/f%2—11lfaut pour cela
Enfin, selon la valeur

avec le méme signe + autour de 0.

1—v1420
—— =



)=0 Supp f non constante et soit @ > 0 tq d (a) # 0 : alors a,, := 9 (2%) # 0 APCR, d’ou
sens & % =1+0(a,) et (LEM) 3C > 0 |ap| ~ &.Ord(t) = o (t?), d'otta, =0 (&%) =0 ((21)2) =o(&),
absurde. Donc f = 1.

CCas f”(0) >0 alors f > 1 autour de 0 ou l'on def e := f + 1/ f2 — 1 (on attend ch+sh = exp, mq e
dér en 0" et morphisme double carré). D’une part

1= (1+2+0 () —1=22x2(1+0(1)), dot /2= 1 Z°VaX|t| + o (1),

ce qui mq e admet DL1 en 0T, ced e der en 0F. D’aute part :

@) = FEI VIR 122 —1+J@P -1 —1= 4 VA —if + -1
P2V VET = (f+ V1) =¢

Donc e = ¢ (cas e = 0 donne f2 = f2—1 absurde) d’ott f2—1 = (e — f)* = e2—2ef+f2, ¢ed f = 622? = ch (w-),
ce qui se propage loin de 0. (Pour d’autres direction, eg 0™, le DL2 donne le méme 4w racine de f” (0) > 0 (en

paritculier w réel))
CCas f"(0) <0 Idem avec e := f+i4y/1 — f2 avec cette fois 0 < f” (0) = w? d’ottw € iR et f = cos (w-).

f:=F sur [A,24]
Synthése : soit A > 0, soit € € {£1}, soit F' > —1 majorée sur [A, 2A[ puis def { f (5) = g4 /% sur ]0,2A4]

7(0) = (Lou )
6:=f—f(0)
et  tn =4k an =06 (tn) .

Mn = max[tmtn_l] 0

LEM* Soit f : Voisqans v, (0) — C, soit a, Y 0 tq a, = O(ant1) (eg an = 2%), soit v € R.
Mq f(t) = o (t7) ssi max,,a,_,1|f| = 0(a)).

DEM Soit € > 0.

=> Soit 6 >0tq0<t<d=|f(t)] <et?,soit N tqan < J, soit n > N : alors

max[g, q,_, |f| atteint en un certain ¢t € [a,,a,-1] C ]0,an] C ]0,0[, dott maxy,, 4, . [f] = [f({#)] <
t<an_1 an=0(an41)

et < eal Ceal.
<= Soit N tq n > N = max,,q, ,]|f| < €a}, soit 0 < § < ay, soit 0 < ¢t < 4§, soit n > N tq

an <t <ap_y:alors f(t) <maxjg,q, . |f| <ea) <et?.

Alors § (5) = 1=vi$20 V21+25 et reprendre le| Cas f (0) = —% mq f non dér en 0 (sauf si f cste).
Alors 6 (5) = /142 — 1. Mq f dér en 0 mais f n’admet pas (sauf si f cste) de DL5 (0)

de terme quardratique nul.
Puisque ¢ (t) := y/1+ £ — 1 croit et 6 (3) =04, on a M1 = ¢ (M,), d’ott (réc) ou bien M,, # 0APCR

ou bien M, = 0APCR, donc |M,| = O (4) dans tous les cas (trivial si M, nul APCR, sinon LEM avec

¢ () =%+ +0(t)), de méme pour m,, := miny, , 16, d'ou

} — max |3 e} = max {O SL) O} _ 04(n1)

min ¢
[tn 7tn— 1

max |§| = max{
[tnvtn—l

max (5',

ns n—l]

maX[

5 o
donc Vv < 2, %A]H =0 (1) 4+ =0(1), ed (LEM*) § (t) = 0o (t”) : mieux que dérivable!
Si f non constante, repdnre le CCas f” (0) = 0 ci-dessus pour nier § (¢) = o (t?)

fi:=F sur [A,24]
Résumé synthése : on donne f (5) P % sur ]0,2A[ . Alors

F(0):= 4= (Lou —3)

f continue en 0

. . et dans ce cas
ssi ' majorée

ou bien f = —%
ou bien f non dérivable en 0
ou bien f =1
f dérivable en 0 . Ou bien f n’admet pas de DLy (0)
avec f'(0) =0 “ ou bien f admet un DL, (0) detq #0
et alors f est un cos(w-) ou un ch (w-)

ou bien € = —1 : alors

ou bien € =1 : alors

10



Conclusion :

* les solutions admettant un DLy (0) sont les cosinus ch (¢-) pour un ¢ € RU R (dont 1 qd ¢ = 0).et la
constante —%

* les solutions dérivables en 0 mais sans DLs (0) permettant de trancher position relative courbe/tangente
R . . €= - e=1
s’obtiennent en imposant F—_ % ou F pas ch °

e=-—1

F non cste

EG superposition des deux ch (eg a l'aide d’une parittionde R en deux parties stables par double.moitié,
eg [ = xq €08 +Xcq ch). Mieux, on partionne Q selon la valuation 3-adique (inchange par double/moitité), d’on

unefamilel dénombrablbe de ch, 1, cos (le — %pose pb de continuité¢) Le DL 2 impose un seul élément de la famille.

* les sol continues en 0 non dérivables en 0 s’obtiennent en imposant

Géné : méme EXO en supposant f compleze
Cas f(0) = —3 | ¢f cas réel

Cas f(0) = 1[Posons eq := f £ +/f2 — 1 (avec racine principale). Alors d’une part

6(2.):f(2.)+\/f(2~)72—1=2f2—1+ Af2(f2 =1
= PH/PE-D VT S ok VRPN L V(P -T)

or comme f ~ 1 on a déja \/f2 = f et ce qu'on veut découle de Arge(c+ 1) = Arge+ Arg (c+ 1) pour ¢ assez
proche de 0 (les trois compelxes restent alors dans le méme demiplan Im ;O) D’autre part, e est dérivable! en

0% (utilsieer le DLy et v/tc = v/ty/c pour t > 0) :

)= (1+ M +0(t2)* = 142X + 0 ()
dott /12— 1() = V202 + 0 (£2) '2° t/2X F 0 (1) ~ V2Xt

Alors e est ou bien nulle (alors f = F1/f2 — 1 d’out au carré f2 = f2 — 1 impossible) ou bien e4 = e +),
On en déduit f = “5°= = e ch (w-). Réinjecter donne e* (2¢h” (w-) — 1) = 2¢** ch? (w-) — 1 et A = 0. On
propage ensuite a tout P1/2,

Quetsion ouverte : qd f compleze, peut-on montrer dans le la négligabilité maxy,, ;.1 |0] =

o (2%) 77?7 traduire la croisance de

3.6 (COS) et (:’E) par formules duplication/carré croisées + (Odérivabilité

sin

EXO (cosch et sinsh par les formules des carrés) trouver les f,g dérivable en 0 tq

2 (a) = 1HCo) 2\ _ F2a)i1

2 1-f2a) O ¢ f(2d)-1
g% (a) = —3 g°(a) = T

DEM : f(2-) = 2f% — 1, donc ou bien f(0) = f% (alors f = f%et g = :t@, signe indéterminé, le méme
pour avoir der en 0), ou bien f(0) =1 et g (0) =0, d’ou %(Zt) =g ()= (Mt+o0(t) = t2+o (t?), donc f
DLs et f = cos(w-) et g = £sin (w-) (signe indéterminé) (w = 0 possible).

2e variante : remplacer g par ig.

EXO (cos et sin par les formules de duplication) trouver les f,g der en 0 tq
f(20) = f(a)* — g (a)® anten f (20) =2f(a)* =1 anteg f (20) =1—2g(a)’
920 =2f(@ga) P Gea) =i (@@ T VM G (20) = 27 (a) g (a)

ldans le cas —1/2, la fonction 1/f2 — 1 = 1/—% + o(t) n’est pas forcment continue en 0!

11



DEM : (rq : si g sol®, alors —g aussi)

on rq f 4 ig transforment doubles en carrés (rq : s ( ) sol alors e (g ) aussi)

si 'une est nulle : alors ’équation devient f (2a) = 2f (a)z, donc2f transofmre doubles en carrés, donc est

ou bien nulle (cas f = 0 = g) ou bien une expontielle complexe et (g ) = % ( ilz), qui sont sol.
si les deux sont exp : mettons f,g = et (A=) Pop f = w = e cos (w-) et de méme

g = e sin (w-) (le cas w = 0 donne sol cstes 1,0). (RQ : si plus f, g bornés alors A € iR)
IDEM pour f (2a) = f (a)* + g (a)

RQ eq homogene en g, donc il va y avoir un paramétre A := g’ (0).

Si f=—3, alors g(2:) =—g doug=g(5)— g(0)=0.OPDI f # —1. Alors f(0) =1 (d’oit g (0) = 0)
et
a a . i n g )
s@=2f(3)9(5) =29 (5) I/ (3) 5020 1
silon mq I := a — [[, o, f (2%) cv, ce qui est le cas pour a ~ 0 car alors In f (2%) fait sens SI CAS

REEL??7?et =In(1+ 07(4%)) =0 (4) cven Y. (RQ: mémesi f = —1 on a encore g = AIdII avec A = 0
et = (-3)"=0)

Synthése : soit A € R et soit f tq f (2a) = 2f (a)” —1 Alors II cv (cf. avant) et vérifie IT (2a) = f (a) II (a).
Def g (a) := MI(a)a quii vérifie g(0) = 0 et g(2a) = 2f (a)g(a). Mq g der en 0 (avec ¢’ (0) = A) Le TV
vaut M = MI(a) :si A =0 alors g =0 et le TV est nul, donc — A; sinon mq II 1

Soit « E [A,2A[ ou f max (imposer A assez petit pour que o # 0) et def a, := f (2%) =  max f (par

o [A24]
croisance de /14 SI CAS REEL???) (chacun # 0) de sorte que II (o) = 7;3(‘2" — 1 (idem S min
avec f (B8) > 0). Soit € > 0, soit N tqn > N = EE;”;:H < e, s0it t < g, soit n > N tq gy <t < 5

alors (Vi > 0) grir < o < 5o A0 f (Bhy) < f(F) < fonsi) et I(B,) < II(t) < II () ou chaque
membre — 1, CQFD
RQ: A=0ssig=0.
C :si f DLo, alors f = ch(w-) (ou —% et g = 0), donc g (5) vérfie fausse éqution du sinus (ou g = Id
siw=0), d’ot g =sh (w-) (SC: calculer II dans ces cas)
Cas complexe??7?

(cas ou images REELLES) f <1 (car 1 moins un carré). évaluer en 0 livre (558%) = (})
(dout f(0) = 0) ou bien f(0) = 2 = g(0) (et f/(0) = 0 = ¢’ (0)). PUisque f(0) > 0, la continuité en 0
donne |f| <1 autour de 0

N9 2
def (£) == (35), alors { F((;Q(%)_j Fg et |F| <2.

CAS (f(o)) ( ). Mq 6 := F? — 4+ G? = 0 (on sera alors ramené & f (2a) = f (a)® — g (a)® (vairante 1),
d’on (ch) = (COS(“’ ))- Ona é(0)=0et

sin(w-)

ol = [F(§)o()|<ele(@)] < <rlo(2)
= a w — |G (0)]a d’ou G (a)® < Ca?
5(2) = F(2)P?—44+G(2)=(2-6)" -4+ G
= 4-4G*+ G -4+ PG =G* (-4+ G* + F?) = -G?,
don @)l < & (5)]5(5)| < (3) c(3) e () ()

IN

[Ca|"

5 (;in)‘ = o) ow) "% 0, CQFD.

si |a\<% car § continue en 0

CAS F(0) =1=G(0) (si DSE, on peut mq F' =1 = G)
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ap—1 = 2 — b%
bp—1 = apb,

F(

777 Alors F' (0) = 0 = G (0). Def (") := (G(

)

EE

g) chacune > 0 APCR (par coninutié¢ en 0), d’ott {

= — j— _ br—2
bn =V2—an1=4/2— 5= an—1 An

. Def (g:) : (bn7 ) — (8) et (Bn) = 2"(2‘:), alors

ced

2—an_2
2—an—1

ap = 1- Ay —2 1= \/1 + Op—1 — Qp-—2 1~ }an—l — Qp_2 ~ Qp—1 — an—Q’
1— a1 1—oap_1 2 1—aap-1 2

1

bn_1
a/’ﬂ = 71)" =

ced A, ~ A1 — 24, 5. De plus, 0dérvi donne ¢2== — 0, ¢ced A,, — 0 (idem pour S,,).
2'”,
G 1

o (0) = 0 (1) ,on retrouve eq fonc de départ.

Ona F? = 3:?53; et G = Hn21 F (2—") <=, puisque ?,,

777

EXO (ch et sh par les formules de duplication) : fonction de R dansR. dér en 0 tq

f2a)=f (a)2 +yg (a)2 Variantes 2 Variantes 3 déja
g (2a) =2g(a) f (a) (idem que avant) couverte ci-dessu???

DEM : on rq f + g transforme doubles en carrés, donc est ou bien nulle (f = g = 0) ou bien une expontielle

eOFw) 4 ((A—w)-
2

complexe e %) de méme f — g = P9 d'on f = = e ch (w-) et méme g = e*sh (w-).(cas

w = 0 donne sol cstes 1,0)
RQ : dans le cas DSE, def au vois de 0 dans R mq de au vois de 0 dans C, ce qui donne sens a f (i-)

4 Equa diff

4.1 Sinus par duplication & dérivée

EXO trouver les f dérivables tq
f@2)y=2ff

RQ : si f sol alors @ solution
sin & sh 0 Id e?

admettons analytique en 0 (DEM??? CEG ???) def a,, :== £ (0). Dériver N fois donne

N
2V lay = Z (p)%aq+1

p+q=N

At

OPI ap = % Mq alors a,, = % (rec), d’out f = FP (et plus génlt f (1) = $x)
N « 1 donne a; =0+ a? d’ott a; € {0,1}.

mq as, = 0 (rec, utiliser N < 2n)
a; =0 alors ay poly en a;<y sans terme cst donc (rec) nul et f = 0.
ap =1 def A, := agn41 et mq Vn >0, A, = A} (rec).

A; =0 : alors f = 1Id, qui est solutino

A1 #0: OPI A; =1 d’on f =sh (et plus génlt f(¢) = Sh}\’\t, dont sin)

Fait : les solutions de f (2-) = 2f f' qui admettent un DSFE (0) sont 0, Id, exp (5), sh et leurs conjugués par
les homothéties (par exemple <P et sin = %)
Question ouverte : y a-t-il d’autres solutions dérivables? Moins précisément : la dérivabilité au voisinage

de 0 implique-t-elle I’holomorphie en 07
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4.2 Cosinus par duplication & dérivée

EXO trouver les f dérivables tq

f2)=1-27"
def —F := f’ : alors F'(2:) = 2FF’ et ¢f avant :
F=0= fest 1
F:%zf:C—%réijecterdonnele—f—l%}gl” (A < i donne f = cos)
F= Ic}fz f=C—- %Artéinjecter donne C'=1dou f=1-— % N
F = Sy = f = C — Szréinjecter donne C =1 dou f =1~ 555

EXO trouver les f dérivables tq
f(2)=1+2f"
idée 1 : reprendre 1 —2f2 —> f =1 1—|—Ch§%1 1+% 1+ &5

idée 2 : Si Dom f stable par itour, def g := f(i-) pour se ramner a avant. (RQ : dans le cas DSE, def au
vois de 0 dans R mq de au vois de 0 dans C, ce qui donne sens a f (i-))

EXO trouver les f dérivables tq
£(2)= 2 g
(idée 1 idée 2 IDEM —> OPS f (2:) = f2 — f"?

t
0 1 % et Sine%(don‘c cos; cf plus loin pour autre forme générale%) (141¢)eTt
admettons analytique en 0.def a,, := f(™) (0). Dériver n + 1 fois donne
n <« —1 ag=a3 — a3
n <« 0 a1 = (ap — az) aq
n+—1 2a2+a%+a1a3:aoa2+a%
n <« 2 (4 — ag + 3az) az + a1as = 3ajas
et Vn > 2

n—2
n
[2” + (n + ].) ag — G,()] Upit1 = A10p + nagp—1 + E (p) (ap — ap+1) CLnJrl,p
p=1

an>2 = ¢ (@i<n), ap = a3 — a3 avec ag # 0 Réciproque : soient a, § # 0 tq 57 = a (a — 1) et soit

2
)\Etha:ﬁ. Alorsoz—lzll\rzAz d’oﬂBQZ(ﬁ) etﬁ:iﬁ;or%estSOLetvériﬁeaoza

et ap = 1;32 = . (heurisque : calculer de proche en proche avec (Z?) = (\%) semble donner a,, = \/5”_2 d’ou

idée e, a rectifier en Cet)
alors ag € {0,1}
ap =0 alors ag € {0, -2}
si ax = 0, alors an4+1 poly en les a;<, sans terme cst donc a =0 et f = 0.

S as = —2, remplacer n < 2 donne ag = 0 puis remplacer n < 3 livre absurde
ag =1 alors ag € {0, —1}
siag = 0, alors (2" — 1) 41 poly en les aj <<, sans terme cst donc a = 0 et f = 1. OPdcS ay = —1.

Alors

n—2
n
Vn >3, 2" —n —2lan41 = —na,-1 + Z <p> (ap — apt1) Anp1—p
p=1

ou indices a droite € [1,n] donc f déterminée par 7 := as.
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Heursique : calculer de proche en proche quand v = 1 donne (1, 0,—1,1,0,—1, O) d’ou (apres bp travail)

_t ao
%WQ cos (@ - %), de la forme Ce* cos (wt — ). Fait : application e (Acoswt — Bsinwt) vérifie a1 =
as
1 A=1
0 ssi A= Bw , donc est solution
-1 (B2+1)w? =1

t— e (coswt — Bsinwt) deés que (B®+1)w? = 1.

(cos (4

t sin @ cos(t cos 0—0) )
tan 0

(par exemple (g) = —

) donne ¢

2
Synthése : soit C' € C, soit (g) une racine carée de ( o2 ) (alors wB est une racine de C? que 1'on
1-C?
peut imposer valoir C') : on alors (32 + 1) w? =1, donc la solution associée est la solution telle que a3 = —2C
(détailler calcul f” (0) = —2Bw). PB si C = £1 (¢ed v = £2), couvert par (1+ ot)e 7" ot 0 = +1 (intuité
car sur petites valeurs on observe a, 11 = (—1)" n ou —n) qui est bien sokution tq a3 = 4-2.

4.3 Tangente par duplication & dérivée

EXO trouver les f dérivables tq

2—f)f@2)=2f
RQ : si f SOLalors w aussi pour chaque A € C*.
cstes % Id (qd A — 0)

admettons analytique en 0.def a,, := f( (0). Dériver n fois donne

n«—0 2a0 = ap (2 —a1)
n«—1 2a1 = 2a1 (2 — a1) — apas
n<+— 2 2a2 :4a2 (2—&1) —4a1a2 — apas
et Vn > 2
n
agni+1 +an[2 —2" (2 —a1) + 2nay] = — Z 2p< ) GpQg+1
pra=n P) ~—~—
#0 si n#3, donc f det par as 2<p<n indices
1<q<n—2 dans [1,n[

alors a1 = 0 = ay et (rec) a,, = 0 d’on f cst.

a1 =0 idem f =0

a1 #0 a; =1 az = 0. Alors Coef,, # 0 si n # 3, donc f det par as.

Si az = 0, alors (rec) a, = 0 et f = Id. OPdcS az # 0. Alors g := 8L est SOL et vérifie ¢ (0) =
A tan” (0) = 2)?, donc vaut f en imposant 2X* = as.

4.4 sin et cos par formules d’addition avec dérivée

EXO (sin par formule d’addition & dérivée) dér tq
fla+b)=f(a)f (0)+f (a) f(b)?

. A
RQ : si f SOL alors @ SOL

0 % Id w (si de plus réelle bornée alors Sinf\’\t))

RQ : a =b donne f(2-) =2ff" que 'on a résolu : mémes solutions :-)

DEM les constantes solution sont 0. Sinon, on prend un f (b) # 0 pour exprimer f’ (a) a Paide des autres
> f C*.
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Conditino intiales Faire b = 0 donne f = f’ (0) f+f (0) f'. Si f (0) # 0, alors f = Ce* avec 1 = 2C\ (pas
borné). Sinon, f = f'(0) f donne ou bien f = 0 (exclu) ou bien f’(0) = 1. Donc OPS (f, f') (0) = (0,1).

équa diff Dériver en a donne f' (a+b) = f'(a) f' (b) + f” (a) f (b), deméme en dérvant b , d’ou égalité
f"(a) f(b) = f(a) f”(b) : dott ou bien f” =0 (d’ou f affine = aId+b et les CI donnea = 1 et b = 0 : cela
devient Id qui n’est pas borné)) ou bien f” =?f, donc f est un Ae* + Be ™ et les CI donnent B = —A
etAzﬁd’oﬁf:w.

EXO (cos par formule d’addition & dérivée) dér bornée tq

fla+b)=f(a)f®)—f (a)f (b)?

0 1 PEY A 2\2%
1-A2 1-A2

RQ : a = b donne f (2-) = f2 — f'? que I'on a résolu : mémes solutions :-)

(1+t)eTt (si de plus réelle borneé alors cos (A « i))

DEM les constantes solution sont 0 et 1. Sinon, on prend un f’ (b) # 0 pour exprimer f’ (a) a 'aide des
autres —> f C*.

Conditino intiales ~ Faire b = 0 donne f = f (0) f—f'(0) f'. Si ' (0) # 0, alors f = Ce* avec C (1 — \?) =
1 (pas borné). Sinon, f = f(0) f donne f =0 (exclu) ou f (0) = 1. Dériver en a puis b donne f” (a+b) =
(@) " () — " (a) f” (b), donc (b =0) f" = —f"(0) f”, dou f” = 0 (d’ont f polynome non cst, imposible a
cause des degrés) ou f” (0) = —1. Donc OPS (f, 1/, f) (0) = (1,0, —1).

équa diff PAr ailleurs, on a

fla) £ () = f'(a) £ (b)
d’ou en divisant par un f’ (b) # 0 'éq

der b

Fa+0) “Ef (a) £ () — [ (a) f (),

N_[f+f"

7 ](b>f’+f=0-

17 + + T
Sl y un b tq [f';f ] (b) # £2, alors poly car scindé simple et f = Ae* + Bex = %
Si f+ f"=2falors f=¢c'(A+ Bt) = (1 —t)et. De meme, si f+ f’ = —2f', alors = e” ' (A+ Bt) =

(1+t)e?
une équation du type f” = Af — f . Ainsi, en posant f = e"'g ou r a ajuster, on trouve

0 = f"=M'+f=€¢"((¢9"+2rg +7°9) =g’ +79) +9)
= (9" +@2r=Ng+ (P =X+1)g)
Prendre r = % donne ¢"” =?7g, donc g est ou bien un Ae* + Be* ( alors bornée en co =>r < —max {\, u}, et
bornée en —oo implique r > —min {\, u}, impossible) ou bien un cos mais alors bornée implique r = 0, d’ou

f = Ccos(w-+p). Mais les condition intniiaes impliques (0 = 0) 0 = C'sinw d’ott w = Omod2m, (f0 = 0)
C=1etw?=1,dou f=cos.

version hyperboliques ? ? ? remplacer f « f (i-)

4.5 pur équa diff

EXO : f 2der tq f"+cf =0 (ouceC)

cos sin?77?

c =0 <=> f affine. Sinon poly car X2+ c scindé simple (c =: p?) et f = Ae +Be *' = A’ chpt+ B’ sh pt =
Cch(pt+ 7).

EXO der croisées : (f,g) der tq (5:) = (j;g)

e := f +ig vérifie ¢/ = ie, ot e =0 ou e = ™

EXO trowver les [ deux fois dérivable (autrse solutions si juste dérivable ?) tq

2+ f% = cste.
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DEM On se place sur Vouvert §2 := {f’ # 0}, mettons sur un intervalle maximal ]a, b[. Alors dériver et
simplifier donne f” + f =0, d’ou f = Ccos (- — ¢). Par continuité de f/, on a 0 = f' (a) = —C'sin (a — ), d’ou
a = b modulo 7.

Suppsons inf fini. Alors le fermé f/ = 0 n’est pas dense dans Ja — ¢, a[ (sinon f’, quii y est nulle, se prolinge
par continuité, donc f cste & gauche de a, pb avec D?), donc il y a un intervalle infini dans Ja —¢,a[ N Q,
impossible pour € < 7.

Ainsi Q=Ret f=Ccos(-— ).

Si juste D, on prend sur un intervalle un C cos (- — ¢) entre deux valeurs extrémes +1 , on en prend d’autres,
puis on relie les valeurs etrmés par des dorites horizontales f = £1 (la liaison est C! mais pas D?).

EXOtrouver les f dérivable tq f' = f2+1
DEM Posons g := atnof. Alors g der et ¢’ = # =1, donc g =Id+Cst et f =tang = tan (- + C).

EXO trouver les f dérivable tq %/ = f34+fet (f, f)(0)=(0,1)

DEM L[ = 31+ ff

Lr-)=f+ g

F2 = fAof2 1 = (f2+1)2

Soit I intervalle maximal. Par CL, I est ouvert. Alosrs% = 41 or cotinue, vaut 1 en 0, donc = 1. Ainsi
f'=1+ f?, dou (cf avant) f =tan (- — C). et CI impose C = 0.

EXO trouver les f dérivable tq %” =f3—fet(f f)(0)=(0,1)
DEM cf ci-dessus :f? = (f2 — 1)2. Soit I intervalle maximal ou |f| < 1. Par CL, I est ouvert,
et 'uc de f montre que I = R (f’ bnée donc f lip donc f uc donc f prlog par continuité aux bornes).

Alosrs% =+1=1,dou[athf]' =1et g =1d+C, dout f =th(- — C); puis CI impose C = 0.

17



