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Les pluriels de maximum, minimum et extremum sont respectivement maxima, minima et extrema (pas de
s). Il semble toutefois que certains dictionnaires modernes tolérent les pluriels en s.
Dans ordre, on appelle segment initial toute partie de la forme

Is¢:={0€0;o0<a} segment initial large
I<*={0e€e0;o0<a} segment initial strict

1 Amuse gueule

Dénombrer les relations binaires sur un ensemble a n éléments qui sont symétriques.
Compter de méme les relations d’ordre total.

Solution proposée.

Représentons une relation binaire par son graphe, 4. e. un tableau n x n avec un croix dans la cas (a, b) ssi
aRb. Une relation symétrique est un tableau qui est entierement déterminé par sa partie triangulaire supérieure
au sens large (i. e. incluant la diagonale), laquelle contient "2; n
(est-ce qu’on la coche ou pas?), on a en tout 2@ choix. Plus formellement, on pourra dire que I’ensemble des
relations symétrique sur {1,...,n} est en bijection avec 'ensemble des parties de {(a,b) e N*; 1 <a<b<n}
(envoyer le graphe de la relation sur lui-méme).

Concernant les relations d’ordre total, il revient & compter les relations d’ordre strict. Pour cela, en ordonnant
les ¢léments ay, ..., a, de notre ensemble selon aq (1) < -+ < ag(p), ON se ramene & compter les permutations de
{ai,...,an}. Le nombre recherché est donc n!.

cases. Comme 'on a 2 choix pour chaque case

2 Prolonger un ordre partiel

Mgq que tour ordre (partiel) fini se prolnge en un ordre total.

Solution proposée.
Regadons le cas fini : on dessine les poset et on rajoute des fleches : Si a et b pas comparables, on prolonge
en iuposant a~ < b (pas dél’ément en commun, sinon a < b)

Remarque. Pour généraliser & un nombre "qcq" d’étapes, on zornifie 'ensemble des ordres sur O pro-
logeant celui donné ordonné par "prolonge". Si C' es une chaine, 'union est clairement un ordre. Donc il y a
élément maimal. Si pas total, on applique ce qui précéde.

3 Probléme d’extréma

1. On se place sur le quart de disque D := {(a7 b) € Ri a2+ < 1} muni de ’ordre produit. Déter-
miner (sous réserve d’existence) ses maximum, supremum et éléments mazimauz.

2. Montrer par un contre-exemple que 'unicité d’un élément maximal ne garantit en rien qu’il s’agisse
d’un mazximum.

Solution proposée.

1. Il faut évidemment faire un dessin et observer que les points plus grands qu’un point A donné sont
ceux qui se trouve dans le quart de plan infini dont 'unique coin (bas gauche) est A. On voit ainsi ou se
trouvent les majorants (a,b) de D : ils doivent tous majorer les points (1,0) et (0,1) de D, donc doivent
vérifier a,b > 1. Comme (1,1) majore clairement D, on a l'existence d’un supremum

supD = (1,1).

Evidemment, pas de plus grand élément, sinon sup D serait dans D. Concernant les éléments maximaux,
on voit aisément qu’ils forment le quart de cercle {(a, b) € Ri ca?+ b= 1}.
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Le cours nous dit qu’il faut chercher dans les ordres partiels, par exemple les ordres produits. Dans
le plan R? ordonné comme tel, la partie R U {i} n’a pas de plus grand élément, mais i est maximal et est
le seul, tout réel (x,0) étant majoré par (z + 1,0).

Théoréme du point fixe de Knaster-Tarski

Soit O ordre achevé (ced ou toute partie admet un infimum (et un sup))

1.

Soit f € O° croisante. Mq f a un plus petit/grand point fize (décrire pour [0,1] le plus petit tel point
fize).

2. Soit f € O° croisante. Montrer toute partie de Fizf a un inf et un sup.

3. Soit F C O9 formé d’application croissantes qui commutent. Mq qu’elles ont un point fize en commun,

puis que toute partie de FixzF admet un inf / un sup. Nécessité de Uhyp de com ?

Solution proposée.

1.

sur [0, 1]. On voit que le plus petit point fixe est I'inf de X := {z; f(x) < z}. Essayons

Soit 4 := inf X. Pour z € X, on a 4 < z, donc (par croisssance) f (i) < f(z) <, donc f (i) < X,
d’ou f (i) < i. Toujours par croissance, f (f (i)) < f (), donc f (i) € X, donc f (i) > min X =i et i est
fixe. Sio < 1 est fixe, alors f (0) =0 < o0, donc o€ X et o> inf X =4, abs.

Soit F' C Fixf. Notons i := inf F. On se place sur I=. Alors la croissance de f mq o € F = o0 >
i = o= f(0) > f(i) = i> f(i), donc I=" est stable par f (z <i=> f(z) < f(i) <1i). mq [=*
complet (soit A C I=%. Alors A~ < A < i, donc inf A < 7). Alors f a un plus grand point fixe o : c’est
le plus grand point fixe < F (si m autre pt fixe, m < F donc m < i, donc m fixe par f sur =%, donc
m < 0),ie o =inf F dans Fizf. On en dire i = o fixe, CQFD. Idem pour sup en reversant.

Meéme démo. Si exsite, il est dans Uinter des {z; f (z) < x} pour f parcourat F. Posons ¢ I'inf de cet
ensemble X. Fixons f € F. Alors i < X, donc f (i) < f(X) < X, donc f (i) < inf X =4, d’on (croiss)
fg(i) =gf (i) < g (i) por tout f € F,ie f (i) € X, d’ou f (i) > inf X =i, CQFD.

Méme démo : soit A C FizF . Les f € F rstrintes a 154 ont un plus grand pont fixe, qui est donc
le plus grand minorant de A dans FizF', ie I'infimum de A, d’ou inf A € FixF.

Dans paire totalement ordonnée {0 < 1}, les deux applications constantes croissent (ne commlutent
pas) et n’ont pas de pt fixe commun.

RQ : dans le cas de [0,1] et de deux fonctions, on peut remplacer "croissante" par "continues" (cf FGN
analyse 1 p 217-218). Le CEG des app constantes mq ’hyp de comm est nécessaire.

Cf article orginail : A LATTICE-THEORETICAL FIXPOINT THEOREM AND ITS APPLICATIONS by
ALFRED TARSKI

CF deux exos 7&10 pour plus de détails sur les ordres achévés et leur achévemetn.
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Sur les parties stables par segment initial

Une partie A est dite <stablesia € A = I C A.

A S

Eqg ? Mq notion passe a la réunion

Décrire <A la plus petite partie <stablee contenant A.

Mg A admet un sup ssi <A en admet un.

Mq que les parties <stables sont les réunion de segments initiauz.

Donner une CNS pour que le vide (resp. l'ordre entier) soit un segment initial.

Mg, si toute partie <stable est un segment initial ou tout l’ordre, alors toute partie propre admet un sup.



7. On supppose 'ordre total et que toute partie a un sup. Mq toute partie <stable est un segment initial.

Solution proposée.

1. Eg : tout l'ordre, le vide, segments intiaux (larges ou strict). Si o < a € |JS;, alors 0 < a € S; donc
0€S; C U Sj
Une telle partie doit contenir tous les a, donc tous les 1<%, donc Ur <S¢ que I’on vient de voir <stable.
3. Il suffit de montrer que les majorants sont les mémes. A C <A, donc un maj de A est un maj de
A. Soit maintnnt m > A. Soit 0 € <A : écrivons 0 < a € A, donc 0 < a < m, d’ott 0 < m :finalement
<A <m, CQFD.
4. <= clair; pour =>, dire qu'ne partie est <satble ssi elle vaut son <stabilisé

supp () semgent initial : ce dernier doit étre strcit (car I=%jamais vide), disons () = I<%. Alors personne
n’est < a, donc a est minimal, ce qui fonctionne réciproquemnt. De méme, si O segment, il ne peut étre

.
strict (car tout 0 € O = I<?), d’ott un max, qui fonctionne.

6. on veut toute partie <stable propre admet un sup, ce qui est vrai qd toute partie <stable propre est
un I” (ce qui est le cas)

7. Soit A propre stable par segment initial. Alors A = [, 4 IS® g un sup s. Mq I<% ¢ A C I=5.
Déja, A < s d’ott A C I=*. Ensuite, soit 0 < s = min A" : 0 n’est pas un majorant, donc il y a un a € A
tqo#a,ico<a,dotoeJeql="

Remarque. Dans 6 & 7, on peut montrer (cf exo 6) que "toute partie propre a sun sup" <=> "toute
partie minorée a un inf", condition vérifiée pour les bons ordres, on le reverra pour comparer les bo (cf feuille
ordiaux).

La derniére question peut faire penser aux convexes de réels qui sont des intevalles : on peut de fait tout
reprendre avec les convexesx, cf exo 9
On peut par ailleurs affaiblir I’hypothése ordre total et montrer une équivalence (cf exo 8).

6 Interlude sur les inf et les sup

1. mgq toute partie non vide admet un inf <=> toute partie majorée adment un sup. Peut-on se passer de
la Uhypothése de majoration/non vacuié ¢ Mq on peut remplacer non vide par propre

2. mgq toute partie non vide minorée admet un inf <=> toute partic non vide majorée adment un sup.
Mq on peut remplacer non vide par propre dans l'un ou l’autre des énoncés.

3. Mq toute partie (gcq, resp non vide, resp minorée) a un inf <=> toute partie < stable (qcg, resp non
vide, resp minorée) a un inf <=> toute partie convexe (qcq, resp non vide, resp minorée) a un inf

Solution proposée.

1. => AT est non vide ssi A majorée, et alors inf AT est toujours un min
<= A~ est majorée ssi A # () (par ni’'mport quel elt de A), et alors sup A~ est toujours un max)
CEG : N, RT.
Supp toute partie propre a un inf. Soit A mjorée (ieA™ # 0) : si AT # O, on peut conclure, sinon
V(0,a) € O x A, on a 0 > a, donc A est un singleton, donc a un sup.
2. Meém démo : AT minorée si A non vide (par n’importe quel élt de A).
Supp toute partie propre minorée a un inf. Soit A non vide minorée. Si A # O, A a un inf; sinon,
A = O, or A minorée, d’ou inf A = min O.

3. On a vu que <A et Aaveient méme ensebmel de majorants. De plus, I'un est vide (resp. majoré) ssi
'autre est vide (resp majoré). Idem e remplacant <A par ConvA := Uapea la:b].
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Sur les ordres achevés

Rappel : un ordre est achevé' si toute partie a un inf.

1.

EG & CEG ? Rapport entre achevé et total ¢

2. Mq un ordre est achevé ssi toute partie admet un supremum. En déduire que achevé =>borné.

Un morphsiem d’ordre achevé est une application commutant avec sup. Mg morphise pour ordre achvé
=> morphisme pour ordre. Mq Fixf pour f endo achvé est achevé.

. Mq un ordre est achevé ssi toute partie propre admet un inf et un sup (modulo une condition pathlogique

a préciser), ou encore (inutile, jsute pour le fun) ssi il y a un entier n > 1 tel que toute partie de
complémentaire fini de cardinal > n admet un inf et un sup.

Solution proposée.

1.

Eg : tout ordre fini non vide (tout ordre achvé contient inf () donc est majoré —> ceg 0, N, R*...),
[0,1], qui e se transporte en R U {£oco} (R n’est pas achevé, méme s'il est complet au sns topologique),
PB(E). Aucun rapport avec total : N, Z, Q, R sont totaux mais pas achevé; les P (A) sont achevé mais
pas totaux.

supposons toute partie a un inf. Alors A% a toujours un inf, qui (cf cours) est alors un min. Pour
la réciproque, idem en renversant ’ordre. Les majoratns du vide sont tout le monde, donc inf () est le
min cherché :idem pour max=sup.

On aurait pu utilsier I’exo 6 précédent : () a un inf, donc O a un max, donc on peut reitrer "majorée"
dans la conséuqgnece "toute partie majorée a un sup".

Soit f morhpisme d’ordre aachvé. Mq f croit. Soit a < b. Alors f (b) = f (sup {a,b}) = sup f {a,b} =
sup{f(a), f(b)} > f(a). Si P partie de point fixe, alors f (sup P) = sup f (P) = sup P.

Si O fini non vide, I’éuivalence ets tautologique vrai<=>vrai, donc OPS O infini.

Il nous faut monter que () a un sup et un inf, ie que notre ordre admet un max et un min, ce qui est
impossible 8’1l est vide (bien qu’il vérifie alors les hyptohése). On casse O = AL B avec A et B non
vides, donc on prend prendre (a, ) = (inf A, inf B) puis ¢ := inf {a,f};onai € O =AUB:sii€ A
alors i > inf A = a > inf {, 8}, donc @« =i < S et « = min O (idem pour B par sym).

Il faut mntrer que toute partie a un sup et un inf. Si A fini non vide, clair. Si A co : on casse A = FUB
ou F' a n éléments, alors B a un inf, F un min, donc A aussi. Enfin, on casse O = AU B avec A et B
ayant au moins n éléemtns, et on peut recommencer la démo précédente.

Sur les parties stables par segment initial (suite et fin)

On définit un ordre presuqge total si un élt qcq est comparable avec tous les autres sauf peut-étre un,
presque achevé si toute partie non vide a un sup.

1.

soit ordre preque total et presque achevé. Montrer que les parties <stables non vides sont des segments
mitiaux.
On suppose a prséent que les parties nonvide <stables sont les segments initiaux.

2. Mq lUordre est presque achevé.

3. SOient a et b incomparables . Montrer qu’il n’ya pas d’élément strcitement compris entre a (oub) et

sup {a, b}.

En utilisant ce qui précéde, conclure par l’absurde.

5. Peut-on se passer des hypothéses de non-vacuité ¢

Solution proposée.

10n dirait aujourd’hui complet, avec les interactions malheureuses que ’on imagine avec la topologie.



1. On procéde comme avant : une partie propre A = J,c 4 I <¢ stable par segment initial de sup s est toujours
ACI=*. PourmqI<* C A, onprend un o < s = min A, d’ott un a € A tq 0 # a. C’est 1a qu’il faut étre
plusfin. OPS o £ a (sinon A stable par IS => o € A). Donc o est comparable & tous les a’ # a de A et on
a terminé si 0 < a’, d’ou OPS o0 > a’; de méme, a est comparable a tous les a’ # a : or, @’ > a implique
0 > a’ > a contredisant la def de a; donc a’ < a pour tout a’ # a, ie a = max A, dot o < s =supA =a
CQFD.

2. A (non vide) et <A ont méme majorants, et <A a un sup (car est un segment initial non vide).

3. Supp abs a < 0 < s := sup {a, b}.
a — 0 N\

b/

Alos IS*U ISP ets un I'®, avec & > a,b, d’ott > s > 0, donc o € I<% C IS*UI=b, d’oi 0 < b, mais alors
a < o < b sont comparables

4. Soient o pas comparables avec a et b (#). On note (g) = (suP{a’o}) et o :=sup{a, 8}

sup{b,o}
a — a
a — .
o = o ou o — a=p=0.
B — /
b — b

Puisque a, 0 incomparables, on a @ > a,0 et de mém S > b,0. Mq a et S ne sont pas comparables. Si
a > 3, alors 0 < B < a = sup {0, 7}, abs. Idem par sym. Si a = 3, IS* U I=° est un I’®, avec = > a, 0, ie
r>a=8>bdoubeI<* CIS*UI=° doncb<a,ieb<a<a=sup{b ?}abs.
Mq ensuite a et § incomparalbes: ¢ > § = a > o0,abs; > a = [ >a,0 = [ > « abs. Alors
v:=sup{a,B} >a,(8 > 0), donc v > a, or > 3, dnoc v > o, mais alors a < a < 0 <y =sup{a,?}, abs.
5. ON ve cmparer I'info "() a un sup", ie "Imin", avec "() est un I°", ie "Iminimal". Un sens est clair
(cf 5. ex0 ?), mais la réciproque ne peut pas tenir, méme avec les autre hypothése : prendre un ordre total
achevé, et lui rajotuer une "queuue de poisson" (deux minimaux m et m’) : alors toute partie P <stable
est 0 = I<™ {m} = I=™ {m/} = I=™ ou contient {m,m’} (disons P = P’ U {m,m’'}, mais alors P’ est
un segment dans l’ancien ordre, donc P est le me~me segment ); pourtant le vide n’a pas de sup car ya
pas de min.

Remarque. ON peut tenter de rajouter une hypohtése de proprété. Il est immédiat d’obtenir "si toute
partie propre a un sup, alors les parties propres <stables sont des I’", la réciroque tennat pour les ordre majorés.
CEG : 0 < a,a’ et A ={a,a’} : A propre, mais <A vaut tout et n’a pas de max (et pourtnat toute partie
<stable est un I7)

ON peut tout refaire avec les convexes, cf exo 9.

9 Coda sur les parties convexes

REprendre exo 5 "sur les parties stables par seg minitial" avec Conveze si a < o < a’ => 0 € A (stable par
segment) et [A], sans les deux derniéres quetsion.

1. Eg: 0, O, tout intervalle. Pb pour la réunion

2. Si [A] stable par semgent, A contient |J, yc 4 [a,b]. Mq stable : < o < y avec z € [a,a] et y € [b,V]
donne a < o < b'. En passant : SAN A= = Uas Isen 1=t = [A].

3. Puisque [A] C A, un maj de [A] est un maj de A, De pus, si m > A, mmajore tout segment, donc > [A].

4. Une partie convexe vaut son [|, donc est réunion de segments.

5. Le vide est toujours un intervalle ouvert ]a, a. L’ordre entier est un intervalle ssi borné (et alrs O =
[min O, max O]



On supppose l’ordre preque-total et achevé. Mq toute partie convexeest un intervalle

Soit A = [A] convexe. Soit i et s ses inf et sup. Mq ]i,s[ C A C [i, s]. A droite, clair. Soit ¢ < o < s. Alors
Jda, b, 0 £ a et 0o £ b. Par presue tottalité, OPS o > b. Alors OPS 0  a (sinon a < o < bet o € A), de sorte que o
et a sont incomrables, donc tout a’ # a est comparable avvec o : comme avant, OPS o % a’, donc o < a’. De plus,
a’ <a = o < a comparables, exlcu, donc OPS o’ < a, de sote que a = max A et b < 0 < s = sup = max = a.

On suppose toute partie convexre est un intervalle.

A et [A] ont méme majorants, donc ordre est achevé. Mq presque total.

Supp abs a < 0 < s := sup {a,b}. Alos {a, b} ets un segment *S%, avec x > a,b, d’ott x > s >0, et i < a < o,
d’ou o € {a, b}, abs

Soient o pas comparables avec a et b (#). On note (g) = (ig?gsi) et o := sup{a,3}. Puisque a,o0
incomparables, on a o > a,0 et de mém B > b,0. Mq « et 3 ne sont pas comparables. Si a > (3, alors
0 < f < a=sup{o,?}, abs. Idem par sym. Si & = 8, on peut supposer par symétriue (vu ce qui vient) que
inf {a, 0} = inf {b,0}. Alors {a,0} convexe, donc intervalle ‘I°, avec s > a,0, dnc s > a = 3 > b, et i < a,o0,
donc i < inf {a,0} = inf {b,0} < b de sorte que b tombe dans ‘1%, impossible.

Mq ensuite a et 8 incomparalbes : a > § = a > o0,abs; f>a = [ >a,0 = [ > « abs. Alors
~v:=sup{a,B} > a,(8 > 0), donc v > «, or > 3, dnoc ¥ > o, mais alors a < a < o0 <y =sup{a,?}, abs

Mg toute convee propre est un intervalle (on un segment initiail/final) ssi toute parie non vide minorée a
un inf

=> soit A non vide minorée. Alrs [A] nonvide minorée : si = O, alors O minorée et A a un min (celiu deO),
si # O, c’est un intervalle, donc minoré si intervalle ou 1= : si 1S9, alors tout m < [A] =>m < a =>m €
I5% => q € [A], donc A a un min.

<=On ratjoute m et M (min et max strcits). Mq O achevé : pour P C O, si P\{m, M} non vide et minoré,
alors ya un inf dans O si vide, alors O a un inf (m ouM); si non minorée, m =plus grand minorant (sinon,
m’ > m tombe dans O (pas possible en M). Soit C convee propre de O : c’est un convee de O, donc un
intervalle 4, s ; pas possible d’avoir ¢ = s € {m, M} (sinon C' = 0) ni (i,s) = (m, M) (sinon C =0 );sis=M
eti€ 0, alorsC=I2%sii=metsecO,alors C=I%%;si4is¢€ 0, on retrouve I'inervalle dans O.

10 Achévement d’un ordre total

Une application f entre ordres est dite achevée si chq égalité f(V.S) = Vf(S) tient dés qu'elle fait sens.
(CP : entre ordres achevés, étre achevée <=> préserver V).

Pour chaque partie P C O, on appelle Vadhérece de P I'ensemble P des éventuels suprema des parties
de P et on dit que P est Vdense si P = O (gad si chaque point de O est le supremum d’une partie de P).

Intuitivement, achever O est

1. rajouter a O des trucs pour obtenir un achevé (a commencer par les~ suprema qui ne seraient pas déja
dans O) (formellement, se donner un plgt d’ordres i : O < O de but O achevé)

2. rien d’autre : chaque élémetn de ’achevé doit étre le sup d’une partie de O (formlt, 'image i (O) est dense)

3. sans toucher aux sup déja en place? (formelmeent, dés que cela fait sens i (sup P) = supi(P) pour

chaque P C O; ¢ed i achevé)

Un achévement de O sera donc défini par un morphisme achevé i : O — O a but achevé d’image dense.

On va montrer que chaque ordre total admet un achvement unique a (unique) isomorphisme prés (faisant
commuter digramme évident)

1. Mg les trois propréités définissant un achévement sont indépendantes’.
2. Soit O ordre, soit S C O un sousordre.

(a) Mg O achevé ssi VS’ C O, S’ est achevé.

(b) Mg S est dense dans O ssi Yo € O, 0= supi%i 0.

w =supN

2¢vite le cas de N= N U {oo} — N U {w < oo} (inclusion canonique & but achevé) ot I'on a au but 00 = sup N

(limage est

donc dense), décalant ainsi le sup N source co (morphisme non achevé!)
3¢ad aucune n’est implgiué par les autres



(¢) Soit E tel que O =P (E). Montrer alors que S admet un plus petit sur-ordre achevé.
3. En déduire que chaque ordre total se plonge dans un plus petit ordre achevé au sesn de la relation —
(Imophisme achevé)

4. mq toute fléche entres ordre totauz se "prolonge" en une fléche entre les achévés (de fagon unique si
commute diagrame évident). En déduire que l’achévement est fonctoriel, puis unique & unique iso prés
faisant commuter diagramme évident.

Solution proposée.

1.
(a) Idy vérie 2 3 pas 1. RQ : on n’a pas rajouté sup N
(b) Tinclusion canonique {a} {a <b< c} vérifie 1 3 pas 2 (c n'est pas un sup). Plus génréale-
ment O — B(O) H {oo} qd O total*. RQ : on a rajouté trop de choses
o — I<°
.. . . — L. w=supN
(¢) Pinclusion canonique N= N U {co} < N U {w < oo} vérifie 1 2 pas 3 (on a au but 0 — sup N ).
Rq; on décalé le sup N source oo.
2.
(a) => Soit A C S, soit (A;) famille de A(S) tq A = {sup A,}, alors
cs
lativité — _
sup A = supsup 4; Assoclativite sup U A, €8.
el du supremum ) N~~~
i€l cs
<= Mq sup S fait sens ( (micro analyse : il doit valoir max EL? achevé, donc majoré, alors max S € S
et soit A C S tq max$S =supA. Alors A C § C § < max 5, donc max.S majore S et en est le plus
petit maj (m > S = m > A= m >sup A = m > max.9), ce qui conclut.
(b) <= trivial. => Supposons S dense, soit 0 € O, soit A C S telle que 0 = sup A. Pour chq a € A,
a <€ S seS . . sesS
<
ona L nA— , ot A C {s} 2 a, donc a est le plus petit majorant de {s}_ 2, (+pt car
m > {s}ses = m > A) ce qui conclut a = sup {s}°7.
(c)  Sil'on étabit le caractére achvée de B (E) (légitimant au passage I'invocation de £), I'Vadhérence
S sera alors achevée (cf. 2a) et vérifiera la densité voulue (def de vVadh). Or P (E) est stable par U
qui est sup.
3. on plonge ordre O dans P (O) via 0 — [<° =: o (inj car : total et a < b = a € [P \[<* = [ ¢

I<%) ot I'on considére I’adhérence de O (cf. 2¢) notée O.

Soit i : O < A ol A achevé, alors chq morphisme achevé O — A faisant tout commuter doit _envoyer
Q = SUP,<,, O SUT SUP,<,, @ (0) € A, lequel morphisme (appleons-le i) est bien achévé : pour S C O, on a’
) def.:de 7 sup ’L(O) O t:()tal??? . associativié ( ) def.:de 7

sup i (0) sup sup 4 supi (o) = supi (9).

i (sup S
o<sup S JoeS, o<o du supremum 5¢g o<o ceS

RQ catégorielle : on a mq chq morphisme O < A & but achevé se factorise par I'achévement o — o d’une
unique fagon faisant comuter tel diagramme.
4.8i f: O — P, on doit poser f := a = SUPy<q O F* SUPo<,, f (0) (d’olt unicité). On mq f morphisme
achevé comme & question 3.
o L p %
Alors I'unicité de fdonne la fonctorialité | 1 L (go fachéve go f et commute comme il

6 1. p 1,
faut, donc vaut g<>A/f), d’ott I'unicité de O a unique iso pres (imposer O = P = Q et O=Qet f=g=1d
donne g° Ji - Id5
fog=1dp

4prendre O = {a < b} et co = c redonne exemple précédent
5En fait, on a toujours supi (S) < i (sup S) sous la seule condition "i croit" : s € S = s <supS = i(s) <i(supS).



Commentaire. Idée parllele complétion ou E — B(E,R) dont on prend la fermture (fermé dans
complet).

Autre idée : coupure de Dededkind ot un ordre se plonge dans ses parties <stables (ie ses unions de I7)
via a — IS Mais en explicitat le plongement de O < P (O), on retrouve la méme description.

Autre idée : Cauchy Leray. On remplace les suites de Cuahy par des suites croissantes, et on quotiente
par "avoir mémes majoratns". On peut alors remplacé suites croisantes par partie. Alors on a un représentait
minimal dans chaque classe, le <stabilisé., ce qui redonne les coupures.

Remarque catégorielle. Achever un ordre total est un pb universel.

11 Achevement & transport de lois

Soit O un ensemble ordonné. Pour chaque o € O, on notera C, := {e¢ € O ; e < o} la coupure initiale®
0 — PO
o — o0:=0, "

Une application f est dite achevée si chq égalité f (V.S) = Vf(S) tient deés qu’elle fait sens. (CP : entre
ordres achevés, étre achevée <=> préserver V).

associée et on abrége ¢ :=

Nommons des propriétés qui interviendront comme hypotheéses, toutes vérifiées par Q, Q4+, QU {0} (cas
visés d’application).

Lorsqu’une loi apprait, elle régit implicitement [”ensemble O

(ordre) fiofl : I'ordre O est total ~ 2V : O finiement” achevé

(c et ordre) €V : application c est achevée : Papplication c est injective

(c et lois) A : Papplication ¢ préserve loi * : loi & ordre compatibles

(lois & 0) lrch : le monoide ordonné O \{max} est arichméien [ég) : chaque élément de O\ {T3%
est régulier

. L i . . ; TS Of d o+d
EA: il y a des differences dans O \{min} au sens ou Vm(zﬁ <p, 35

» P = e+d

Les restrictions sur les extrema sont 1a pour éviter que les extrema ne "polluent" les hypo : une fois retiré
les extrema, N U {00} devient archimédien, Q U {£oo} régulier et N U {—oc0} admet des différences.

RQ : c est & but achevé, son image ¢ (O) est Vdense dans i (O) (Vadhérence dans achevé), d’ou I’équivalence

¢ est un achévement de O <— Vic—=)

11.1 sur < (vers O total)

1. Mq Eotk=tc=icVRV.
CEG
Ainsi, si fofl alors ¢ achévera O, avec <= sous la faible condition2Vl(comprise dans prémissefof])

2. (explicitation des parties de O denses dans O) Mq Ya € O, a = sup o. PEut-on (sous le sup)
o<«
remplacer < par <?

3. (lemmes densité trés utile) ol Mg Va < 3€0, Card|[a, 3] NO > 2
Va € Ongly, Jo € O, a < o (et dual dans 'autre sens)
CEG <=
La traduction de I'hypothése V] véritablement la plus utile pour nous!
4. (achever et total) fiofl Mq O total
CEG <=

5. (bonus) ol Mq o — S<, achevé ssi aucune suite de ON stricement croissante ne cv. Commenter

6La lettre C réfere aux coupures de DEDEKIND. Observer I'identification de chaque élément de O & sa coupure initiale associée
(identification ne gardant que la moitié d’une coupure-au-sens-originel-de-DEDEKIND).
"ie chq partie finie admet un sup, ie chq paire a un sup



6. (bonus fastidieux) On suppose O minoré. Notons 0 := minO et appelons ¢ l'application Idg dont

on a modifi¢ I'action sur 0 — {0} (au lieu de 0) Mg 1c(O) est un achévement de O ssi =iVl et
Va > 0,]0,a[ # 0. Commenter le cas O = Q.

SOL

1. => a<b=acI<t\I<* = [<* ¢ [<P d’ot =3 Soit S C O admettent un sup, def s := V.S, on
a a o € O fixé les équivalences

0eEVS<o¢c Us<:>5|s€S, oes<=dsec S, 0<so<g>alo<\/5<:>0€c(\/5),

seS
d’ou égalité Ve (S) = ¢(VS) et €Y. Enfin, chaque a un max, d’ou 2V
<= Mq a # b = a < b (alors deux aib incomparables vérifieront agb cdd a=Db, ¢cad a = b, d’ou
fofl). Par contraposée. Soit o € a\b : alors {;’g;’), dco¢oVb=c(oVb),doto£oVb;oro<oVb,
doub<oVb=0b<a.

a _fa c(VA)=1=A
CEG sanslfol ¢, <1 A={2}, alors VA =Vl —=0 (pas €Y) et ¢ cst sur A (pasc—=) (on a qd
méme V)
pas de <= sans 2V : :E vérifie EVic=
2. cf exo 10 QQ 2b : O Vdense dans O.
CEG avec compariasion sricte : dans O = {a < b}, supo = V {a} = a # b (plus généralement, si on

o<b
a <, alors «a est une limite strictmeent croissante, ce qui peut étre bloqué par un "trou" a gauche de «,

comme CEG ou a =)

3. Soieta < B € O, s0it b€ O tqa <b < B (cf. QQ 2 et Eof) et supp abs Card[o, 3] N O < 1. Mq
b = Va<qa DESSIN d’ou (@) b = Va<q a = a abs. Découle des équivalences a m € O fixé

m2{a}a<a@Va§a, m2a<:>m2{a}a<b<:>m2\/a<ba@m2b
< < <
va<b =b

CP : 8 =maxO, alors |, max O] rencontre O

CEG sans ofl : A # p maximaux dans O, alors maxO ¢ O et ])\, max@[ évite O.

<= fausse (tjs??7?) : si Oest [, < b alors O est } < {5,} achevé, soit a < f € O, alors g:ﬁ
etCard [, 5] N O =0

RQ le lemme de densité équivaut en fait A€V (soit A C O ademettant VA =: s, on a tjs VA <'s, supp
abs <, soit o entre, alors 0 2 s, ¢dd 0 < s, ot un a € A tq 0 < a, ¢dd 0 < a, d’oit 0 < VA, abs), bien
que cette équivalence soit dissoute par ’hypotheése fofl qui implique chacun des deux équivalents. Peut-on
se passer de tot 777

4. Soient a, B € O, soient g Cc O tq g = x‘g, supp a 2 fB,soit b€ Btqa #2b.Sib> A, alorsb > A,

¢ddb>VA =qa,douf>b>a. Soit sinona € Atqb # a, cddEoll b < a, d'oufafl b < a < « abs

CEG sans ol : < < ¢ alors b‘fji}’} sont incomparables.

a’<b’
<= fausse (tjs??7?) si Oest *, < balors O est § < {7} achevé donc O = O total
5. Reprendre démo 1 mq s (VA) = Vs (4) U{VA}, avec Gssi VA ¢ A.

=> soit a suite strictement croissancte cv, def [ sa limite. Alors ’ensemble de ses termes admet un sup
qui n’est pas dedans

<= Soit A donnant sens & VA. Si VA ¢ A, on construit alors une suite a € AN stt croissante qui tend
vers VA, abs

Typriquement quand A = N dans N.

RQ : me"me si 0 — S=° est tjs injectif sans hyp (S, < S, <= a < b), vu que chq suite stt croissante
appelle un sup, la fleche s est vraiment un mauvais candidat pour achever O! (d’ou préférence pour c,
méme si ffofl quasi-incontounable)

6. Notons O := O \{0} I {{0}}, de sorte que 'image modifiée {0} reste minimale. Alors ¢ o ¢ acheve ssi
inj, but achevé, image dense, morphisme achevé.

(a) Le but P (O) reste achevé

10



(b)

L’image Im (1 0 ¢) = ¢ (Im ¢) = ¢+ (O) sera dense dans ssi chaque a € O vaut Vi(o)<at (0). Tjs vrai
si o min, sinon on a

\/ 1(0) =minO V \/ L(o):\/oogoa

< A <
o)z min O < ¢ (0)<a 90
————

<+=min O<o

alors t(o)=o

Mq ¢ est achevée. Soit A C O : 'égalité 1 (VA) = Vi (A) triviale si Avide ou singleton, sinon A ¢
{0} d’ou (en abrégeant A* := A\{0}) VA = VA* > 0 puis

L(VA) = VA = VA* = Vi (4%) " v (4).

Démo identique pour la réciproque de ¢ (en notant O := O \{0} II {{0}}, alors et on se rameéne aux
Ag {min 6})

Csqce : en composant par tFlacheveé, on a équiva ¢ o ¢ achevé<=IcVl

Mq 1o non inj ssi Ja > 0, ]0,a] = 0. <= Soit un tel a; alors ¢t (a) = a = {0} = +(0)
=> Puisque ¢ = Id inj en dehors de (), soit a > 0 tq ¢ (a) = ¢ (0), gad a = {0}, ¢ed |0,a[ = 0.

Csqce Lo cinj < {L“"“”” — {V‘D[#w .

cinj

Intérét : quand O = Q4 (on aloll donc EVic=, ainsi que densité autour de 0), le min 0 n’est plus absorbant

pour

+ mais neutre. Ces pénibles vérifications pour livrer plus élégamment une construction de R .

11.2 sur < + (vers O distrib)

On régi désormais O par une loi *.

1. (RQ
2. a8 M

simplif hyp) Mq Eoflch —>

q min O absorbant.

irrég=>max

3. (densité) Mq O dense (dans lui-méme)

CEG

4. Mq * induite sur O est compatible avec son ordre

5. Mq dans O commutent loi parites * et sup V

Dorévanant, nous n’aurons plus besoin d’expliciter 'achévment c : seules les PTs ci-dessus ? 7 7 suffisent

6. (ach

En d

ev & distrib)l—cEI Mq O distrib <=>0 distrib, puis mq O distrib ssi O distrib et si

Vb, c,p,q € O, Ya > sup{p,q}, Ja<a, pb+qgc=a(b+c).

éduire %l O distibutif ssi O distrib.

?7?7? est-ce queM<=0 distrib ? ? ?
7. Q3cH Mq s reg => s reg.
8. (nésT hyp reg) Mq e dans O = .

11



11.3

sur < + 0 (vers O rég)

On dote désormais le magma O+ d’une unité notée 0.

. (PT absorb extr) Mq

(nésT hyp archi) Mqeq dans O = larchi

. (achev & archi) foflcH Mqlarchi dans O <> larchi .

max O absorbe chq > 0 m max O rée ssi nul
min O absorbe chq <0’ 4 mino '8 )

larchi Mq min O aborbe ou bien chq > 0.

aucun

. . e>0 NPT . ) ;
. (lemme utlle)@w@ Soient 0cO tq a > e+ a. Mg « est irrégulier, ou bien extrémal ou bien dans
0.
. (achever et rég)%_@ Mq dans O <=
aucune <=
CEG???

11.4 Chemin alternatif (plus long & technique)

Dans notre derniére preuve, partant de oo + o = 8 + o, on se rameénait a a, 5 € O par densité puis & 0 € O
par différences dans O et régulairté de O. o -
Une alternative serait de se ramener a o € O par différences dans O puis d’établir la régulairté de O dans O.

Etablir B # dans O nous a semblé plus technique, nous le présentons a la lectrice motivée pour s’exercer
techniquement.

Nous supposerons foticHedarchid 7 , on utilisera les lemmes de densité ainsi que dernier lemme utile.

1.
2.
3.

(approximation) Soient o € O non extrem, soit e > 0. Mq Ja € O non min tq a < a < e + a.
(différences dans O) Soit a € O \O non min, soit b€ O tq a <b. Mq 36 € O, a+§ = b.

Conclure

Si @ € O, prendre a := « convient (e >0=e+a>a=e+a>a). OPDl a ¢ O.
montrons alors 3 € O, b<a<e+b

(pour conclure, on invoquera un b < a < « : alors d’une part a > b dc a non min, d’autre part a < a <
b+e??7?)

Supp abs Vb < a, @« > e+ b, cdd e+ b < a (car a ¢ O). Psq a ¢ O, linter ]min@,a[ﬁ o=
]min@, a] N O est non vide, d’ott un p < «; psq @ non max, soit q > « et def ¢ =: d + ¢ (okcar p pas
min)

Alors M := {m}ziifla non vide (contient 0) d’ou sens & o := sup M. Pour chq m € M, on a d’une
part m + p < « donc (hypo abs) e+ m+p < a,dote+m e M,dce+m < ¢; donc e+ o < o,
d’ou (lemme) o extrem. Or 0 € M dc e+ 0 € M d’ott 0 > e > 0 dc o non min. “"Par c¢sq, o maximal,
doioc>d.PronaVme M, a>m+pdoita>c+p>d+p=q,abs.

Ja<a
Def ¢ := Jir%f_bd (dessin!). Rqd > 0 (chq tel d est > 0sinon b=a+d < a) Si 46 € O, metton

=o0,s0it e+o=>b(okcaro=a+6>a>min0),alorsb=e+o=e+a+6=(e+a)+d, doi une
diff comme cherchée. OPDI ae+ § ¢ O.

montrons alors a + § i b.
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Ja<a, Ja<a,  Ja<a,
Pour chq a < a, soit a+d = b, alrosa+d < a+d = b. Dc b > :ﬁf)l {a+ 4} = ;’uﬁ a-+ bauf)l 0 = a+d.
a+d=b a+d=b a+d=b
Supp absa+ 9 < b
Ja<a Ja<a
Comment : Pour établira + 6 > b, ¢ad a + ircllf bd > b, cad i%f b{a—!— d} > b, il suffirait d’écrire
a+d= a+d=
(pour un tel a) b =a+d < o+ d. Mais pourquoi pouvons-nous faire rentrer le a+ dans I'inf ? (a prouver
ou bien CEG ??77?). C’est pourquoi approcher « par un élémet a de O.
Soit b’ € Ja+ 4, b[ (ok car v+ 0 ¢ O), soit b= e+ ¥, soit (cf 1) min < a < a < e+ a (ok car anon

min et @ < b < max), soit a + F =" (ok car a < a < V).

DESSIN
Jo€[a,a] < <
Alors 0 = oi%f:b d (détailler en lemme) et, pr chaque tels o,d, on a Oz—j e_fb—’i_j e_f :ﬁg d d’ou
E<d;dcE<ddouna+E<a+d<a+d, ABS
——
=b’

3. Soient «, 8, 0 avec o non extrem tq a+o0 = S+ 0, soient « < p < q < 3, ajouter livtea+o0 =b+o.

Psq 0 non max, soit s > o; psq ¢ non min soit s = o + J. Alors +6 donne a +s = b + s et rég dans O

conlut.

12 Induction noethérienne et beaux ordres

Un ordre est dit noethérien si toute partie non vide admet un élément minimal.

Mg cela équivaut a toute suite décroissante stationne (utiliser AC)

Mq pour qu’une propriété P portant sur les éléments d’un ensemble ordonné E noethérien soit toujours
vrate, il suffit qu’elle vérifie pour tout a € E implication

Ve < a, P(x)] = P(a).

Solution proposée.

=> une suite stt décroissant n’a pas de min. <= si pas de min, on construit par récurrence une suite stt
décroissante (il AC intervient pour choisir ’élément d’apres).

Soit F' 'ensemble des x € E pour lesquels P (z) est fausse; si F' était non vide, il aurait un élément minimal
a; par minimalité, P (z) est vraie pour tout z < a, donc par hypothése P (a) serait aussi vraie, ce qui est
contradictoire.

On appelle anti-chaine toute partie d’éléments deux & deux incomparables.
M@ LASSE :

1. < est noethérien et toutes ses anti-chaines sont finies
2. pour toute suite (ay), il y a deuz indices i < j tq a; < a;
3. toute suite admet une sous-suite croissante

On parle alors d’un bel ordre.

EG?

Mgq bel ordre passe au produit fini.

CEG si infini ¢

Mg les parties finies d’un bel ordre rdonnées par 3 —> Id forment un bel ordre.

Solution proposée.

2.=>1. Par contraposée. Si < pas noethérien, il y a une suite stt décroissante, donc pas de ¢ < j tq a; < a;.
Si il y a une antichaine infinie, alors méme impossibilité.

3=>2 on extrait ss croissant et lon prend les deux premiers termes.

1=>3 Soit (u,,). Micro analyse : si ya sous-suite croissante, on peut trouver aprés chaque u, un ups, >
Up, ce qui nous fait introduire A := {n ; Ip > n, u, > u,}. SiAco, on etrait une ss croissante. Sinon, A bornée,
donc APCR p>n = wup 2 up;or, an fixé, {p>n;u, £ u,} est fini, donc il y a p > n tq up < u,, d'ou
une suite strciteent décroissante, ce qui n’est pas.

13



EG : N <, tout ensembl fini (car noeth et car ses anticaines sont finie).

Soit (un,v,) suite. On extrait u,(,) croissante, puis vy crsoisante, d’oil py convient. (Rq : le procdé
fonctionne pour faire passer au produit tout propriété du genre "toute suite a une sous-suite vérfiant Blurg".)

Si ordre infini, il y a une suite de singletons distincts, donc une antichaine infinie dans P (O) = 29, donc le
produit infini 2€ n’est pas un bel ordre

Def d’un ordre : réfl (Id, et c’est le seul), transt (composer : go f > f > Id), antisym : si f : A — B et
g:B— A alors go f est un inj> Id , donc vaut Ids, d’ot a =g (f (a)) > f(a) > a, ce qui montre f = Id et
A=B.

Soit (A,,) suites de parties finies. OPS |Ag| min, mettons Ay = {aé,...,aé} puis A, = {a;,...,a%,...}. On

. 1 . . 2 .

extrait alors Gy () CTOIS, PUIS G .,y CIOISS... alors Ag < A, ..o, (0)

(Sanitu check : tout segment initial est fini (& B fixé, alors A — B > Id => |A| < |B]| et A < max B), donc
une suite stt décroissant donnerait un segent iniital infini, abs. Donc ordre est bien noethérien).

EG : on ordonne les mots écrit avec un alphabet A fini en posant m < m’ si toutes les lettres de m se
retrouvent dans le méme ordre dans m’ (mais pas forcément a la suite)

13 Une caractérisation de ’ordre des rationnels

Soit O un ordre total dénombrable dense®. Donner des exemples, puis montrer qu’ils sont tous isomorphes
(auzx extrema pres). Peut-on se passer d’une hypotheése ¢

Solution

Les rationnels sont un bon candidats. Mais également les rationnels de ]0,1[ ou ceux de n’importe quel
intervalle ouvert de R. On pourra également remarquer que, si O et O’ sont deux tels ordres, alors la réunion
disjointe O LI O’ ordonnée par O < O vérifie les méme hypotheses, et de méme pour une réunion dénombrable.
Ainsi, les rationnels de tout ouvert de R sont candidats. On pensera également aux rationnels de dénominateurs
une puissance d’un entier donné (les décimaux, les di-adiques, les tri-adiques...).

Idée : utiliser la densité pour engendrer tout le monde, comme une dichotomie pour récupérer tous les
dyadiques de ]0,1[. On prend un élément a;, qui n’est pas min ni max, d’ou by < a; < by, puis par densité et
non-extrémalité on a des ¢; < by < cg < a1 < c3 < by < ¢y, ainsi de suite.

Pb : si on récupére bien les dyadiques, on évite tous les p-adiques! Pour s’assurer qu’on a tout le monde, on
va choisir les éléments que nous rajoutons parmi la liste ordonée o1, 09, 03, ... donnée par une bijection O ~ N*.
Plus précisément, on rajoute des éléments minimaux. Montrons alors que les n premiers éléments sont utilisés
au bout de n étapes. Pour n = 1, on choisis 0;. Supposons construits 2" — 1 nb dont o4, ..., 0,. Alors 0,41 est
dans I'un des 2" segments choisis, et le min des ces derniers ne peut étre d’indice < n, ce qui conclut.

Si ordre pas total, on pensera & Q? lexico (ou le carré lexico de n’importe quel exemple ci-dessus). Si pas
dénombrable, prendre R ou n’importe quelle partie indénombrable entre Q et R ou QUR. Si pas dense, prendre
Z, ou rajouter N a droite de Q, ou rajouter —IN a gauche de Q.

14 Sur les ensembles bien ordonnés

On appelle bon ordre’ toute relation vérifiant la propriété suivante : toute partie non vide admet un plus
petit élément. Par abus de langage, on appelle bon ordre tout ensemble bien ordonné (i. e. muni d’un bon ordre).
Les questions qui suivent sont assez largement indépendantes.

1. Exemples et contre-exemples de bons ordres ?
2. Montrer qu’un bon ordre est nécessairement total. Réciproque ?

3. Montrer que tout bon ordre O admet une fonction de choiz, ie une fonction f : P (0) — O telle que
f (P) € P pour toute partie P (non vide).

4. Montrer qu’un ordre O est bon ssi toute fonction strictement croissante f : S — O définie sur une partie
S stable par f vérifie Vs € S, f(s) > s.

8Pour tous a < b dans O, il y a un o € O tel que a < o < b.
90n évitera la confusion avec I'adjectif noethérien (préféré des algébristes) oit 'on parle d’élément minimal et non de minimum.
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5. Montrer que le nombre de bo P avec P C [1,n]| vaut [nle].

6. Montrer que l'on peut toujours définir un "successeur” dans un bon ordre (& Uexception d’un éventuel plus
grand élément).

7. Montrer que les bons ordres sur R sont nécessairement au plus dénombrables.

8. Montrer qu’un bon ordre (O, <) tel que (O, >) soit aussi un bon ordre est nécessairement fini.

Solution proposée.

1. exemple typique : N < (équivalent a la récurrence). Ceg : cf 2.

2. Soit a et b deux éléments que l'on cherche a comparer. La partie {a, b} est non vide, donc admet un
plus petit élément, CQFD. CEG : Z, Q, R. Vrai si fini (prendre les min sucessifs)

3. 11 suffit de choisir le plus petit élément : f (P) := min P (qui exsite car P # ().

=> Supposons par absurdre que la partie C' := {s € 5 ; f(s) < s} (chimérique) est non vide et
notons ¢ := minC. Puisque ¢ € C on a f(c) < ¢, d’ou par croissance stricte f(f(c)) < f(c), i. e.
f(c)e C,dou f(c) >minC, i. e. f(c) > c, ce qui est contradictoire.

<= Par contraposée : Supposons O pas bien ordonné. Il admet donc une suite strictement décroissante.

. . o S 0]
Soit (s;,) une telle suite. Notons S ’ensemble de ces termes et définissons f : —> . Alors f
Sn [— SnJrl
croit strictement et vérifie Vs € S, f(s) < s.

5. Pour obtneir une partie de [1,n] bien ordonnée, on choisir le nombre d’éléméent (en (Z) choix), puis
on ordonne ces éléeents successivment (k! choix), d’out [B (n)| =>4, kN(}) =n! > k=0....m - Or, il
est classique que 0 < e — Zk:o,...,n % < ﬁ, d’ou le résumtat.

6. Soit B un bon ordre. Pour définir le successeur d’un élément a € B qui n’est pas maximal'’, on a

envie de considérer le plus petit élément qui est > b. Ce dernier existe bien car la partie {b € B ; b > a}
est non vide (b n’étant pas maximal), donc admet un plus petit élément s (a).

7. Soit B un bon ordre sur R. A tout élément b € B (autre qu'un éventuel plus grand élément) on associe
son successeur s (b) > b. On peut alors piocher!! un rationnel dans I'intervalle ]b, s (b)[ par densité de Q
dans R, ce qui permet d’injecter B \{max B} dans Q, CQFD.

8. On regarde les successeurs de m := min O (qui existe puisque < est un bon ordre), au sens ci-dessus.
Si la suite (501" (m))k>0 était bien définie, elle n’admettrait pas de plus grand élément, contredisant le
fait que > est un bon ordre : ceci montre qu’elle atteint M := max O (qui existe puisque > est un bon
ordre).au bout d’un nombre fini d’étapes. Par ailleurs, un élément de O se trouve nécessairement entre
m et M (par définition des extrema) et ne peut se situer dans un intervalle |z, s (z)[ (par définition du
successeur). Il en résulte que O est formé exactement des successeurs de m, lesquels sont en nombre finis
par ce qui précéde.

Remarque. La question 3 admet une réciproque (th Zermelo), qui est grandement clarifié une fois en
main les ordinaux (cf feuille sur les ordinaux).

15 Limites supérieures & inférieures

Soit O ordre ou toute suite admet un inf et un sup. On definit

lima, = infsupay
n k>n

lima, = sup inf ay
n k>n

et on dit que a converge si ces deux limites sont égales.

1. eg & ceg de tels ordres ?

10Un bon ordre étant total, les notions de mazimum et d’élément mazimal coincident.

[=[Z=]]
Yy—x
=l

y—x

1 Noter que 1’on n’a pas besoin de I’axiome du choix : en effet, le rationnel est toujours compris strictement entre deux

réels z < y donnés.
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2. Montrer que lima < lima. Interpréter dans le cas d’'un B (A) et en déduire un encademrent a cing termes/

3. montrer qu’un suite monotone converge vers son supremum

4. On suppose ordre total. Mq toute suite admet ss cv.

5. Ceg?

6. (ensbliste) Mq A, cv ssi Yay, by sstt croissante on a [ Aq, AAp, =0, ou encre ssi A, AAp, cv vers 0.
(cricte de Cauchy)

1. [0, 1], tout segment de R, R achevé; P (A) pour C. Pas Z (pas bornée) pas QN [0, 1].

2. Obsrever infy>, ap < a, < SUPy >y, Ak- Pour passer a sup/inf, on va désolidiser nos indices :

N inf ap, <a < sup ay.
b, q, k>p k > Umax{p,q} > kZI; k

Ainsi, on peut prendre le sup en p, d’ott lim < supy, aj pour tout g, d’ott en prenant I'inf lim < limCQFD.
Dans un ‘B (A), inf=N et sup=U, appartenir & tous sauf un nombre fini, appartenir & une infinité. On
retrouve infsup et supinf. Puis (] C lim C lim C(appartenir & un nombre finiC J)

3. Soit ay, croisant et s son sup. On a supy,, ax = s, d’o en prenant Iinf lim = s. D’autre part, infr>nar =
an, d’olt en prenant le sup lim = s, CQFD.

4. on mq toute suite admet une sous-suite monotone : on prend un terme, et on cherche des termes plus
grands & chaque fois, pour que ¢a marche bien on considére 'ensemble des {n ; Vp > n, u, > u,}, soit il
est infini (up > ug > u, > ...), soit il est fini (on considére le max et on extrait sous-suite décroissante
(c’est 1a qu’on utilise I'ordre total), et c’est fini.

5. Pour un ceg, prenons un P (A) que 'on sait pas total et ot 'on comprend mieux les limsup.inf. Soit ¢ (n)
extractrice. On veut des A,, tq appartenir a une infinité¢ de A,(,) n’implique pas appartenir a tous sauf
un nombre fini, ie (cf feuille ens&app) on ne veut pas que toute choix de A, (s soit fini ou infini. En

choisissant les A,, injective, les A, le sont, ce qui conclut (écrire imA, ) & () Ap2n) C EAW(,L))

6. supplimA,, C limA,,. Pour z € lim4,,AA;, , = est dans une infinité A,,K AA, , donc dans une infinté de
A,, ou un inifnité de A, , donc dans une infinité de A,,, donc dans tous sauf un nb fni, donc est dans
Aq, N Ap, apcr, aburde.

Suppo limA,, AA, = 0. Alors, puisque() C lim, ona () A,, AA,, = 0.
Supp enfin (| A,, AA,, = () Va,b stt croist. Soit z € lim\lim : = est dans une infiné de A,, mettons
€ N A,,, et hors d’une infinité de A,,, metton z € (| “4,,. alors x € (| 4,, AA,, =0, absurde.)

16 L’ordre achevé des partitions ensemblistes

On appelle partition ensembliste (set partition) de E toute partie de P (F) dont les éléments, appelés parts
ou orbites (voire cycles) de la partition, ont une réunion disjointe qui vaut tout E. On note P g 'ensemble
des partitions ensemblistes de F.

Dorénavant et par abus de langage, on dira « partition » tout court pour « partition ensembliste » et on
laissera le contexte lever 'ambiguité des cas (rares) ou il nous faudra considérer la famille des parts.

Par exemple, tout groupe G agissant sur F donne lieu & une partition orbitale

OrbG := {{q-e}geg}e (1)

€E
donnée par les orbites de G.
Soient 7 et w (lire « pi et pi script ») deux partitions dans Pg. On dit que 7w est plus fine que w si toute
part de 7 est incluse dans une part de w ; on dira également que w est plus grossiére que .

La relation « est plus grossiére que » est un ordre partiel sur ‘B, appelé ordre de grossiéreté'? (son
ordre opposé est dit de raffinement). Il admet un minimum {{e}} . et un marimum {E}. En particulier :

minPr ={ {e} }.cp et maxPp={L}.

123 défaut de trouver un terme plus convenable (le dictionnaire de synonymes CRISCO ne nous y pas aidé)
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Etant donnée une famille de groupes (G;) qui agissent sur un méme ensemble E, on utilisera le lemme suivant
qui décrit la relation de conjugaison sous l'action du groupe engendré (G;).

Lemme. Deux éléments a,b € E sont dans une méme orbite pour (G;) si et seulement si il y a une
suite finie Qq, 1, ..., Q, de parties de E telle que :

1. chaque §; est une orbite d’un certain groupe Gj ;
2. les points a et b appartiennent respectivement o Qq et Q, ;

3. les orbites Q;_1 et Q; se rencontrent pour tout i =1,...,n.

Démonstration.

= On écrit b = g (a) pour un certain g € (G;). Il y a donc des groupes G;, ..., G;, et des éléments
gr € Gy, pour tout k =0, ...,n tel que g = g, - go. Notons Qj (pour tout k& = 0, ...,n) Porbite du groupe G;,
qui contient I’élément ay, := gr—1 - go (a) :

go g1 gn—-1 9n
a=ayr——ay —— ag —— -+ —— ap —— 0.

Chaque orbite €, est stable par G, , donc contient, outre ay, son image gi (ax) = ar4+1. Par conséquent, la suite
Qo, O, ..., Q, convient.

= Notons aj un point de Q;_1 N Q. pour tout & = 1,...,n et posons (ag, an+1) := (a,b). Puisque ay,
et ax11 sont dans une méme orbite Qy, il y a un élément g du groupe engendré (G;) tel que ax+1 = g (ax), ce
qui montre que

b=ant1=9n(an) = gngn-1(an-1) =---=gn---go(a0) =gn---go (a), c. ¢. f. d..
——

1. Montrer que l’application G — Orb G est croissante :

GCH — OrbG <OrbH.

2. Montrer que l'ordre de raffinement est achevé, et plus précisément que

le supremum d’une famille de partitions (71'1) est l’ensemble des orbites du groupe

engendré par des groupes quelconques dont les ensembles d’orbites sont les .

3. En déduire que G — Orb G est un morphisme d’ordres achevés :
Orbsup G; = sup Orb G;.

4. Montre que deux éléments a,b € E sont dans une méme part de sup* si et seulement s’il y a une suite
finie de parts de certains ©* telle que la premiére contienne a, la derniére contienne b et telle que deux
successives se rencontrent

On se donne une bijection F £ F
5. Montrer que ¢ induit une bijection P : { Pe — Pr
{mi} — {eom)}

6. Montrer que ® est morphisme d’ordres.

7. Montrer que ® est un morphisme d’ordres achevés :

v (771) € (‘BE)I , @ (sup T&'i) =sup® (wz) )

Démonstration.

1. Toute part {g- e} . de OrbG est trivialement incluse dans la part {h - e}, ., de Orb H.
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2. Pour tout i, notons G* un groupe tel que Orb G* = 7% (par exemple le sous-groupe de Young [] j G, qui
J

agit transitivement sur chaque part 7r§- par transpositions). Montrons que
\/ OrbG* = Orb (G") .

Puisque G C <Gl> pour tout ig, on a par croissance de Orb la majoration Orb G < Orb <Gi>7
d’out 'inégalité < en prenant le supremum sur les ig.

Soit 7 une partition majorant tous les 7. Il s’agit de montrer que Orb <GL> <7, i. e. que toute
part de Orb <Gi> est incluse dans une part de 7.

Soit p une part de Orb <Gz> et a un point fixé dans p. Considérons un autre point = € p. Le lemme
nous donne une suite finie Qg, ..., 2, d’orbites de certains G* telle que (a,z) € Qy x Q, et telle que
Vk=1,...n, Qu_1NQ # 0. Puisque 7 majore tous les G*, chaque part {, est incluse dans une part
de 7. Or la condition de jonction Qj_; N # @ montre que les parts m,_; et m se rencontrent, donc
sont égales; ceci tenant pour tout k = 1, ...,n, les parts 7 sont toutes égales.

On vient de montrer que a et x étaient dans une méme part 7, de m. Mais les parts 7, (lorsque x
varie) se rencontrant toutes en a, elles doivent coincider. Ainsi, tous les points « € p sont dans une méme
part de m, c. q. f. d..

3. L’application Orb, définie sur I'ordre des sous-groupes (d’un gros groupe agissant sur E) a valeurs
dans l'ordre achevé P, transforme 'engendré en supremum. Or 'engendré n’est autre que le supremum
pour l'inclusion dans les sous-groupes, ce qui conclut.

4. C’est le lemme.

1l suffit d’exhiber la réciproque {w@;} — {¢ ™! (w;)}.

On fixe deux partitions m,w € Pg et on déroule les équivalences :

= Vi, dj, m; C w;

J

+— < w.
7. On fixe deux éléments a,b € F et on déroule les équivalences :

a et b sont dans une méme part de \/ P (7Ti)

tiere 4 . . . . ;
TS il y a une suite finie de parts de certains ® (7‘(‘2) , mettons ¢ (7o), ..., (7p)
définition de &

telle que (a,b) € @ (m) X p(my) et Vk=1,...,m, @ (mp_1) N (mg) £ 0

¥ baeeive il y a une suite finie 7, ..., 7, de parts de certains 7* telle que
((,0_1 (a),o~ ! (b)) emoxmpetVk=1,...n, mp_1 N #0

criferg 4 ¢ (a) et o' (b) sont dans une méme part p de \/ 7ri

@ bijective

t b sont dans & t d (I)( z) _
défintion de & ae son ans une meme part ¢ (p) ¢ \/ Q

17 Fonction de Mdébius, formule d’inversion de Rota

Soit O ordre fini.

Si a < b, une chaine dea ver sb est une suite finie a = ap < a1 < .. < a, = b ol p ets appelé longueur

On pose ¢, (a,b) le nombre de telles chaine et p(a,b) = > -, (-1)" ¢, (a,b) (nul si a > b) la fnction de
Mobius. B

Si f € CO, on pose [ (a) =Y ,<, f (@) et f (a) = Y,o, f ().
1. mqcpy1 (a,b) = Za§m<b cp (a, )
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S Gk N

mq Va < b, lessommes 3, o, b (a,x) et 32, o,k (x,b) valent &Y.

mq formule d’inversin Rota f (a) =, ., p(z, a) 7 () =2 psa b (a,2) 7 (x).
Cas de {1,2,...,n} : que dit la formule d’inversion ?
Cas de N ordoné par divsise : mq pu(a,b) = pu (2) usuel

Cas de P (E) ordéone par C : mq (A, B) = (—l)lBHA| et retrouver le crible avec Ay, ..., A, fixé et pour
Icln] f)=|NANN 4

il jel
Soit A un ensebmel fini d’hyperplan dans V' := FZ. On ordonne les parties de A par I'inclusion, ce qui
revient a ordonner les intersections d’éléments de A (une telle inter s’écrir I = (| H) par l'ordre
ICHeA
inverse, ce qui forme un ordre O, de srote que V =[] = min 0. Mq
0
U H’ =q¢' =) p(D)g"™m’
HeA IeO

Solution proposée.

1.

pour former une chaine de longuer p + 1, on forme une chaine de longueur p jsuqu’a un x < b, puis on
rajoute b: =3 _ ¢, (z,b) (idem dans autre sens).

. on utilise ce qui précede

S oalam)= 3 DD e an) =D (1" Y e (aa) =D (<1 (e (a:0) + ¢ (a,)) = o (a,) = 3L

asz<b a<z<bp>0 p=0 a<z<b p=0

. on utilise ce qui précede

Sua T = Su@aXro=3[ 3 w@a) | f6) =307 =7

z<a z<a i<z i<a \i<z<a i<a
— . . o .
donlaz) f@). = Y p@a)) fFO=3| > nl@a)|f@)=) 6f0)=7f(a).
r>a r>a i>x i>a \i>x>a i>a
. on trouvep (a,a) = 1, p(a,a+1) = —1 et 0 si b > a + 1. L’inversion dit simplement que f(a) =
— —

f(a)— 7 (a+1), donc f est une "intégration"

. Qd a| b, noter p(a,b) = p(1,2) (une chaine pour 'un est une chaine pour l'autre grace & homothétie

rapport a*!). Alors  (1,7n) et le 1 usuel arihtmétique satisfnt la méme relatin de récurrence > e (L @) =
&, (pour le p1 usuel, un diviseur de n = pi* - - - pi* otta; > 1 qui n’annule pas p est un [ p;* avecg; € {0, 1},

donc -, ., p(z) = SoII(=D)" = >auB={0,..ny [1a 11l =1 = [T(1 + (1)) = dg). Rota donne

Mobius usuel.
On peut en déduire nb N, polynome irred sur corps fini : sur Fyr O Fy, on a X' —X = [Lpirrea deg<k P,

d’oil en comptant les racines (toutes simples) ¢ = 21, UV1 et par mobiusNy, = . 2k () qr

. méme idée, on mq méme relation de rec. Proprement, réc sur |B| — |A| Ok si nul, ie si A = B. Ensuite,

|X|—]A| autant de parties paires

on écrit 3 4 xcp(—1) 0 = 2 acxcr (4, X) = ZACXQB(_I)lx‘_‘Al +
(A, B), CQDF

Noter que les () 4; N () °A; sont 2 & 2 disjointes : si I # J, disons ¢ € I\J, alors un z dasn
iel jer

que impaires

I'inter doit tomber dans A; et dans ©A;. On aura beoin de leur union | | (ﬂ AN N CAj> : ""indice"
Mcr \iel JeI

I est MUI' ou I’ décrit °M, donc on a 'union | | N 4.0 N A4n [ °4;| dou sort un
I'C M \meM el JEM,J
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facteur () A,, devant un reste de la forme |J | () 4N (] °A4, facto N (Az U °A;) = FE qui
meM XCE \zeX yeEE\X rel

est neutre.Alnsi, & M fixé on a

Ton=>rm=>Nan A4l=L] [Nan A]|l= .

McI McI |Iei jel McI \Ici jelI

M An

meM

donc Rota s’écrit f (1) = ;- (—1)“”_”| 7 (J); prendre I = ) redonne crible.

. Cela revient a

N CH‘ =Y rco (1) ¢®™ 1. Pour cela, on montre que I L L) J avecI':=1IN (| °H,
HeA JCI I¢H

d’ou en prenant les cardinaux (avec f (I) := |I'|) 7(1) => s fW) =, douf(I)=> ., n(JI)|J]:
faire / = V donne N N

( “H|=>_ u(LV)|Fi™|, CQDF
VZH J<V

?
Montrons I C |J J’ (D trivial) : pour ¢ € I, posons J := ()| H; 'inter contient les hyperplan
JCI i€HEA
définissant I, donc J C I. Alors par defi € H — J C H, donc par contraposée J ¢ H — i ¢ H —

1€ °H, ce qui montre ¢ € J'.
Montrone la réunion disjionte : si J, K C I sont différents, les hyperpans contenant J (K) ne sont pas
les mémes, mettons H contient J et pas K. Alors par def K/ € “H et J' C J C H, donc sont disjointe
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