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Résumé. On montre ici que le calcul des propositions, muni des cing connecteurs =, A, V, = et <, régi

par les quatorze axiomes de HILBERT et par la régle du modus ponens peut se réduire & un seul connecteur | et
un seul axiome (avec toujours une seule régle).

Conventions & notations.

La négation d’une proposition A sera indifféremment notée " A ou A.
Les atomes propositionnels, i. e. les symboles (instanciables) de propositions, seront principalement

a,b,c,d,e..., p,q,r,s... ou T, Y.
Les régles d’inférences seront notées en majuscules : REG, MP, COM, TRANS...
Les substitutions/instanciations/remplacements seront notés avec une fleche «—. Ainsi, la substitution
"O— A" se lira  "dans O mettre A"

et signifiera "remplacer O par A", "substituer A a O".

Les substitutions simultanées pourront étre notées en utilisant deux dimensions, par exemple T

hSTIES
SISy

;|
D
signifiera "remplacer a, b et ¢ par p".

L’interchangeabilité des notations sera signifiée par un symbole d’égalité =, en particulier pour ezxpliciter des
instances d’énoncés. Aucune confusion ne sera possible (avec d’éventuelles propositions affirmant une égalité)
car il sera ici uniquement question de logique des propositions et non de celle de prédicats (écrite dans un langage
comportant éventuellement une relation d’égalité).



1 Le connecteur de Sheffer en logique classique

En logique classique, on définir le connecteur de SHEFFER, ou d’incompatibilité, par'

alb:=avb

On pourra noter / pour signifier que les autres connecteurs sont prioritaires sur /. Par exemple :

a/b|c/d signifiera (a|b) | (c|d) .

Mise en jambe.

1.

2.

Exprimer tous les connecteurs usuels a laide de |. Faire de méme a partir du connecteur NOR al|b := aAb
et donner un argument en faveur de |.

Que signifie la proposition alb/c ¢ Montrer que l’on peut en déduire d|b = ald.

3. Montrer que a = b implique p|b = alp.

Solution proposée. La notation A = B signifiera que A < B est une tautologie.

1.

2

Les connecteurs , < et < s’exprimant & ’aide de A, V et —, il suffit de récupérer ces derniers. Or on

observe @ = ala, d’ou anb= ¢ : 2 - a|§ . On aurait de méme @ = al|a et { Vb f ﬁ' b . Jusqu’a ce
avb=avb=alb aANb=allb
stade, les connecteurs | et || jouent un role symétrique (en échangeant A et V).
En revanche, Vimplication a = b = aVb = al|bsécrit alb = a|lb, ce qui s’exprime plus
facilement avec | qu’avec || (de méme pour <). A contrario, 'équivalence a < b = (a=b) A (a < b)
s'écrit a/bla/b = (al[b) || (@||b) et s’exprime plus facilement avec || qu’avec |. Précisément parce qu’une

équivalence est une conjonction d’implications (et parce que beaucoup de théorémes sont seulement des
implications), nous préférerons | sur ||.

En remarquant pl¢ = p|g = p = g (dire que p et ¢ sont incompatibles, c’est dire que p entraine la
négation de l'autre), puis que que zly = = x Ay (nier 'incompatibilité de x et y, c’est dire qu’ils
sont tous deux veérifiés), on traduit a|b/c a = blc = a = bAc, autrement dit

Il
I =l
<
<

alb/c signifie "a entraine b et ¢".

Si 'on suppose de plus d|b, alors a et d sont nécessairement incompatibles (si a est vérifié, b et ¢ le
sont d’apres a|b/c, donc b est, d’ou la fausseté de d d’aprés d|b).

Supposons a = b; si p et b sont incompatibles, alors a et p le sont nécessairement (si a était vrai, b
le serait d’aprés a = b, donc p serait infirmé d’apres pl|b).

Logique de Wajsberg

On se donne pour langage un unique symbole |, & partir duquel on définit quatre connecteurs (un singulaire
et trois binaires)

a |aAb|aVb|a=Db
ala | alb | alb alb

On se donne pour seule régle de pouvoir

a alb/c

(REG)  de a et a|b/c déduire la proposition ¢ : -

Un énoncé P sera qualifié de prémisse dans tout énoncé de la forme P|Q/R.

1Ce connecteur NAND est parfois noté 1, le chapeau A en haut de la fleche rappelant le AND nié (puisque barré par |) dans le
NAND. Le NOR pourrait pour les mémes raisons étre noté |, comme si 'on avait barré verticalement le V.



On se donne pour unique (schéma d’)axiome(s) toute instance de I'unique formule?

alp/c | (dle) | (ald) / (ald) / ala/b a:=alb/c
ou lon a abrégé { B := (d|c)|(ald) / (a|d)
axiome schématique :  «|8/y v :=ala/b

Prise en main.
1. Vérifier la validité de la régle et de ’axiome en logique classique.
2. Montrer que les régles suivantes® sont valides :
de alb/c déduire ala/b,
de aetalb/c déduire b et c,
(MP) de aeta=0b déduire b,
(REG|-) de a=b déduire p|b = alp.

3. Montrer que les (instances des) énoncés suivants sont des théorémes :

alB/7, ala/B, ala/a, pla = alp et B/v|a.
Solution proposée.

1. Nous avons montré en logique classique que a|b/c entrainait b et ¢, en particulier ¢, d’ou la validité
de REG. De plus, se rappelant cette interprétation de alb/c, il est clair que a|b/c implique a|a/b. Enfin,
au vu de la définition de =, ’axiome se réécrit plus joliment

alb/c | dlc = ald / ala/b,

signifiant que a|b/c implique d’une part 'implication dlc = al|d (ce que nous avons déja montre), d’autre
part ala/b (ce que nous avons rappelé).

2. Supposant a|b/c, utiliser 'axiome et la régle donne ala/b.

Supposant de plus a, réutiliser la régle donne b; or la régle appliquée a a et alb/c donne également c.
Imposer b = ¢ dans la régle donne (pour conséquent b et) pour antécédents a et alb/b = alb = a = b.
Imposer b = ¢ dans I'axiome montre que, de a = b, on peut déduire d|b = ald.

3. L’énoncé a|B/v est I'axiome. Lui appliquer deux fois de suite la régle a[b/c - ala/b donne afa/B,
puis ala/a (i. e. @« = «). Ce dernier instancie Pantécédent de la régle REG|. (replacer a et b par a),
d’ou le conséquent pla = a|p.

Enfin, la conclusion désirée 3 /7| est de la forme alp en remplagant (a,p) par (5/v,«), donc sera
déduite par la réegle REG|= de a = b et de p|b. Or en imposant a = b (tous deux remplacés par 8/7v), ces
implication et incompatibilité deviennent 5|y = 8|y et «|B/7v : deux théorémes.

Rmarques (caractére optimal). L’axiome de WAJSBERG (1926) alb/c | dlc = ald / ala/b améliore
I'axiome de Nicop? (1917) alb/c | e = e / d|b = a|d & deux égards : il posséde moins d’atomes et est organique

(au sens ot il ne contient pas de tautologies). Sur un pdf disponible® sur sa page web, Branden FITELSON donne
deux autres exemples de tels axiomes, 'un di & LUKASIEWICZ a|b/c | a|c/a / d|b = a|d et Vautre da a Ken
HARRIS et lui-méme a|b/c | alb/c / (d|c)]| (c|d) / (a|d). FITELSON affirme également avoir montré (sans référence)
avec HARRIS qu’il n’existe pas d’axiomes de longueur plus petite. En ce sens, nous ne pourrons améliorer les
résultats présentés dans ce devoir : un seul connecteur, une seule régle et un seul axiome de longueur minimale.

Objectif. Afin de retrouver tous les théorémes de la logique usuelle (les tautologies), nous n’allons pas
dériver a la main les quatorze axiomes de HILBERT & partir de ’axiome et de la régle ci-dessus. Nous allons plutot
montrer juste ce qu’il suffit pour établir le théoréme de complétude (dont toutes les tautologies découleront). Le
lecteur connaisseur de ce dernier pourra deés a présent essayer de le démontrer afin de voir de quels théorémes
il aimerait disposer — et ainsi de comprendre le fil de ce devoir. On encourage fortement a dresser une "carte"
des théorémes et régles établis et utilisés®.

2]e soulignage n’est qu'une aide a la lecture

3La regle REG|= est ainsi notée car mélange les connecteurs | et = .

4dont on trouvera une exposition dans A reduction in the number of the Primitive Propositions of Logic de Jean NI1cOD publié
en 1920 dans les Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 19 (1917-1920), 32-41 et disponible sur wikisource

Shttp ://fitelson.org/berkeley logic 2x2.pdf

6exercices ouverts : reprendre ce devoir pour les axiomes de LUKASIEWICZ et de HARRIS-FITELSON sus-mentionnés (en parti-
culier, trouver pour chacun une preuve de 'identit¢ = x)



2.1 Identité

Pour tout énoncé E, notons ig 'énoncé (d’identité) E = E.

Montrer que si 0 et x|x/0 sont des théorémes, alors i, en est un.
Montrer qu’il suffit pour conclure a i, de prouver a|e /(z|x/a) pour au moins un énoncé e.
Montrer s|q/r = ®/%|s pour un certain énoncé e & choisir (ici 7 abrége p|p/q).

En déduire x/ (z|z/a) |a pour un certain énoncé .

SUk W

Conclure au théoréme d’identité x = x.

Solution proposée.

1. Dans axiome «|8/7, on remplace (a,b,c) «— (x,z,0) : la prémisse a devient alors z|z/60, qui est
réalisée par hypothese, d’ou (via REG) le conséquent v, lequel s’écrit z|z/xz = iy, c. q. f. d..
2. Dans Ihypothése af @ / (z|z/a), remplagons a, b et ¢ par’ ¢ := p|q/r. La prémisse s’écrit alors i,

qui est un théoréme, d’ott l'on tire (via REG) z|x/i4. Puisque i4 est un théoréme (& = &), la question 1
s’applique en prenant ¢4 pour 6.

3. L’énoncé voulu est une implication de la forme 3, donc une conséquence (d’une instance) du théo-
réme a|a/B. En calquant sur la conclusion voulue s|q/r = o/4|s la forme visée d/c = a/d, on est amené
a substituer (s,q/r,e/%) a (d,c,a) avec e a choisir (et b encore a remplacer) : il suffit alors (grace a
REG) de réaliser la prémisse du théoréme aja/B obtenu aprés les substitutions précédentes. Cette pré-
misse s’écrit /% | b/ (q/7), qui sera de la forme e/¥|& en substituant p & b et un théoréme 3/%|¢ en

choisissant ﬁ pour e.

4. La conclusion désirée étant de la forme e/%|s ot I'on a remplacé (p, ¢, s) — (z,a, a), il suffit (d’apres
MP) de réaliser la prémisse s|q/r de implication précédemment établie (aprés substitution). Cette pré-
misse s’écrit aa/r, ce qui devient un théoréme i, en remplacant de plus r «— a.

5. La conclusion précédente est de la forme p|a : Pimplication p|a = «a|p nous donne alors (avec MP) a|p,
a savoir | x / (z|z/a), et la question 2 conclut.

Reprise linéaire de la preuve de z =z :

b ¢ . S .
e dans le théoréme a|a /B, remplacer T 5|’Y p gr s T donne pour prémisse 3/%|&, qui est un théoréme,
d’ou 'on infére le conséquent § = s|q/r = B/4]s;
e dans ce dernier, remplacer p Z 2 o donne pour prémisse a|a/a, qui est un théoréme, d’ou la

conclusion 3/4|s = B/ (z|z/a) |a;

e de cette derniére, 'on infere a|3/ (z|x/a) grace au théoréme pla = alp obtenu en instanciant p convena-
blement ;
b

e dans a|f/ (z|z/c), remplacer I Z ¢ T réalise la prémisse o = 44, d’ou le conséquent x|z /i ;

a b ¢

e ce dernier réalise 'axiome «|3/7 aprés remplacement T v oz i I, d’otl le conséquent v = z|z/T = iy
&

Remarques. Cette preuve de x = z est extraite (et distillée) de la page® 38 de I’ceuvre Logical works de
Mordechaj WASISBERG publiée en 1977 par la Polish Academy of Sciences. Dans cette page de I'article A new
azxiom of propositional calculs in Sheffers’s symbols, WASIBERG dérive en dix-sept étapes I’axiome de NICOD
depuis le sien’, I'identité i, étant obtenue au bout de la douziéme étape (les troisiéme et quatriéme n’y servant
pas). Il est remarquable que, a I’exception d’une preuve de i,, tout le reste de la preuve de la complétude de la
logique de N1coD'? s’adapte aisément pour montrer la complétude de la logique de WASIBERG. Ces quelques
remarques pour éclairer la construction de ce devoir.

Tdans ce qui suit, les points au-dessus de a, 3 et v signifient que ’on a remplacé les variables (a, b, ¢) par celles (p,q,r)

8 Attention : cette page (et d’autres) manquaient (début 2015) & ’exemplaire disponible 4 la BNF ! Nous avons pu nous procurer
larticle complet (pages 37-39) auprés de la bibliotheque d’Orsay.

9il aurait déja trouvé ce résultat en quatriéme année d’étude, soit en 1926-27

10 que nous présentons dans un autre devoir, aprés une patiente distillation de I’article de 1917 sus-cité



2.2

Commutativité, affaiblissement, tiers exclu, double-négation et incompatibi-
lités

Conséquences de ’identité.

ARl o A

Montrer la commutativité plq = q|p et le tiers exclu a = a.

En partant de q|p|p/q (o établir), montrer l'incompatibilité T = x|y.

En partant de q|p|q/p (& établir), montrer I’(autre) incompatibilité T = y|z.
En partant d’une instance de q|p|q/p, montrer l'affaiblissement p = (¢ = p).

En déduire la double-négation a = a.

Solution proposée.

1.

On applique la régle REGQ sur le théoréme ¢ = ¢. La régle de commutativité correspondante sera
notée COM.

L’énoncé @ = a se réécrit a|a, i. e. (’apres COM) ala = a=a = ig.

L’énoncé q/p|p/q équivaut (par COM) au théoréme p/qlg/p = p/q = q/p et réalise la prémisse
a b
ap v q
La prémisse de cette implication se réalisera (via COM) en i, aprés remplacement d « g, d’ou (MP) la
conclusion ¢|p|g, i. e. (COM) glqlp = §= qVp.

de l'axiome «|B/7 aprés substitution T ] d’ott (par REG) le conséquent § = d|g = ¢|p|d.

Comme ci-dessus, I'énoncé q/p|q/p équivaut via COM a un théoréme (cette fois i, /p) : en substituant
a b c
conclusion plglp = p=qVp.

d _
cette fois T _ T dans laxiome «|3/v, on obtient le conséquent § = plp = q|p|p, d’on la

— b d
On part cette fois du théoréme ¢/p|q/p (équivalant & i4/3) et 'on remplace I q;iﬁ ¢ ; » T, d’ou

le conséquent 3 = p|p = ¢|p|p et.la conclusion plg[p = p = (¢ = p).

Puisque @ se réécrit ala, a savoir @ = a, ’énoncé a = @ est une instance de p = (¢ = p).

La regle de commutation COM nous servira a de nombreuses reprises. Rappelons-la :

2.3

(COM)  de z|y déduire y|x.

Transitivité de 'implication

On souhaite établir la régle de transitivité de 'implication :

(TRANS) de a=b et b= c déduire a = c.

. Déduire la validité de TRANS de énoncé (plq/r) = (q|s = p|s).

Preuve de 1’énoncé suffisant.

2. En utilisant une incompatibilité, montrer l'implication o = 5.

3. En instanciant & deux reprises le théoréme plx/y = y/x|p (a établir), montrer b/dle | (e|d/b) puis

bld = ald | 5.

. Conclure en appliquant REG|¢ sur le théoréme o = .

Solution proposée.

1.

En remplagant dans ’énoncé ‘Z Z T, on obtient (a = b) = ((b=c¢) = (a = ¢)), dou la

oS3

q
b
régle TRANS en appliquant deux fois MP.



2. On veut obtenir |3, ce qui revient & §la par COM : suffirait & notre bonheur 'implication «|8/v =
Bla. Or cette derniére peut étre obtenue par REG|— (avec a) depuis I'implication 8 = 3/, laquelle est
une instance de I'incompatibilité T = zl|y.

3. Le théoréme plz/y = y/x|p s’établit en appliquant REG|= avec p au théoréme y|z = x|y.

Il se réécrit (pla/y) | y/x|p, ou encore (COM) y/z|p | (p|x/y), ce qui est le premier énoncé voulu (&
un réétiquetage pres).
On réinjecte alors I’énoncé que 1'on vient d’établir b/d|e | (e|d/b) en prémisse dans le théoréme plx/y =

y/z|p en substituant T p_v 4 T d'ott (REG) (d|b) / e | b/dle et (COM) bjdle | (dJb) / e : il

b/dle e dJb
suffit alors de remplacer e < a|d pour obtenir le second énoncé voulu.

4. Pour conclure, la régle indiquée nous donne (& partir du théoréme o = 3) des théoremes p|8 = a|p;
or on vient de montrer bld = a|d | 5, ce qui incite (afin de réaliser p|f) & substituer p « b|d = a|d. On en
tire (REG) (alb/c) |p, ce qui se réécrit alb/c = (b|d = a|d), CQFD.

Remarque de détail. L’implication o = [ peut en fait s’établir directement (sans utiliser les consé-
a=FEF FE=1b
a=b
ci-dessus) uniquement pour les énoncés E tels que x|E = E|z; nous aurons hélas également besoin de cette
régle pour les énoncés E atomiques, lesquels ne valident pas trivialement la condition z|E = E|z! C’est pour-
quoi, afin de simplifier, nous avons présenté dans ce travail une preuve de TRANS utilisant plus d’outils que

nécessaire, ces outils devant de toute facon nous servir ailleurs.

quences de 'identité sus-développées) et ’on en déduirait la regle TRANS

(suivant l’exercice

Preuve (anecdotique) de a = .  Notons CO la régle s|& - &s, validée par le théoréme s|& = &|s.
e le théoréme i, s’instancie en ig = 3|3, d'ou (CO) B|6;

e le théoréme s|& = a|s s’instancie en v|8 = 8]y = /8 | Bly, dou (CO) Bly | v/8;

% I d’ott (REG) le consé-
1 (CO) B | By = B =B/,

e ce dernier est prémisse de 'axiome o'z|B/ﬁ instancié selon T ﬁ—h 3
quent ¥ = B|8 = Bly |7B Le premier point Blp donne alors (MP) Bly | B, d
puis (REG|%) a|8/y = Bla, dou (MP) Sla et (CO) o = a = 0.

B
6

2.4 Théoréme de la déduction

Rappelons I’énoncé du (méta-)théoréme de déduction qui relie implications et inférences : si A est un
ensemble fini de formules et A une formule, alors affirmer que U'on peut déduire de A et de A un énoncé B
revient & affirmer que l’on peut de A déduire A = B. En bref!! :

A A+ B ssi AF A= B.

Preuve du théoréme de la déduction.
1. Prouver les deux théorémes de contraposée : (a = b) = (b=>a) et (b=>a) = (a = b).

2. Etablir la régle de disjonction des cas :
"de deux implications de la forme F = E et F = E, on peut déduire E".

3. Prouver la validité de la régle de contraction "de a = (a = b) déduire a = b".
4. Légitimer la régle "de p = q déduire (¢ = E) = (p= E)".

5. En utilisant deux fois la régle ci-dessus, établir la régle :
"de a = b et a = (b= c¢) déduire a = c".

6. Montrer Uimplication alb/c = (a = c) et conclure au théoréme de la déduction.

Hla réciproque est laissée aux soins du lecteur



Solution proposée.

1. La contraposition s’écrit a|525\5, ce qui découle de REG|:> appliquée aux théorémes aZE avec b
ainsi que de COM et TRANS pour transformer b|a et a|b en les implications alb et b|a.

2. Appelons TE la régle "de @ déduire a". De F = E l'on tire (par contraposée) E = F et (TE et
TRANS) E = F, d’'ott (via F = E et TRANS) E = E, ce qui s’écrit E|E, ou encore E, d’ott (TE) E.

3. Supposons a = 6 ou l'on a noté 6 'implication a = b. Pour prouver cette derniére, il suffit (par
disjonction des cas) de montrer @ = 6, ce qui découle (via TRANS) des théorémes d’affaiblissement @ =
(b= a) et de contraposée (b= a@) = 6.

4. Supposons p = ¢. On en déduit (REG|) E|q = p|E, or on a le théoréme ¢q|E = E|q, d’ott (TRANS)
q|FE =p|E, c. ¢ [ d.

5. Appliquer la régle que l'on vient de légitimer depuis I’hypothése a = b en remplagant I Z Z f T
Pq E

donne (b = ¢) = (a = ¢) et 'appliquer depuis ’hypotheése a = (b = ¢) en remplacant b amc

donne [(b = ¢) = (a = ¢)] = [a = (a = ¢)], d’on (TRANS) a = (a = ¢) puis (par contraction) a = c.

6. On veut alb/c = af¢, ce qui découle du théoréme (incompatibilité) ¢ = blc en appliquant REG|—
avec a puis TRANS avec ¢la = ale.

Comme en logique usuelle, on récurre sur la longueur des preuves. Supposons que A et A prouvent B.
Il y a donc une suite de propositions Ay, ..., A, = B qui sont ou bien des axiomes ou des formules de A
(donc conséquences de A), ou bien'? A, ou bien déduites des précédentes.

Le cas ou B est un axiome ou une formule de A est trivialisé par affaiblissement B = (A = B) ; le
cas B = A également par I'identité A = A. Reste la cas out B est déduit d'un A4; et d'un A;-;, lesquels
sont nécessairement (par définition de REG) de la forme P et P|Q/B. Par ailleurs, ils sont prouvés par A
et A, d’ou par hypothése de récurrence les implications (prouvées par A) A = P et A = P|Q/B. Vu enfin
Iimplication P|Q/B = (P = B) montrée en début de question, on en déduit (TRANS) A = (P = B),
d’ou (question 5) A = B comme voulu.

2.5 Théoréme de complétude

On note At I’ensemble des atomes propositionnels de notre langage. Pour toute formule F' écrite dans ce
langage, on note At F' la partie formée des atomes apparaissant dans F. De méme, si F est un ensemble de
telles formules, on notera At F := Jp. » At F' 'ensemble des atomes de toutes les formules de F.

On appelle valuation toute application v a valeurs dans {0,1} définie sur une partie de At (appelée le
domaine de v et noté Domv). Toute valuation v peut étre prolongée d’une unique maniére aux formules F’
dont les atomes ont une image par v en imposant de maniére inductive les quatre égalités'® (pour toutes

formules G et H dont les atomes tombent dans Domv)
v(GIH)=0ssiv(G)=1=v(H).
Lorsque v (F') = 1, on dit alors que v valide F et on note v = F. On notera enfin
Dy,:={a;v(a)=1}1I{a; v(a) =0}  (qui est validé par v)

I’ensemble obtenu & partir de Dom v en remplagant par leurs négations les atomes non validés par v.
Une tautologie © est une formule validée par toute valuation (définie partout'*). On note alors = ©.
1. Montrer que les théorémes sont des tautologies.

La réciproque fait 'objet du (méta-)théoréme de complétude :

EOssi HO.

2hien sar rien n’empéche A € A, auquel cas notre disjonction ne serait pas rigoureusement ezclusive
13 ¢’est-a-dire via la table de vérité du connecteur NAND
M cela revient a étre validée par toute valuation dont le domaine contient At ©



2. Fixons une valuation v. Montrer que, pour toute formule F dont les atomes tombent dans Domuv :

st v F, alors D, + F
si v~ F, alors D, - F

3. En déduire que les tautologies sont les théorémes (on pourra utiliser la régle de disjonction des cas).

Solution proposée.

1. On raisonne par récurrence sur la longueur de la preuve des théorémes. (Nous avons en substance
déja fait le travail lorsque nous avons vérifie en logique classique.la validité de la régle REG et de
laxiome «|8/7.)

Vérifions que les axiomes sont tautologiques (longueur minimale). Il n’y en a qu'un seul, de la
forme «|B/~. Nous laissons le lecteur sceptique regarder les seize valuations possibles.

Soit ensuite F un énoncé déduit de deux théorémes. Puisqu’il n’y a qu’une seule régle, ces théorémes
ont pour formes respectives P et P|Q/E. Par hypothese de récurrence, ces théorémes sont des tautologies.
Soit v une valuation définie partout. Alors v valide P et P|Q/FE, donc v ne valide pas Q|E, i. e. v valide @
et E, dou v |E E, ce qui conclut.

2. On raisonne par récurrence sur la complexité de F'.

Soit f un atome tombant dans Domw. Si v = f, i. e. v(f) = 1, ou encore f € D,, alors D, + f.
Sinon, D, contient alors f, d’oit D, - f.

Soit F' non atomique telle que At ' C Domw. Soient G et H deux formules telles que F = G|H.
Observer que, v étant définie sur At F' = At G U At H, les validités de G et de H font sens. Si v = F,
alors v ne valide pas simultanément G et H (sinon v validerait la conjonction G A H = G|H = F);

G G G
supposant!'® v £ Jie on obtient par hypothése de récurrence D, F T et les théorémes T = G|H

permettent de conclure dans chacun des deux cas. Si maintenant v = F', alors v valide G|H = GAH, donc v

valide a la fois G et H, d’ou (par hypothése de récurrence) { g” t IG{ et la conclusion D, - GAH = F.
v
3. Soit © une tautologie. Explicitons At© = {a,b,c, ..., z} (qui est bien fini). Puisque toute valuation

valide ©, chaque valuation vérifiera D, F O, mettons A, B,C, ..., X,Y, Z F © ou chaque majuscule latine
est un atome ou sa négation et ol chaque atome apparait une fois exactement. Le théoréme de la déduction
permet alors d’obtenir successivement
AB,..X)Y,Z + ©
AB,.. XY + Z=0
AB,..X + Y=(Z=0)

AB + C=[D=E=[--X=Y=Z=0)):])]
A F B=C=D=FE=[--X=>Y=Z=0)])-]))
F A=B=C=[D=(E=[--X=Y=Z=0)]) D).

L’idée est maintenant d’utiliser la régle de disjonction des cas afin de faire tomber chaque prémisse en téte
de la longue implication ci-dessus : quand il n’en restera plus, seul survivra - ©, notre souhait.

Une notation indezée nous aidera a rédiger la récurrence : définissons n le nombre d’atomes de O et
renommons-les (a1, as, ...,a,) := (a,b, ¢, ..., z). Pour tout entier k € [1,n], on note Fj, "énoncé

pour tout A € Aag, a5} X {ag+1, 0541} X - X {an,an},
ona F Ag= (Ara1=> (- (A1 = (4, =0))--+)).

L’initialisation E; a été effectuée au paragraphe précédent : lorsque v décrit les valuations définies exac-

=S
tement sur At ©, la suite A décrit tout le produit [T, {a;,@;}. Soit alors k € [1,n] un entier tel que Ej.
Soit A € [T, {as,a;}. Notons

I:=Apt1= (- (An—1 = (4 = 0))---) Pimplication désirée (qui conclura & Fry1).

ap =1

D’aprés Ej, on dispose des deux implications { ar =1

d’ou I découle par disjonction des cas.

Sen fait, seul nous suffira le conjoint "si v &= F, alors Dy, = F"; comme le montre la récurrence, il est plus que commode
d’incorporer le deuxiéme conjoint "si v = F, alors D, F F" dans I’énoncé a établir



