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Résumé. On montre ici que le calcul des prédicats, muni des 5 connecteurs = AV = <= régis

par les 14 axiomes de Hilbert et de la régle du modus ponens peut se réduire a un seul connecteur | et un seul
axiome (avec toujours une seule régle).

Remarque historique. D’aprés Mordechaj WASIJBERG, Jean NICOD est le premier a avoir réalisé cela,
dans Particle (disponible sur wikisource) A reduction in the number of the Primitive Propositions of Logic
publié’ en 1920. Dans ce DM, nous avons en substance traduit, (corrigé, )distillé et commenté cet article. Le
lecteur uniquement intéressé par le résultat optimal de WAJSBERG consultera 'autre DM, bien mieux rédigé et

mis en forme que celui-ci et qui contient tout le fond de ce dernier?.

Notations.
La négation d’une proposition sera indifféremment notée " A ou A.
Les variables propositionnelles seront a, b, c... ou p, q,r...

L Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 19 (1917-1920), 32-41
2seule différent les preuves de lidentité a = a



1 Le connecteur de Sheffer en logique classique

En logique classique, on définir le connecteur de Sheffer, ou d’incompatibilité, par a|b := @V b (connecteur
NAND). On pourra noter / pour signifier que les autres connecteurs sont prioritaires sur / (par exemple, a|b/c
signifie al (bc)).

1. Ezprimer tous les connecteurs usuels a l'aide de |. Faite de méme a partir du connecteur NOR al|b := aAb
et donner un argument en faveur de |.

2. Que signifie la proposition alb/c ? Montrer que l'on peut en déduire d|b — ald.
3. Montrer que a = b implique p|lb = alp.

Solution proposée.

1. Les connecteurs = <= <= s’exprimant a l'aide de A, V et —, il suffit de récupérer ces derniers.
Ab=aAb=alb , _ —
Or on observe @ = ala, don { * an2 a|7 . On aurait de méme @ = alla et { aVb 2”9 ,
avVb=aVb=alb aNb=allb

Jusqu’a ce stade, les connecteurs | et || jouent un role symétrique (en échangeant A et V).
En revanche, I'implication a = b =aV b = al|b s’écrit a|b = al|b, ce qui s’exprime plus facilement
avec | qu’avec || (de méme pour <= ). A contrario, équivalence a <= b= (a = b) A (a < D)

s'écrit a/bla/b = (al|b) || (al|b) et s’exprime plus facilement avec || qu’avec |. Précisément parce qu’une
équivalence est une conjonction d’implications (et parce que beaucoup de théorémes sont seulement des
implications), nous préférerons | sur ||.

2. En remarquant p|g = plg =p == ¢ (dire que p et ¢ sont incompatibles, c’est dire que p entraine la
négation de l'autre), puis que que x|y = TVYy = = Ay (nier 'incompatibilité de = et y, c’est dire qu'ils
sont tous deux vérifiés), on traduit a|b/c = a = blc = a = b A ¢, autrement dit "a entraine b et c".
Si l’on suppose de plus d|b, alors a et d sont nécessairement incompatibles (si a est vérifié, b et ¢ le sont
d’apres alb/c, donc b l'est, d’ou la fausseté de d d’apres d|b).

3. Supposons a = b; si p et b sont incompatibles, alors a et p le sont nécessairement (si a était vrai,
b le serait d’aprés a = b, donc p serait infirmé d’apres p|b).

2 Logique de Nicod

On se donne pour langage un unique symbole |, & partir duquel on définit quatre connecteurs (un unaire et
trois binaires)
a aAb aVb a =1

ala  alb @b alb

On se donne pour seule régle (dénotée par la suite REG) de pouvoir déduire de @ et alb/c la proposition c.
On se donne pour axiomes toute instance de 'unique formule

[alb/c] |[ele/e] / [(d]b) | (ald) / (ald)] -

, . o = 7= o=
On abrégera par la suite .
serap alb/c elefe (dIb)|(ald) / (ald)

1. Vérifier la validité de la régle et de ’axiome en logique classique.

2. Ezxpliquer en quoi la forme de l’aziome permet d’établir des théorémes autres que des instances de celui-ci.
En établir un.

3. Montrer que la régle du modus ponens est valide. (Ce dernier sera invoqué par le sigle MOD.)

4. Montrer que, de a = b, on peut déduire p|b = a|p. (Cette regle mélangeant les connecteurs | et —
sera appelée REG| —, )

Solution proposée.



1. Au vu de la définition de = , Paxiome se réécrit plus joliment
(alb/e)| (e = €)/(d/b = a/d).

En logique classique, c’est dire que a|b/c implique d’une part la tautologie e = e (ce qui est tautologique)
d’autre part Pimplication d/b = a/d, ce que nous avons déja montré. Par ailleurs, nous avons montré
que a|b/c entrainait b et ¢, en particulier ¢, d’ou la validité de REG.

2. Vue la régle, on ne peut partir que de deux énoncés a et alb/c qui soient tous deux axiomes. Par
conséquent, la forme «|i/y de 'axiome doit permettre de substituer & o un axiome — or c’est le cas puique
« est de la forme a|b/c. Par exemple, en remplagant (a, b, ¢) < (o, ,7), on peut déduire des deux axiomes
ali/y et (ali/y)]i/ (d|i = ald) le théoréme d| (e = e) = (alb/c)|d.

3. Prendre b = ¢ dans la régle donne a|b/b=alb=a = b.

4. Prendre b = ¢ dans I’axiome montre que, de @ = b, on peut déduire d|b = ald.

2.1 L’identité ¢« = a et la commutativité a|b = b|a

On note co 'énoncé (de commutativité) dle = eld.

1. Montrer U’énoncé V := i|i/co, puis en déduire pli/q = q/i|p.

2. Ezpliquer pourquoi la proposition co/ili est de la forme a. Montrer /il = V|vy/i et conclure & i puis
a co.

La régle de commutation (de x|y déduire y|z) sera notée COM.
La regle découlant de i (de ala = b déduire b) sera notée ID.

Solution proposée.

1. La forme de V nous incite & montrer qu’il s’agit d’une instance de ’axiome : pour faire apparaitre
e = e a gauche, on prend a, b, ¢ < e, ce qui suffit & notre bonheur.
Ensuite, pour utiliser V', on fait apparaitre du V|?/? en prenant 1’axiome avec a,b < i et ¢ < co,
d’ott I'on déduit (REG) d/i = i/d puis (REG| —, avec p) pli/d = d/i|p comme voulu (les variables
d, p et celle apparaissant dans ¢ sont indépendantes). Cet énoncé permet d’échanger deux lettres de part
et d’autre de 7; on le notera (trés temporairement) éch.
2. L’énoncé 4 est une implication, donc de la forme x|y, de sorte que n’importe quoi du type ?|i est de
la forme ?|z/y et donc de celle de «.
L’implication demandée découlera de REG‘ —. utilisée avec /i sur U'implication V. = «; or cette
derniére s’écrit i|i/co = co/ili, ce qui est une instance de éch.
Pour conclure, on écrit axiome «li/y, d’ou (éch et MOD) ~/i|a et (MOD) Vl]v/i, d’ou l'on tire
(REG) i et (REG‘ —, avec d) co.

Reprise linéaire de la preuve de a = a.
. ) . a b c ,, . ..
e laxiome «|i/7, aprés remplacement e e o s’écrit i|ifco =: V;

b ¢ d

e remplacer? i i co dans 'axiome «i/~y réalise la prémisse V, d’ott (REG) le conséquent i = i|7,

d’ou (REG‘:) &li/y = 4|i/& dont la prémisse est un axiome, d’ou (MOD) 4|i/d;
b ¢ d

i o V dans I’axiome i/ réalise la prémisse V, d’ott (REG) le conséquent co|i = ilco,

b
coli e

e remplacer

d’ou (REG|:) ii/co = coli/i, qui est de la forme V' = & aprés remplacement

y/ilee = V|%/i puis (MOD) V|¥/i et (REG) i.

g , dou (REG|—,)

3on pointe « et v pour signaler que les variables a, b, ¢ peuvent étre instanciées par d’autres lettres, afin d’éviter toute confusion
entre les lettres instanciées a, b, ¢ et celles qui apparaissent dans les instances



2.2 La tautologie « = (b = a) et le tiers exclu

1. Montrer (a = b) = (b|a), en déduire § = p|p/q, d’ou conclure p = (¢ = p).
a.

2. Montrer les énoncés a Z

La regle tautologique (de a déduire b = a) sera notée TAUT.
La regle du tiers exclu (de @ déduire @) sera notée TE.

Solution proposée.

1. On veut alb = b|a, ce qui est une instance de COM.
Pour réaliser la prémisse a = b, on peut réaliser une instance de COM, par exemple en prenant

(4) < (’q’?g), d’ott (MOD) q/p|p/q. La forme voulue ¢/p|p/q s’obtient en remplacant p par p.

On fait apparaitre la proposition § = p[p/q en téte de 'axiome en substituant dans ce dernier
(a,b,¢) — (= p,D,q), dou 'on déduit (d|p) = (g = p|d). On réalise ensuite d|p en remplacant
d — p (c’est l'identité p = p), d’ou 'on tire (ID) § = p|p, d’ou (COM) p|g = p, ce qui est la
forme cherchée.

2. Puisque @ se réécrit @la, a savoir @ = a, ’énoncé a = @ est une instance de p = (¢ = p).
L’énoncé @ = a se réécrit ala, qui est équivalent (COM) a @|a, donc a 'identité @ = a.

2.3 La transitivité de I'implication (a|b/c) = (b|d = ald)

On souhaite établir le théoréme (appelé par la suite trans)
alb/e = (bld = ald).

Commentaires.

1. Déduire de trans la régle TRANS :

de a = betb = c l’on peut déduire a = c.

2. Etablir la regle "de alb/c déduire (d|b = al|d)" et commenter.
Preuve.

3. En utilisant l’énoncé %|p/q prouvé dans la prewve de TAUT, montrer x V y/x et en déduire o = =y
(utiliser laziome en prémisse d’une implication).

4. En invoquant & deux reprises le théoréme plx/y == y/z|p (a établir), montrer b/d|e| (e|d/b) puis
bld = aldl]y.

5. Conclure en appliquant REG| —. sur le théoréme @ = .

Solution proposée.

1. En prenant ¢ = b et d « d, on obtient (a = b) = ((b = d) = (a = d)), d’oi1 la régle
TRANS en appliquant deux fois MOD.
2. 1l s’agit de déduire de a la conclusion 7. L’axiome «|i/y et la régle REG sont faits pour cela.

La différence avec I’énoncé trans est, d’une part dans l'ordre b|d au lieu de d|b (ce qui expliquera
Pintervention lourde de COM dans la preuve qui suit) d’autre part dans le fait que trans est un théoréme
(ce qui est plus fort que la régle qui en découle).

3. Vue la définition de V, la régle COM permet d’écrire la commutativité de V. On fait apparaitre en
b d N
téte de Paxiome I’énoncé rappelé en substituant ﬁ » Z 7 d’ou (REG) p/p = ¢/pVp et (ID)

q/p V p, ce qui conclut par COM.

On veut obtenir a|7 (ce qui revient a ¥|a par COM) et I’on aimerait utiliser 'axiome «|i/~ en prémisse
d’une implication : suffirait & notre bonheur 'implication «a|i/y == 7|a. Or cette derniére peut étre
obtenue par REG| —. (avec «) depuis 'implication 7 = i/, laquelle est une réécriture du théoréme
v Vi/y.



4.

2.4

Le théoréme & établir se déduit en appliquant REG| —. avec p au théoréme ylx = x|y (c’est co).

Il se réécrit (p|z/y) |y/z|p, ou encore (COM) y/z|p| (p|z/y), ce qui est le premier énoncé voulu (a un
réétiquetage pres).

On le réinjecte alors en prémisse dans le théoréme ci-dessus en prenant (p,z,y) «— (b/d|e, e, d/b)7

d’ou (REG) (d|b) /e|b/d|e et (COM) b/dle| (d|b) /e : il suffit alors de prendre e « a|d pour obtenir le
second énoncé voulu.

Pour conclure, la régle indiquée permet de déduire de « = v des théorémes p|y = alp; or on
vient de montrer b|d = ald|vy, ce qui incite (afin de réaliser p|y) & prendre p «— b|d = a|d. On en tire
(REG) (alb/c) |p, ce qui se réécrit alb/c = (bld = ald), CQFD.

Complétude de la logique de Nicod

Vers le théoréme de la déduction.

1.

5.

Prouver les théorémes suivants (contraposée) (a = b) = (b = a) et (b = a) = (a = b).

En déduire que, si un énoncé est impliqué par une formule f et sa négation f, alors cet énoncé est un
théoréme. Prouver alors la validité de la régle "de a = (a = b) déduire a = b"

. En utilisant deux fois la régle (& légitimer) "de p = q déduire (¢ = E) = (p = E)", établir la régle

"de a = beta = (b = c¢) déduire a = c".

. Montrer limplication alb/c = (a == ¢) et conclure au théoréme de la déduction ; si A est un ensemble

fini de formules et a une formule, alors affirmer que l'on peut déduire de A et de a un énoncé e revient
a affirmer que l'on peut de A déduire a — e.
Vers le théoréme de complétude.

. Pour v distribution de vérité, on note A, l’ensemble formé des variables satisfaites par v et des négations

des autres variables. Montrer quun v (ne) satisfait (pas) une formule ssi A, prouve (nie) cette derniére.

Conclure au théoréme de complétude.

Solution proposée.

1.

~ La contraposition s’écrit a|b <::> bla, ce qui décgule de REG‘ — appliquée aux théorémes a <::> a avec
b ainsi que de COM et TRANS pour transformer b|a en l'implication alb.

Notons E notre énoncé : on a alors f => F et f = FE, d’ou par contraposée E = fet(TE et
TRANS) E = f, d'ou (TRANS) E = E, ce qui s’écrit E|E, ou encore E, d’ott (TE) E.

Supposons a == 6 ou I'on a noté ¢ 'implication a = b. Pour prouver la these 0, il suffit de montrer
a = 0, ce qui découle de la tautologie a — (b == E) et de la contraposée (b - E) = 0.

Supposons p = ¢. On en déduire (REG|—,) E|¢ = p|E, or (co) q|E = El|q, dou (TRANS)
q|E = p|E, cqfd.

q

b donne (b = ¢) =

Appliquer la régle depuis '’hypothése « = b en remplagant Z

q E
b=c a=c
(b = ¢) = (0 = ¢)]= [a = (a = ¢)], d’oi (TRANS) a« = (a = c¢) puis (question 1)
a = c.

(a = c¢) et Pappliquer depuis 'hypothése a = (b = ¢) en remplagant P donne

On veut alb/c = alc, ce qui découlerait de I'implication ¢ N b/c en appliquant REG| —. avec
a, laquelle s’écrit ¢|bjc. Or partir de I'identité z|y|x/y permet de récolter djly = xz[y|d dont on réalise la
prémisse en prenant d < g, ce qui fournit la conclusion recherchée. (modulo tous les COM et TRANS)

Comme en logique usuelle, on récurre sur la longueur des preuves. Supposons que A et a prouve b. 11
y a donc une suite de propositions ag, ..., a, = b qui sont ou bien des axiomes (ou des formules de A4), ou
bien a, ou bien déduites des précédentes.

Le cas ou b est un axiome ou une formule de A est trivialisé par la tautologie b = (a = b) ; le
cas b = a également par I'identité a = a. Reste la cas o b est déduit d’un a; et d’un a;-;, lesquels
sont nécessairement (par définition de REG) de la forme p et plg/b. Par ailleurs, ils sont prouvés par
A et a, d’ou par hypothése de récurrence les implications (prouvées parAd) a = p et a = plq/b.
Vu enfin l'implication p|¢/b = (p = b) montrée en début de question, on en déduit (TRANS)
a = (p = b), d’ou (question 2) a = b comme voulu.



On raisonne par récurrence sur la complexité de la formule f. Supposons f une variable : alors elle
appartient & A, dés que v la satisfait, tandis que sa négation est dans A, dans le cas contraire. Supposons
a présent f de la forme g|h : si v satisfait g|h, alors v ne peut satisfaire g et h, donc A, prouve g ou prouve
h et 'on conclut en invoquant le théoréme sus-montré T == yl|z (avec au besoin COM). L’argument est
semblable lorsque v ne satisfait pas f.

(esquisse de preuve) Soit f une formule valide dont on note A I’ensemble des variables. On se donne
une distribution de vérité v sur A. Pour toute variable a € A, la distribution v, définie par a +— v (a) et v
partout ailleurs satisfait f, donc A,,, prouve f, tout comme A,,.Or ces deux ensembles sont de la forme
BuU{a} et BU{a}, donc B prouve f d’apres la question 1. On récurre alors pour faire disparaitre toutes
les variables dans A (preuve détaillée dans le DM sur WAJSBERG).

Exercices divers (matériel originel inutile)

Pour ceux qui voudraient encore s’entrainer a pousser des symboles, on regroupe dans cette derniére section
quelques énoncés, souvent tirés de Particle de NI1COD (tous étant tautologiques et donc conséquences du théo-
réme de complétude que nous venons d’établir). Ils n’apportent rien au fond et ont pour seul intérét d’établir
directement les axiomes usuels du calcul propositionnel (d’ou le théoréme de complétude) sans utiliser la section
précédente. Le lecteur pourra ainsi juger de lui-méme la concision de notre distillation de ’article de NICOD ou
nous avons choisi d’établir dés que possible le théoréme de complétude.

3.1

Le modus ponens érigé en théoréme

On se propose de montrer le théoréme (ci-aprés dénommé mo)

a = (a/blb).

Commentaires.

1. Déduire de mo le théoréme a = ((a == b) == b) et justifier le lien avec le théoréme de la déduction
de la logique classique.
Preuve.

2. Montrer que l'on peut déduire des implications a = b et a = (b = c¢) Uimplication a —>
(a = o).

3. En utilisant le théoréme x V (y/x) établi plus haut, montrer que Mo = a.

4. En égalant certaines variables dans trans, établir a — (a\b == 5). Montrer d’autre part a Uaide de
trans Uénoncé (alb = b) = (blb = a/bJb).

5. A laide du théoréme b = dla (& prouver), établir a = mo et conclure a mo.

Solution proposée.

1.

11 suffit de remplacer b « b. Lorsque 'on dispose d’un théoréme a = b, on en déduit immédia-
tement la régle "de a on peut déduire b". La réciproque est I'objet du théoréme de la déduction : si d’un
ensemble E de formules on peut déduire avec e un énoncé a, alors de E on peut dériver e = a. Dans le
cas du modus ponens "de a et ¢ => b on déduit b", on obtient "de a on déduit (a = b) = b" puis
"de rien on déduit a = ((a = b) = b)", ce qui est le théoréme mo.

La conclusion peut s’obtenir & ’aide de TRANS
(o =7 = [ = (e = ¢) = (6 = (a = 0))]

si 'on trouve un ? réalisant les deux implications ou il apparait. Prendre b ou b = ¢ satisferait la
premiére d’aprés les hypothéses — mais la seconde ? En observant que (b = ¢) = (a = ¢) vient de
a = bet de TRANS, on est comblé.

L’énoncé voulu mo = a se récrit mo|a, ce qui équivaut (COM) a a|mo, i. e. & @ = mo, ou
encore & & = (a = (a/blb)). Or le théoréme rappelé z V (y/x) s’écrit aussi T = y|z, ou encore
(COM) T = z|y. Il suffit pour conclure de prendre y = a/blb.




4. Prendre (§) < (§) dans trans donne (b => a) = (alb = b). Or, on dispose de la tautologie
a = (b = a), doit I'on déduit (TRANS) a = (alb = b).
Prendre (a,b,c,d) < (a/b,b,b,b) donne (alb = b) = (b|b => a/b|b) comme voulu.
5. La question précédente doit nous inciter immédiatement & établir (via TRANS) a = (b|b = a/b|b).
Par ailleurs, vu le théoréme b|b, TAUT permet d’écrire @ == b|b. La question 2 permet alors d’obtenir

a = (a = a/blb), & savoir a == mo. Pour conclure, on recolle Mo = a et a = mo via
TRANS, ce qui donne mo = mo, i. e. mo, ou encore (TE) mo, CQFD.

3.2 Axiomes du calcul propositionnel

Retrouver tous les axiomes usuels du calcul propositionnels.

Il suffit d’établir n’importe quel systéme d’axiomes aboutissant au théoréme de complétude, par exemple les
quatorze axiomes de HILBERT. Nous prendrons pour notre part les onze axiome du cours de Patrick DEHORNOY*.

Axiomes de —.
_ Les énoncés du tiers exclu et de double négation ont été montrés. Reste la contraposée, qui s’écrit aussi
alb z bla, ce quiidécoule de REG| — 7appliquée aux théorémes a <::> a avec b ainsi que de COM et TRANS
pour transformer b|a en 'implication a/b.

Axiomes de V. B
a = (aVb)seréécrit a = (@ = b), ce qui découlera de a = (b = @) (TRANS et contraposée),

qui en retour peut étre déduit de @ = (b = @) (TRANS et TE), ce qui est taut.
b = (aVb) seréécrit b = alb, soit encore b = (@ == b), ce qui est taut.
a = (aVb = b)seréécrita = ((@ = b) = b), ce qui est mo.

Axiomes de A. B B

aNb = | se déduisent des contraposées de § == aV b.

a = (b = aAb) se réécrit a = (b|a7|b>7 ce qui revient (TRANS et COM) 4 a = (a7|l)|b), ou
encore (on va le montre) & a = (a/b|b), ce qui est mo. Pour combler notre lacune, on part du tiers exclu
alb = alb, on applique REG| —, avec b pour dériver alblb — a/blb (invoquer COM et TRANS pour rétablir
lordre), puis on invoque TRANS pour obtenir I’équivalence annoncée.

Axiomes de <.
Nous n’avons pas défini de symbole <= . Sil’on le fait a I’aide d’une conjonction d’implications réciproques,
les axiomes de <= découleront trivialement de ceux de A.

Axiomes de —.

La tautologie a« = (b = a) a déja été établie.

(a = (b = ¢)) = ((a = b) = (a = ¢)) : il traduit en théoréme la régle de la question 2 dont
nous avons eu besoin pour établir le théoréme de la déduction. Nous laissons le lecteur en trouver une preuve
directe "courte", a défaut de laquelle la concision de notre démarche nous semblera acquise.

3.3 Quelques théorémes en plus pour la route

1. Etablir les théorémes

a = b avb b~ avb arb _ avh.

2. Montrer (a = blc) — (b = alc) et en déduire

(a:>(b:>c))Z(b:>(a:>c)).

4http ://www.math.unicaen.fr/~dehornoy/Surveys/DehornoyChap6.pdf (page 163 du cours, chapitre 6)



3. Montrer (a = b) = (pVa = qVD).

4. Montrer [a = (b = ¢)] = [d = b) = (a = (d = ¢))] puis [a = (b = ¢)] =
[(bVe) = (a = ¢)].

5. Montrer a A (alb/c) = ¢ (traduit la réegle REG en théoréme).

Solution proposée.

1. L’énoncé @ V b se réécrit alb, autrement dit @ = b. Vue I'équivalence a — @, le premier duo de
théorémes tombe par TRANS.

L’énoncé @ V b se réécrit E\g. Appliquer REG‘ —. aux théorémes b — b avec @ donne ﬁ\g — bla, ce
qui revient (via TRANS et COM) a alb — alb, tandis que Pappliquer aux théorémes a _ @ avec b donne
(modulo TRANS et COM) @b — alb. On conclut en invoquant TRANS?.

L’énoncé a A b se récrit alb, ce qui équivaut (TE) a alb, donc a @V b par ce qui précede.

2. Vue la symétrie entre a et b (et TRANS), il suffit de ne traiter que un sens. Remplacer dans trans
(b,¢,d) — (b|e,blc,¢) donne (a = blc) = (b/clc = alc). Or, mo nous dit que b = b/c|c, d’ou
(TRANS) (b/clc = alc) = (b = ac) et (TRANS) le résultat.

Le corollaire s’obtient en remplagant ¢ « €.

3. trans nous dit alb/c == (b|d = ald), d’ont appliquant le théoréme précédent (avec TRANS)
bld = (alb/c = ald). Pour conclure, il suffit de substituer ¢ = b et () « (%).
4. C’est le théoreme de la déduction pour la régle "de d = beta = (b = c¢) on déduit

a = (d = ¢)". Or on peut montrer celle-ci a 1’aide des théorémes (trans)

d=1b) = [b= ¢ = (d= ¢)et
6 = b = ¢)] = [(b=0¢ = (d= ¢) = (a6 = (d = ¢))].

Ainsi, en appliquant la régle que l'on vient de rappeler aux deux théorémes ci-dessus (ils sont de la forme
D = Bet A = (B = ()), on tombe sur le théoréme voulu.

Prendre d = ¢ et invoquer TE donne le résultat.
5. On veut ¢ = (6Va|b/c), i.e.t = [aV(aA(b = ©))]. On fait apparaitre 'implication
i := (b = ©) en invoquant la tautologie ¢ = 4; il suffit alors de montrer i = (@ V (a Ai)), i. e.
i = (a = (aAi)),ouencorei = (aAi = @), 1. e.i = ((i = @) = @), ce qui est mo.
(on laisse le détail des contraposées aux soins du lecteur).

5On déduirait plus généralement des implications a = a’ et b = b’ I'implication alb <= a’|V/



