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Calculs d’invariants et applications

Quentin VERMANDE

1 Introduction

L’informatique ayant de trés nombreuses applications, il est nécessaire de pouvoir vérifier
efficacement le comportement des programmes. Cela permet non seulement d’éliminer les bugs
et d’éviter qu’un programme ne plante a un instant critique, comme I’erreur de conversion qui a
provoqué la désintégration de la fusée Ariane 5, mais aussi de vérifier qu'un programme ne peut
pas retourner de valeur absurde, termine, ou simplement s’exécute assez rapidement. La phase de
test n’est en général pas suffisante pour enlever toutes les erreurs ou prouver une propriété d’un
programme car on ne peut pas étre stir d’avoir trouvé les pires exécutions. Il faut donc analyser
les programmes au niveau de leur code. Les techniques de preuve de correction de programmes et
de model-checking ont une efficacité limitée du fait qu’une partie importante du travail ne peut
pas étre automatisée. On cherche alors a faire de 'analyse statique. Parmi les constructions de
base de la plupart des langages de programmation, la plus difficile a analyser est la boucle.

Ce mémoire débute par une présentation de I’objectif recherché. Puis il introduit les domaines
abstrait, en particulier le domaine des polyédres convexes [3]. Il conclut avec les techniques de
widening [2] et d’accélération de boucle [1].

2 Définition du probleme

On considére une boucle de la forme :

while (condition) { instructions }

Soit n le nombre de variables apparaissant dans cette boucle. On note X € M, 1(K) la
colonne donnant ces variables ou K est ’espace des valeurs possibles pour les variables. En
pratique, on a K = Z/2%4Z pour des entiers 64 bits, mais dans la théorie on considére en général
K =R.

La condition d’exécution de la boucle, appelée par la suite "garde", est modélisée par une
application g : M, 1(K) — {0,1} o, pour X € M, 1(K),g(X) = 1 si et seulement si la
condition est vraie pour X.

L’exécution des instructions est modélisée par une application f : M, 1(K) — M, 1(K).

On obtient alors la boucle :
while (¢(X)) { X = £(X) }

Elle se réécrit sous forme de graphe de flot de controle :



0
f(X)

X

1
—f]
Etant donné un ensemble d’états initiaux X € P(M,,1(R)) des valeurs possibles de X, on

cherche ’ensemble des valeurs possibles des variables du programme au moment de 1’évaluation
de la condition.

Exemple. Dans tout ce mémoire, on considére l’exemple de la boucle (ot x ety sont les variables

du programme)

while(—42 <=z <= 42) {y = z—y; © = 2z—1;}

On prend la matrice X = (;j) et on a alors :

T
c: (y) = 1[742,42} ()

a (5) - (2;_ yl)

On prendra comme espace d’états initiaus :

x={(3) w0 <03 x0.5)

3 Génération d’invariants
L’invariant de boucle Z cherché est défini par ’équation :
IT=XU{f(X),XeZgX)=1}
On définit 'opérateur de propagation en avant :

‘F(fag): P(Mn,l(K)) — P(Mn,l(K>)
X — XU{f(X),X e X,g(X)=1}

Alors, un ensemble A € P(M,, 1(K)) est un invariant de la boucle définie plus haut lorsque
F(f,9)(A) C A, donc lorsque F(f,g)(A) = A. En particulier, 'invariant de boucle le plus fort
est le plus petit point fixe de F(f,g) :

= lip(F(f,9)

En pratique, on n’effectue pas le calcul de Z car le nombre d’itérations de F(f, g) nécessaire
pour obtenir I'invariant est trop grand, lorsqu’il n’est pas infini. On cherche alors un invariant
plus faible par approximation dans un domaine abstrait.



4 Domaines abstraits

Notons (D, <) le domaine étudié (ici (D, <) = (M, 1(K),C)). Un domaine abstrait ap-
prochant (D, <) est la donnée d’un ensemble ordonné (A, <) et d’une application v : A — D
croissante, appelée fonction de concrétisation.

Si F': P(D) — P(D) est un opérateur de propagation en avant (ici F' = F(f, g)), on approche
F par un opérateur de propagation en avant F : P(A) — P(A) qui vérifie : Foy < yo F. On
a alors, pour A € P(A) tel que F(A) < A, F(v(A)) < v(F(A)) < v(A). Autrement dit, si on
dispose d’un invariant pour F, alors on en déduit un invariant pour F.

5 Les polyédres convexes

Soit E un R—espace vectoriel de dimension finie. Une introduction aux polyheédres est donnée
dans .

Un polyedre convexe de E est une intersection finie de demi-espaces affines fermés de E. On
note CP(FE) leur ensemble. Ainsi, pour P € CP(E), on dispose de n € N*| f1,..., fn € L(E,R) et
ai,...,an € R tels que :

P = ﬂ fi_l(] - oo,ai]) = {:C € E,Vie [[17”]]7.]01'(1:) < ai}

Une telle représentation d’un polyedre convexe est appelée représentation par contraintes.
On dispose aussi d’une représentation par générateurs : si P est un polyeédre convexe, on a
A,U € P(E) finis tels que :

P = conv(A) + cone(U)

ou conv(A) est I'enveloppe convexe de A et cone(U) = . Rtu.
uelU

CP(E) est muni d’un opérateur d’union convexe LI défini par, pour P,Q € CP(E) :
PUQ = conv(PUQ)
En outre, sion a A, B,U,V € P(E) tels que P = conv(A) + cone(U) et Q@ = conv(B) + cone(V),

alors :

PUQ = conv(AU B) + cone(UUYV)

Exemple. Dans l’exemple considéré, X est un polyédre conveze :

x=((%) 2000, 30((3) =~ =00 0Dn((7) = 07 0-s050n((7 ) o> <37 1-o0.00)

_ conv({<‘01) , <§>)



(CP(E),~) est un domaine abstrait approchant (P(FE), C) ot v = idg/CP(E).

6 Les boucles linéaires

//Pourquoi les boucles linéaires, 'abstraction directe plante sur les polyedres ?

Si f est affine et g est I'indicatrice d’un polyedre convexe, on dit que la boucle définie par f
et g est linéaire. On dispose alors de A € M, (R),k € N*,G € My »(R) et b,h € M,, 1(R) tels
que :

f=x— Az +0
9= lizem, (R),Gz<h}

y=XYy;X=2x1;

Exemple. Dans notre exemple, on a

= ()

Pour simplifier les calculs, on ajoute au programme une variable constante égale a 1. On
notera M, ;(R) le nouvel ensemble des valeurs possibles pour les variables du programme. On

définit alors : N
b
A = (O 1) € M,+1(R)



G'=(G —h) € My (R)

Et on a :
f=a— Az

9 = Yaerm, ,(R),c'z<0}

Une telle boucle est appelée boucle linéaire homogene.

Exemple. On obtient dans l’exemple :

, (-1 0 —42
G_<1 0 42>

On munit CP(M;, ;(R)) d’une structure de domaine abstrait approchant P(M;, ;(R)) en

n,l
I'ordonnant pas I'inclusion et avec I'inclusion de CP(M;, ;(R)) dans P(M;, ;(R)). On peut alors

approcher F(f, g) par :

F(f,9): CPM;,,(R) — CP(M;, 1 (R))
P — PUconv({A'x,x € P,G'z <0})

On peut supposer que X est un polyedre convexe.

Exemple. Soit G l’ensemble des x € M;, {(R) tels que Gx < 0. G est un polyedre conveze.
On peut effectuer le calcul direct de T dans le domaine des polyedres convexes. On définit P €
CP(M;, ;(R)N par récurrence par Py = X et Vn € N, Poyy = P,UA(GNP,) -

—m=eonti(3).(2).(3). )

Py = Py conn({ 01) , (_;) , @ , <_52>
— conu({ (g) , @

_p—p I_Iconv({<:é> , @ 7 (:i’) ,
- conn(t(3)-(Z5) (%) (08

— Py = conv({ (:‘E) : (j’é)
P51 G = conv({ <:§é> , (j’é) , (‘55> ,

— re= oot (Z5) (20). (%) (4
et (55 (50): () () (55)- 0)- (32)- (3) (32
-t (Z5). (). (33) (2)- (- (%) () ()

/N

(@31



—85 —85 83 83
— Pr=F UCO?W((sg) , <853) ) (21300) ) (2113>})
3 32 913 66

ot ()- () () (-0 () ()

On peut montrer que P est strictement croissante et que |J P, = conv({ 722 , 7%3 , 23
neN - Y

7 Widening

Comme on a pu le remarquer dans les calculs précédents, l'itération directe ne termine pas.
On utilise la technique du widening pour assurer la convergence.

Définition 7.1. Soient (A, <) un ensemble ordonné et V : A2 — A une loi de composition
interne définie sur A. On dit que V est un opérateur de widening sur A lorsque :
— Ve,ye A,z <zVyAy <zVy
— pour toute suite x € AN croissante, la suite y € AN définie par yo = xo et ¥n € N,y 11 =
Tn4+1VY, est stationnaire.

Le widening fonctionne lorsque f est Scott-continue :

Définition 7.2. Soient (E,<) et (F,<) deuz ensembles ordonnés. On dit que f € FE est Scott-
continue lorsque, pour toute partie A de E admettant un supremum s € E, f(s) est le supremum

de f(A).
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 7.1. Soient (A, <) un ensemble ordonné, V un opérateur de widening sur A, f € A4
une application Scott-continue et y € AN telle que yo < Lfp(f) et, pour tout n € N,y, 1 =
ynV f(yn). Alors y est stationnaire et fp(f) < lirf Un-

n—-+oo

Considérons (A, v) un domaine abstrait. On peut remarquer que, si X est un élément abstrait
et si y(X') est 'ensemble des valeurs possibles en entrée du programme et I est la limite obtenue
par widening en itérant F a partir de X, alors d’apres le théoréme, on a Z = I fp(F(f,g)) C 1.

Définition 7.3. Soient P = () a et@Q = () b deux polyédres convexes représentés par contraintes.

acA beB
Alors on définit PVQ = ()] c.
ceEANB

Lemme 7.1. V est un opérateur de widening sur les polyédres convexes.

Démonstration. Soient P = () a et Q@ = ()] b deuzx polyédres convexes représentés par
acA beB
contraintes. Alors AC ANB doncP= (JaC () ¢=PVQ. Symétriguement, BC ANB
a€A ceEANB
donc Q@ C PVQ.

Soit P € CP(R™)N croissante. On définit Q € CP(R™)N par récurrence par Qo = Py et
Yk € N, Qi1 = Prt1VQr. On peut écrire la représentation par contraintes de Py : Py = () a.

a€A
On montre alors par récurrence immédiate que, pour k € N, il existe B C A tel que Qr = () b.

beB
Soit donc, pour k € N, By, C A tel que Qr = () b. On montre alors par récurrence immédiate

be By,
que B est décroissante. Or A est fini, donc B est stationnaire. Donc Q) est stationnaire.

)
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Exemple. On reprend les calculs précédents. Si on applique 'opérateur de widening pour le
calcul de :
— P,k € {1,2}, on trouve P, =

nl

— Ps, on obtient P3 = {(<y) € M;, 1(R),3y —x < 15}.
— P,k €[4,6], on a P, = {((Z) € M;, 1(R),3y — = € [-14,15]}
— P4, on trouve Py = {((i) € M;, 1(R),z € [-00,83],3y — x € [-14,15]}

— P, 8 <k, on obtient P, = {(g) e M, 1(R),z € [-85,83],3y — x € [-14,15]}

8 Accélération

Dans le domaine des polyedres convexes, on dispose d’une technique plus précise que le
widening, I'accélération. On calcule plutot une autre approximation de Z, donnée par le théoréme
qui suit.

Théoréme 8.1. Soit n = min({k € N,Vz € X,0 < G’A*z}) (01 min(@) = +00). Alors :

Lfp(F( U{A/kz x € X}

k=0

Démonstration. Soient Zop = X et, pour k € N, Zp 11 = {A’a: x € Ii,G'x < 0}. Alors T =

U Zk. Montrons par récurrence que, pour tout k € N, Zj, C U {A'z,z € X}.
kEN

Pourk=0,onaZy=X={A%, 2 € X} C U {A'z,x € X}.

Soit k € N tel que Ty, C U {A'z,z € X}. Soit x € Iy, tel que G'x < 0. Alors on dispose de

i € [0,n] tel quemE{A”y yeX} Soit y € X tel que:v—A”y On a G'A''y <0, donc i < n.
Donc A'x = Alttly € U{A’x x € X}. Donc Iy4q C U{A’a: r e X}

11 faut faire du calcul matriciel avec des polyédres convexes (car les calculs demandent de
calculer A’*X Kk € [0,n]).

Définition 8.1. Soient n,p,q € N*,M; = conv(Vi) + cone(R1) € CP(M,,(R)) et My =
conv(Va)+cone(Rz) € CP(Myq). On définit Mq &My = conv(ViVa)+cone(ViRaUVaR1UR1Ry).

Propriété 8.1. Soient n,p,q € N*, M1CP(M,, ,(R)) et My € CP(M, ). Alors MiMy C My @
Ms.

Démonstration. On peut écrire My = conv(Vy) + cone(Ry) et My = conv(Va) + cone(Rz) avec
Vi, R1 € P(M,, »,(R)) finis et Vo, Ry € P(M, 4(R)) finis.
Soient A= > syU+ > puyV € M etB = Y txX+ Y Y e Myousc 0,1, Y ty=

UeVvy VeR, XeVy YER: Uewv;
Lpe (R te[0,1)2, 3 tx =1etve (R,
Xev;
Alors : AB = > sutxUX+ > syvyUY + > tvuxVX+ > uyvy VY.
(U,X)€V1><V2 (U,Y)EV1XR2 (V,X)eRl X Va (V,Y)ERlsz



Or, V(U,X) e Vi x Vo,sytx € [0,1] et Z syltx = Z Su Z tx = 1 donc
(U,X)EVLx Va Uevi  Xev,

> sutxUX € conv(ViVa). De plus, V(U,Y) € Vi x Ry, syvy € RT,V(V,X) € Ry x
(U,X)EVLxVa
Vo,uvtx € RT etV(V,Y) € Ry xRy, uyvy € RY, donc > syvyUY + > tyuxVX+

(U,Y)EV1 X Ro (V,X)ER1 X V>

> uyvy VY € cone(ViRy + R1Va + R1Rs).
(V,Y)ER1 X R

Donc AB € My ® My. Donc MMy C My @ M.

Corollaire 8.1. S0it G € CP(My41(R)) tel que {A € M, 11(R),3x € X,G'Ax <0} C G. Soient
n =min({k € N, A’* ¢ G}) et A € CP(M,,41(R)) tel que Vk € [0,n], A’* € A. Alors

ITCARX

Exemple. On a une expression des puissances de A’ (obtenue par diagonalisation) :

2 0 1-2n
n+1 n
v EN AT = | J((-)m o) (g R g
0 0 1

1-2" 1-2"
Soit n € N. On a A™X = conv({ (—1)n+ 2n> , ( no1 o (1) ) ,
S-(-D)"+ g+ — 7%

on+1 _ 1 on+l _ 1
(% N %(_1)n+1 N 2n3+1> , (é T 2n;+1)}). On a, pour n € N;1 — 2" € [-42,42] &
—42 <1 -2" < n <logs(43) & n < 5.
On a, pour n € N,2"t1 — 1 € [-42,42] & 2" — 1 <42 & n <loge(43) — 1 & n < 4.
Ici, n =5 est une borne du nombre d’itérations de la boucle.
a 0 b

On pose A = {|c d e| € M3(R),a € [0,64],b € [-63,1],c € [-%,21],d € [-1,1],e €

cenet((C2).(22). (). (). (). (55)- (20)- () (). (C2).
(28)(2).(0°)(3°)-(20)(0) (28)-(28).(a2) () (70°)
() () () () () () () () (57)- () - ()
() (). () (L) (o) (5)-(5) () () (L) ().
(2)(0) () (5 (1) (L) (L) () (s2) - 0)- () () ()
() () (s) () ). ) () () (222)- (22) (22). (22)
(0)-(25)-(20)- (5)- (7). (7). (%) (7%). (). (3°)- () (7
(=) () (1) (). () (55). () () (08) (08) ().
() () (37)- (&) (%) () (L) (12)-(18)-(0)- (55)- (%)



Accélération

Widening

? / R00

Dans cet exemple, ’accélération est moins efficace que le widening pour les x positifs mais
plus efficaces pour les x négatifs. Cela est di au fait qu’il faut 5 itérations pour atteindre la borne
inférieure et 4 pour la borne supérieure. Or, dans ce cas, il faut considérer 5 itérations de la
boucle pour obtenir une approximation correcte de linvariant, donc on en fait une de trop en ce
qui concerne les T positifs.

9 Application a I’analyse WCET

L’analyse Worst Case Execution Time d’'un programme consiste a déterminer le temps d’exé-
cution de la plus longue exécution possible de ce programme. Cette borne étant souvent im-
possible & trouver, on se contente en général d’approximations correctes (i.e. qui surestiment le
résultat).

Le calcul d’invariants permet d’estimer, en chaque point d’un programme, la valeur des va-
riables. Cela peut servir a calculer des bornes sur le nombre d’exécutions d’'une boucle, ou de
maniere plus générale le nombre de fois qu’on passe par un point du programme.

Exemple. Dans notre exemple, on a trouvé par accélération la borne n = 5 sur le nombre
d’itérations de la boucle.

Combinées a une évaluation du temps d’exécution de chaque instruction, on en déduit une
approximation correcte du pire temps d’exécution.
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