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Exercice 1 (Un peu d’ordre dans des anneaux de Boole) :

1.

La réflexivité et 'antisymétrie sont claires. Montrons la transitivité : supposons que a < b et b < ¢. Alors,
abc = (ab)c = ac. Or, on a aussi abc = a(bc) = ab = a. Donc ac = a, i.e. a < c.

.Onaab=assil+ab=1+assi (1+b)(1+a)=1+b. Autrement dit,onaa<bssil+b<1+a.

.Sica=cetch=c alors cab = ¢b = c. Réciproquement, si cab = ¢, alors ca = ca’b = cab = ¢ et

¢b = cab® = cab = ¢. La propriété universelle de la borne sup permet de conclure.

. Il s’agit de combiner les deux questions précedentes :onac>aetc>bssil+c<l+aetl+c<1+0

ssil+e<(l+a)(l+b)=1+a+b+abssic>a+b+ab.

Onaanb<cssiabc=abssia(l+b+bc)=a. Or 1+b+bc=(1+b)+c+(1+b)c=(1+b)ve.

.Onaa(l+a)=a+a®>=0,eta+(1+a)+a(l+a)=1+0=1.

Exercice 2 (Un peu d’algébre dans des anneaux de Boole) :

1.

SizeA,ona(z+1)2=x+1,ie 22+2zx+1=x+1,donc3z+1=2+1, dou 2z =0.

Ensuite, si a,b sont dans A, on a (a+b)? = a+b, i.e. a®> +b*> +ab+ba = a +b, donc ab + ba = 0. Donc
ab + ba + ba = ba, or ba + ba =0, donc ab = ba.

. L’un des sens est clair. Supposons donc que b divise a. Soit ¢ € A tel que ¢-b =a. Alors, on a ab—a =

cb®—cb=cb-cb=0. Donc ab = a.

. SoitzeA.Onaar=0ssiar+x=xssi (1+a) -z=2xssi(l+a) divise z, par 1.

. Soit a € Aa. On sait que a(l+a) =0¢€p, donc aep ou 1+aep. De plus, comme p est propre, on sait

que 1 ¢p. Doncaé¢poul+at¢p. Dou le résultat.

. Le sens réciproque découle du fait qu’un idéal est un sous-groupe additif, et est vrai dans tout anneau.

Démontrons le sens direct. Supposons que a + b ¢ p. Alors, par la question 3, on a x:==1+a+bep. Si
a¢p,alors l+aep, donc b=1+a+xep. Symétriquement, si b ¢ p, alors a € p. D’ou le résultat.

. On va utiliser la question 3. Soit a € I. Comme [ est propre, on a 1+a ¢ I. Donc 1+a ¢ p. Donc a € p.

Donc I cp, d’ou I’égalité.

. Si a appartient & tous les idéaux premiers, alors 1+ a n’appartient a aucun idéal premier, donc & aucun

idéal propre, donc 1 + a est inversible, donc 1+ a =1 (tout inversible dans un anneau de Boole est égal
a 1). Donc a = 0, comme voulu.

Exercice 3 (Spectre d’'un anneau de Boole, dualité) :

1.

Pour p € SpecA, on a ab ¢ p ssia ¢ p et bé¢p. Dou D(ab) = D(a) n D(b). Le résultat sur V(ab) en
découle. Enfin, on sait que, si p € SpecA, on a a ¢ p ssil +a€p, dou D(a) =V (1+a).

. La question précédente nous montre que la famille est close par intersections finies non vides. Pour

I'intersection vide, il suffit de constater que D(1) = Spec A.

. Le fait que les D(a) soient ouverts-fermés découle de la question 1 : D(a) = V(1 +a) = D(1 + a)“.

Démontrons que 'espace est séparé. Soient p # q dans Spec A. Alors, comme les idéaux premiers sont
maximaux, il existe a € p \ q. Autrement dit, on a q € D(a) et p ¢ D(a). Or, D(a) est un ouvert-fermé,
d’ou la séparation.



4. On commence par vérifier que V(B) = V(1) : un idéal premier contient B ss’il contient /. Ensuite, par
le fait rappelé plus haut, un idéal est inclus dans un idéal premier ss’il est propre, ss’il ne contient pas
1. D’ou I’équivalence.

Démontrons alors la compacité de SpecA : soit (Fi)rex une famille de fermés, dont les intersections
finies sont non vides. Montrons que l'intersection de la famille est non vide. Par définition de la topologie
de Zariski, chaque fermé Fj est de la forme V(By), pour un certain By € A. Pour J ¢ K, notons I
li’déal engendré par I'union des By, k € J. Par hypotheése, si J est fini, on a 1 ¢ I;. Par conséquent, on
alé¢lx, douV(Ik)+ @, comme voulu.

5. Démontrons 1'unicité : soient a,b dans A tels que D(a) = D(b). Alors, par la question 5 de 'exercice 2,
I’élément a + b est dans tous les idéaux premiers, donc, par 6 de ’exercice 2, cet élément est nul.

Pour l'existence, on utilise la compacité : soit U un ouvert-fermé, qu’on écrit comme une union finie
d’ouverts de base D(a), disons U = U<, D(a;). Alors, on a U® = N, D(1 + a;) = D(T1;(1 + a;)). Donc
U=D+TL;(1+a;)).

6. On sait que la fonction a — D(a) définit une bijection A ~ OF(SpecA). De plus, on a D(0) = @,
D(1) = SpecA, et D(ab) = D(a) n D(b), pour tous a,b € A. Enfin, par la question 5 de I'exercice 2, on
a D(a+0b)=D(a)AD(b), pour tous a,b € A. On a donc bien défini un isomorphisme d’anneaux.

Exercice 4 (Quelques plongements) :

1. Pour a € A et p € SpecA, on définit a(p) =0 si a € p, et a(p) = 1 sinon. (En fait, cela revient & définir
a(p) comme étant I'image de a dans 'anneau quotient A /p ~ Z/27.)

Soit alors f : A — (Z/2Z)5P*“* la fonction définie par f(a) = (a(p))pespeca. On constate que f(0) =0,
f(1) = 1. De plus, par la question 4 de 1'exercice 1, on a (a +b)(p) = a(p) + b(p), pour tous a,b € A et
p € Spec A. Enfin, la définition d’idéal premier entraine I’égalité (a-b)(p) = a(p)-b(p), pour tous a,b € A
et p € SpecA. La fonction f est donc un morphisme d’anneaux. L’injectivité découle de la question 6
de l'exercice 1.

2. Soit I Pensemble des ouverts-fermés de Pespace X. Soit f : X — 2! définie par f(x) = (1zena) Aer-
On vérifie facilement que f est continue, car I'image réciproque d’un cylindre est une intersection
finie d’ouverts-fermés, qui est un ouvert-fermé. De plus, I'image par f d’un ouvert-fermé de X est
I'intersection avec I'mf d’un cylindre, qui est un ouvert de 2. Donc, I'image par f d’un ouvert de X
est I'intersection avec Imf d’un ouvert de 27, car tout ouvert de X est union d’ouverts-fermés.

Montrons alors I'injectivité de f. Soient x # y des éléments de x. Alors, comme X est séparé, il existe
des ouverts U,V disjoints tels que = € U et y € V. Comme les ouverts sont unions d’ouverts-fermés,
quitte & prendre un U plus petit, on peut supposer que U est un ouvert-fermé. Alors, f(z)(U) =1 et
f(y)(U) =0. Donc f(x)# f(y), d’ou U'injectivité de f.

Exercice 5 (Produits d’anneaux de Boole) :

1. On commence par constater que, si p € Spec A xB, alors exactement 'un des éléments (1,0) et (0,1)
appartient a p.
Supposons que (1,0) € p. Soit I = {b € B |[(0,b) € p}. En utilisant le fait que p est un idéal premier,
on montre que I est un idéal premier de B. Notamment, 1 ¢ I, car (0,1) ¢ p. On vérifie alors que
p={(a,b)|aecAbel}.
Réciproquement, si I € SpecB, l'ensemble p(I) := {(a,b)|a € A,b e I} est un idéal premier de A xB, et
on a (1,0) e p(I). De plus, on vérifie que I ={beB |(0,b) ep(l)}.

Ainsi, on a construit une bijection I : {p € Spec AxB |(1,0) € p} - SpecB. Notons e; = (1,0) € AxB.
Alors, on sait que V(e1) := {p e SpecAxB |(1,0) € p} est un ouvert-fermé de Spec A xB. Pour montrer
que I est un homéomorphisme, on vérifie les faits suivants :

e Si(a,b) e AxB, et peV(er), alors (a,b) ep ssi (0,b) ep ssi be I(p).



e SibeB et qe SpecB, alors beqssi (1,b) e I"1(q).

Le premier point montre que I est ouverte, et le deuxieme qu’elle est continue. On a donc un homéo-
morphisme V' (e1) ~ SpecB. Symétriquement, en notant V(ez) = {p € Spec A xB |(0,1) € p}, on définit
un homéomorphisme V' (ez) ~ Spec A. Donc, en recollant les deux, qui sont définis sur des ouverts-fermés
disjoints de Spec A x B, on obtient un homéomorphisme Spec A xB ~ Spec A| | SpecB.

. Notons B = (Z/2Z)!. Pour A c I, soit eq := (Lica)ics la suite de 0 et de 1 définie par A. On voit ey

comme un élément de B = (Z/2Z)!. Pour p € SpecB, soit U(p) := {A cI|1+ex €p}. Alors, on vérifie
que U(p) a les propriétés suivantes :

e Onalecld(p), et 3¢U(p).

e Si A, B sont dans U(p), alors An B elU(p). En effet, on calcule : 1+eqnp=1+e4-ep=(1+ey)+
(1+ep)+(1+ea)(l+ep)ep.

e SiAcBet Acl(p), alors BelU(p). En effet, eqep = ey, donc e4(1+ep) =0¢€p, donc eq € p ou
(1+ep)ep. Or 1+eq€ep, donc ey ¢p, donc (1+ep) €p,ie. Beld(p).

e Si AuB =1, alors A e U(p) ou B e U(p). En effet, on calcule que 1 = eq,p = €4 +ep +eanp =
es +ep+egep. Autrement dit, on a 0 = 1+1 =1+eq+ep+eqaep = (1 +e4)(1+ep). Donc
(1+ea)(1+ep)ep,donc 1+e4 €poul+epep, comme voulu.

Réciproquement, si U € P(I) a les quatre propriétés ci-dessus, on dit que U est un wultrafiltre sur I, et
on définit p(U) := {1 +ea| A elU}. On vérifie qu’alors p(U) est un idéal premier de B.

Enfin, on calcule que ces deux constructions sont réciproques 'une de ’autre. Le spectre de Zariski de
B = (Z/2Z)" est donc isomorphe & I'espace des ultrafiltres sur I.

Exercice 6 (Complétude) :

1.

Supposons que (U;); a une borne supérieure V dans A. Montrons que U est ouvert dans X, et que

U =V, U;. On sait que, pour tout ¢, on a U; € V. Donc V 2, U; = U. Or, V est ouvert-fermé dans X,
donc V 2 U. Par 'absurde, si V # U, alors 'ouvert non vide V \ U contient un ouvert-fermé non vide
A. Alors, I'ouvert-fermé V \ A contient U, mais est strictement inclus dans la borne sup des Uj;, ce qui
est absurde.

Réciproquement, supposons que U est ouvert dans X. On sait qu'un ouvert-fermé W contient tous les
U; ss’il contient U ss’il contient U. Donc U est bien la borne sup des U;.

. Il s’agit simplement d’appliquer la dualité de Stone.

. On va vérifier que, pour tout z € A, on a x > (V;a;) Abssi z > V;(a; Ab). On rappelle que, pour z,y, z

éléments d’un anneau de Boole B, on a y Az < z ssi y < (1 +2) v 2. Ainsi, en notant s = \/; a;, on a
x2sAbssi s<(1+b)Vvassia; < (1+b) Ve pour tout 4, ssi a; Ab < x pour tout 7, ssi x > V;(a; AD).
Donc s Ab=V;(a; AD).

Exercice 7 (Atomes d’un anneau de Boole) :

1.

a) Par l'exercice 1, on sait que (1 +a) = {z € A |axz = 0}. Supposons que a est un atome. Comme
a#0,onalé¢(l+a). Soient x,y dans A tels que zya = 0. Alors, comme a est un atome, on a
za,ya € {0,a}. Comme a # 0, on a donc za = 0 ou ya = 0. Donc (1 +a) est premier.

Réciproquement, supposons que (1 + a) est premier. On commence par constater que a # 0, car
1 ¢ (1+a). Par la question 1 de lexercice 1, il reste donc & montrer que, pour tout z € A, on a
xa € {0,a}. On sait que x(1+x) =0, donc ax(1+2x) =0, i.e. x(1+x) € (1+a). Par primalité, on a
donc ze(l+a)oul+ze(l+a), doncax=0oua(l+z)=0,doncare{0,a}, comme voulu.



b) Si a est un atome, alors a # 0, donc 1 ¢ (1 +a), donc a ¢ (1+a). Par la question a), on en déduit
que (1+a) € D(a). Par ailleurs, si p € D(a), alors 1 +a € p, donc (1+a) < p. Donc, par la question
5 de lexercice 1, on a p = (1+a). Donc D(a) ={(1+a)}.

Pour démontrer la réciproque, raisonnons par contraposée. Supposons que a n’est pas un atome.
Si a = 0, alors D(a) est vide, donc n’est pas un singleton. Supposons donc que a # 0. Dong, il
existe un élément x tel que ax # 0 et ax ¥ a. Comme ax # 0, par la question 6 de ’exercice 1, soit
p € SpecA tel que ax ¢ p. Donc z ¢ p et a ¢ p, donc p € D(a). De méme, comme ax +a = a(l +x)
est non nul, il existe q € SpecA tel que a(l+x) ¢ q. Alors, 1 +x ¢ q et q € D(a). On vérifie alors
que p#q:eneffet, onaxé¢p doncl+zep, et 1+xéq.

c¢) Soit p un idéal premier. Si p est un point isolé de SpecA, alors il est isolé par un D(a), donc
p=(1+a) est principal. Si p = (b), alors p est isolé par D(1+b).

2. Plongeons A dans un anneau de Boole dans lequel tout élément non nul a un minorant non nul strict.
Remarquons que A; = A* muni des opérations coordonnées & coordonnées de A est encore un anneau
de Boole. A se plonge dans A® en associant & a € A la fonction constante égale & a. Alors toute
fonction constante égale a a est minorée par (0,---,0,a,0---). Donc A ne contient aucun atome de A;.
Par récurrence, on construit en réitérant le méme procédé une suite croissante d’anneaux A, telle que
A, ne contient aucun atome de A,,1. Donc A se plonge dans 'union croissante Ao, = Upeny An qui ne
contient pas d’atome.

3. Par la question 1 de 'exercice 3, on sait que tout anneau de Boole se plonge dans un anneau de la forme
(Z/27)!. 11 suffit alors de vérifier qu'un tel anneau est atomique, les atomes étant les indicatrices de
singletons de I.

4. Le deuxiéme point est clair, car x est un atome de A si et seulement si A x contient exactement deux
éléments, a savoir 0 et x. Démontrons le premier point. Soient a,b des atomes distincts. Alors, on sait
que ab € {0,a} et abe {0,b}. Comme a # b, on a nécessairement ab = 0.

5. Soit A un atome de Boole atomique et complet. Soit f : A — (Z/2Z)*°™®) définie par f(z) =
(Lz3a)aedtom(a)- Pour = € A et a € Atom(A), on constate que = > a ssi ax = a ssi a(1+z) = 0 ssi
1+ze(1+a). Comme (1+a) est un idéal premier, on peut alors, comme dans ’exercice 3, vérifier que
f est un morphisme d’anneaux. L’injectivité s’en déduit : si x € A ne majore aucun atome, alors, par
atomicité de A, on sait que x = 0. La surjectivité de f utilise la complétude de I’anneau de Boole A. Soit
e = (€a)acAtom(a) Un élément de (Z)27)4%"™(4) " Soit 2 la borne sup, dans A, de Pensemble des atomes
a tels que e, = 1. Il est clair qu’on a x Aa = a pour tout a tel que e, = 1. Par la question 3 de ’exercice 4
(la distributivité de I'inf sur le sup), et la question 4, on calcule que x Aa = 0 pour tout a tel que e, = 0.

6. Supposons que S est un espace de Stone sans point isolé, tel que 'anneau A des ouverts-fermés de S
est dénombrable. L’absence de point isolé entraine que A est sans atome.

Pour obtenir le résultat souhaité, nous allons montrer qu’il n’existe qu’'une seule algebre de Boole
dénombrable sans atome a isomorphisme prés. Un fois montré ce résultat, il viendra que A est isomorphe
a 'anneau des ouverts-fermés de ’espace de Cantor, et le théoreme de Stone permettra de conclure.

Pour montrer le lemme, prenons A et B deux algebres de Boole dénombrables sans atome et construisons
un isomorphisme entre A et B. Par récurrence nous allons définir des suites, croissantes pour 'inclusion,
de sous-algébres finies (Ap)nen €t (Bp)nen telles que A = UA,, B = UB,, et une suite croissante
d’isomorphismes (f, )ney entre A, et By,. Alors f = U f,, sera un isomorphisme de A dans B. Enumérons
A =A{ag,a1,-} et B={bg,by1,}.

On pose Ap ={0,1} et By ={0,1} et fo I'application de A dans B qui envoie 0 sur 0 et 1 sur 1. Alors
fo est un isomorphisme entre deux algebres de Boole.

Si n est pair, supposons avoir construit A,, B, et fn: A, 5 B, un isomorphisme entre les deux. A,, et
B, sont finies, donc atomiques. Par la question 5 (par exemple), on vérifie que I'ensemble Atom(A,) =
{po,---,pr} engendre A, et f,(Atom(A,)) = Atom(B,,). Soit x le premier élément de I’énumération de
A qui n’est pas dans A,, et A,,1 'anneau de Boole engendré par A, et z. alors A,,1 est finie, donc



atomique et ses atomes sont les éléments non nuls de X = {xpg, (1-x)po, -, xpr, (1L —2)p,} et on choisit
alors y € B comme suit : pour tout ¢ < r, on pose x; = xp;, et on choisit y; € B tel que

Y; =0 six; =0

Yi = fn(xi) six; =p;
0<y; < fulz) sinon.

Alors on pose y = Vi« ¥ et Bpy1 la sous-algebre de B engendrée par B, et y. Comme précéde-
ment, B, est finie et ses atomes sont donnés par les éléments non nuls de Y = {yf.(po), (1 -
Y) frn(®0), 5 yfn(pr), (1 =y) fn(pr)}. Alors on étend f,, en envoyant x sur y. Cela induit une bijection
entre X et Y, qui s’étend de maniére unique en un isomorphisme f,.1 entre A,,1 et Bp1.

Si n est impair on procede de la méme maniére mais en inversant les roles de A, et B,, et en prenant
f1. Cette inversion est nécessaire pour assurer que A = A, et B =U B,.

Exercice 8 (Un lemme d’extension) :

1. Soit C = {bya +by(1+a)|(b1,br) € B2}. Il est clair que C est inclus dans le sous-anneau engendré par B
et a. Pour l'inclusion réciproque, on vérifie que C' est un sous-anneau de A contenant B, en développant
les produits de la forme (bya +bo(1+a))(bsa +bs(1+a)).

2. On veut définir g en imposant g(bia+bso(1+a)) = f(b2). On commence par vérifier que cela ne dépend
pas de lécriture choisie. En effet, si bja + ba(1 + a) = bza + by(1 + a), ou les b; sont dans B, on a
(b1 + b3)a = (by + bg)(1 + a). En multipliant par a ou 1+ a cet élément, on constate qu’il est nul, car
a(l+a) =0. Donc ba+bg(1+a) =0, donc by+by < a, donc f(be+bs) = 0 par hypothese, donc f(be) = f(by).
Ainsi, la fonction g est bien définie. Le fait que la valeur de g ne dépende pas de I’écriture choisie parmet
alors de vérifier facilement que c’est bien un morphisme d’anneaux étendant f.

3. La condition symétrique est Vb(b € BAb > a) — f(b) = 1. Montrons par I'absurde que 'une des deux
conditions est vérifiée. Supposons donc qu’il existe by, by € B tels que by < a, by > a, f(by) #0et f(be) # 1.
Comme f est a valeurs dans Z /27, on a alors f(b1) =1 et f(by) =0. Or by < a < by, donc byby = by, donc
F(b1)f(b2) = f(b1), donc 1-0 =1, absurde.

4. 1l s’agit simplement d’énumérer A, ou d’appliquer le lemme de Zorn a I’ensemble des morphismes d’an-
neaux étendant f, définis sur un sous-anneau de A contenant B, pour une relation d’ordre raisonnable.

5. Soit q € SpecB, soit g : B » B /q ~ Z /2Z le morphisme quotient. Soit alors f : A — Z /27 étendant g.
On vérifie que le noyau de f est un idéal premier de A, et qu’il contient q.

Exercice 9 (Correspondance entre filtres et idéaux propres) :

1. On commence par constater que, comme 1 ¢ I et 0 € I, on a 0 ¢ F(I) et 1 € F(I). Ensuite, soient
a,b € F(I). Montrons que ab € F(I). On sait que 1+ a etl + b sont dans I'idéal I. On calcule alors
1+ab=(1+a)(1+b)+(1+a)+(1+b), donc 1+ab € I, donc ab € F(I), comme voulu. Enfin, soient a,b € A
tels que a € F(I) et a < b. Montrons que b € F(I). On a ab=a, donc 1+b=1+b+a+ab=(1+a)(1+b) € I.
Donc b e F(I).

2. Si F est un filtre, soit I[(F) = {1+ x|z € F}. On vérifie alors que I(F) est un idéal propre de A : par
exemple, sia e [(F)etbe A, alors 1+a e F, et (1+ab)(1+a) = 1+ab+a+ab=1+a,donc 1+ab>1+a e F,
donc 1 +ab e F, ie. ab € I(F). On vérifie alors que ces deux constructions sont réciproques l'une de
I'autre, et préservent bien I’inclusion.

3. On sait que l'idéal engendré par C est le sous-groupe engendré par les ac, pour a € A et ¢ € C. Par
ailleurs, pour toute famille finie d’éléments de A, on sait que la borne sup est plus grande que la somme,
et que le sup d’éléments d’un idéal est dans I'idéal. Ainsi, ’élément 1 n’est pas dans I'idéal engendré
par C si et seulement si aucune borne sup (finie) d’éléments de la forme ac, pour a € A et ¢ € C, ne
vaut 1. On constate que cela équivaut a ce qu’aucune borne sup finie d’éléments de C' ne vaut 1. Par la
correspondance entre filtres et idéaux construite plus haut, on en déduit que C est inclus dans un filtre
si et seulement si aucune borne inf finie d’éléments de C ne vaut 0.

On appelle cette propriété la propriété de l’intersection finie.



4. Par la question 2, on a une correspondance entre (ultra)filtres et idéaux propres (maximaux). La pro-
priété qu’on cherche a démontrer est alors équivalente a celle-ci : pour I un idéal propre, I est maximal
si et seulement si, pour tous a,b € A tels que 1+ ((1+a) Vv (1+b)) est dans I, ona 1+ (1+a) €l ou
1+(1+0)el.Or,onal+((1+a)v(1+b))=1+((1+a)(1+b)+1+a+1+b)=ab. De plus, on sait par
I’exercice 1 qu'un idéal propre I est maximal si et seulement si, pour tous a,b dans A tels que ab € I,
onaacloubel.



