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Stabilité et modularité

Les systèmes biologiques (comme les réseaux neuronaux) sont
complexes avec de multiples boucles de rétroaction

Probabilité d’être stable décrôıt avec la taille du système (Grey
Walter, 1951)

Quang-Cuong Pham (LPPA) Contraction nonlinéaire et applications 4 / 39



Stabilité et modularité

L’Évolution:
accumulation de
composants stables?

Comment la
accumulation peut-elle
préserver la stabilité?

Ledoux, The Emotional Brain, 1996
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La contraction: un outil pour l’analyse de la stabilité

Considérons le système dynamique

ẋ = f(x, t)

Si ∃Θ(x, t) tel que
∀x, t λmax(Js) < −λ

où

J =

(
Θ̇ + Θ

∂f

∂x

)
Θ−1 Θ(x, t)>Θ(x, t) > 0

alors toutes les trajectoires du systèmes convergent exponentiellement vers
une trajectoire unique, indépendemment des conditions initiales

Preuve: Considérer un chemin lisse entre chaque paire de trajectoires, et
dériver sa longueur. . .

Lohmiller & Slotine, Automatica, 1998
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Propriétés intéressantes

Analyse exacte et globale (contrairement aux techniques de
linéarisation)

Théorème inverse (stabilité exponentielle globale ⇒ contraction dans
une certaine métrique)

Propriétés de combinaison:

Parallèle
Hiérarchie
Feedback négatif
Petits gains

⇒ Accumulation de systèmes contractants

Slotine, Int J Adap Contr Sig Proc, 2002
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Example: feedback négatif

Considérons la combinaison{
ẋ1 = f1(x1, x2, t)
ẋ2 = f2(x1, x2, t)

où le système xi est contractant avec taux λi dans la métrique
Mi = ΘT

i Θi

Supposons que la combinaison est en feedback négatif, i.e.

Θ1J12Θ−1
2 = −kΘ2JT

21Θ−1
1

Alors le système global est contractant avec taux min(λ1, λ2) dans la
métrique M = ΘT Θ où

Θ =

(
Θ1 0

0
√

kΘ2

)
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Application: modélisation des ganglions de la base

Ganglions de la base: rôle dans la sélection de l’action motrice

Multiple boucles hiérarchiques et de rétroaction identifiées
physiologiquement

Construction d’un modèle contractant respectant les connexions
identifiées

Girard, Tabareau, Pham, Berthoz & Slotine, Neural Networks, 2008
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Phénomènes de synchronisation

Observation: comportement similaire dans le temps de neurones
différents

Christie et al, J Neurosci, 1989

Mécanismes: connexions des neurones via des synapses chimiques ou
électriques, phénomènes de réseau
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Rôles de la synchronisation

Permettre la communication et la coopération entre sites distants.
Exemple: relier différents attributs – couleur, forme, mouvement –
d’un objet (le problème du “binding”, Engel et Singer, Trends Cog Sci,
2001)

Amplification d’un signal ou protection contre le bruit (voir plus tard)

. . .
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Synchronisation et contraction

Synchronisation = convergence vers un sous-espace vectoriel

shrinking length in the
orthogonal subspace 

a given trajectory

the corresponding trajec−
tory in the invariant sub−

space of dimension p

of dimension n−p

Exemple: {x1 = x2 = x3} sous-espace de dimension 2 (dans l’espace
global des états, de dimension 3)
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Contraction vers un sous-espace flot-invariant

Considérons le système ẋ = f(x, t) (en général non contractant)

Supposons qu’il existe un sous-espace flot-invariantM, i.e. :

∀t : f(M, t) ⊂M

Considérons une “projection” orthonormale surM⊥, décrite par une
matrice V et contruisons le système auxiliaire

ẏ = Vf(V>y + U>Ux, t)

Si le systèm y est contractant alors toutes les solutions du système x
convergent exponentiellement versM.
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Application à l’analyse de la synchronisation

Considérons le réseau d’oscillateurs

ẋi = f(xi , t) +
∑
j 6=i

Kji (xj − xi ) i = 1 . . . n

Écriture sous forme matricielle

_̇
x =

_

f(
_
x)− L

_
x

où
_
x = (x1, . . . , xn) et L est la matrice Laplacienne du système

Sous-espace flot-invariant {(x1, . . . , xn) : x1 = · · · = xn}
⇒ Si la dynamique des oscillateurs est bornée supérieurement, ces
oscillateurs synchronisent pour un gain de couplage L assez fort
(structure du réseau, gains Kij)
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Propriétés intéressantes

Hérite naturellement des propriétés de la contraction nonlinéaire

Analyse exacte et globale

Combinaisons: synchronisation concurrente (voir transparent suivant)

Hiérarchie
Feedback négatif
Petits gains
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Synchronisation concurrente

Multiples groupes d’oscillateurs synchronisés à l’intérieur d’un groupe mais
pas entre les groupes

Sous des conditions simples, le groupe vert
synchronise exponentiellement (délivrant ainsi
un input synchronisé aux éléments extérieurs)

Pareil pour le groupe jaune

Indépendamment des dynamiques,
connections, délais des autres systèmes

Pham & Slotine, Neural Networks, 2007

⇒ Accumulation et cohabitation de multiples ensembles de neurones
synchronisés
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Exemple: détection de symétrie

Image to be processed

Pham & Slotine, Neural Networks, 2007
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Motivations

Les systèmes (biologiques, artificiels,. . . ) sont souvent soumis à des
perturbation aléatoires

Bénéficier des propriétés de la contraction

Outil simple et puissant, analyse exacte et globale
Propriétés de combinaisons
Synchronisation concurrente
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Modéliser les perturbations

Modélisation du bruit à l’aide des équations différentielles stochastiques
d’Itô

dx = f(x, t)dt + σ(x, t)dW

f est la dynamique sans bruit

σ est la matrice de variance du bruit

W est un processus de Wiener (dW /dt = “bruit blanc”)
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Le théorème de contraction stochastique

Si le système sans bruit est contractant

λmax(Js) ≤ −λ

et que la variance du bruit est bornée supérieurement

tr
(
σ(x, t)Tσ(x, t)

)
≤ C

Alors

∀t ≥ 0 E
(
‖a(t)− b(t)‖2

)
≤ C

λ
+ ‖a0 − b0‖2e−2λt

Pham, Tabareau & Slotine, IEEE Trans Aut Contr, 2009
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Signification pratique

Après un temps caractéristique de 1/λ, on a

E (‖a(t)− b(t)‖) ≤
√

C

λ

a
0

b
0

 1

b
0

a
0

C/λ

 1
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Combinaisons de systèmes stochastiquement contractants

Les résultats en contraction déterministe peuvent être appliqués
naturellement au domaine stochastique:

Parallèle

Hiérarchie

Feedback négatif

Petits gains

Quang-Cuong Pham (LPPA) Contraction nonlinéaire et applications 24 / 39



Applications

Synchronisation
d’oscillateurs soumis aux
perturbations aléatoires
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Construction d’observateurs
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Bruit dans le système nerveux

Observation: réponse variable d’un
neurone à des simulations identiques

Nature Reviews | Neuroscience
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Johnson noise (thermal 
noise, Johnson–Nyquist 
noise or Nyquist noise)
The electronic noise that is 
generated by the thermal 
agitation of the charge carriers 
(electrons and ions) inside an 
electrical conductor at 
equilibrium, which happens 
regardless of any applied 
voltage. Johnson noise is 
distinguished from shot noise, 
which consists of additional 
current fluctuations that occur 
when a voltage is applied to a 
resistance and a macroscopic 
current starts to flow.

Shot noise
A type of noise that occurs 
when the finite number of 
signal particles, such as 
electrons or ions in an 
electrical circuit or photons 
arriving at a photoreceptor, is 
small enough to give rise to 
detectable statistical 
fluctuations in a measurement.

Ephaptic coupling
The coupling of very close or 
touching neurons, mediated by 
the electrical fields the neurons 
generate during electrical 
activity.

Why is AP propagation so sensitive to noise, contrary 
to previous claims41,43,46,66,67? Detailed stochastic model-
ling has shown63 that the leading edge of AP propagation 
is driven by a relatively small — and thus noisy — ionic 
current flowing inside the axon. This causes jitter in the 
speed of the propagation of the AP and thus results in 
variability in AP timing. By contrast, the current follow-
ing the leading edge is large and therefore conduction 
failures owing to channel noise are unlikely, even in very 
thin axons (where <3% of all APs fail). Thus, axonal 
channel noise cannot account for the failure rates that 
have been reported in much larger CNS axons (where 
5–80% of APs fail68), and conduction failures that have 
been observed in the nervous system are more likely to 
be due to computational mechanisms that allow ‘editing’ 
of spike trains69 than to noise63.

Other electrical-noise sources include Johnson noise 
and shot noise owing to membrane resistance, which are 
three orders of magnitude smaller than channel noise in 
CNS neurons70,71. Moreover, variations in the activity of 
nearby neurons could produce ‘cross-talk noise’ in the 

confined spaces of the CNS. Such cross-talk can arise 
through ephaptic coupling68, large changes of extracellular 
ion concentration after electrical signalling72, and spillover  
of neurotransmitters73 between unrelated synapses.

Synaptic noise. If a presynaptic cell is driven repeatedly 
with identical stimuli, there is trial-to-trial variability in  
the postsynaptic response74,75(FIG. 2b). This variability 
could arise from noise41,46 or from a deterministic proc-
ess that is too complex to grasp and thus appears ran-
dom75,76. Here we discuss evidence for the considerable 
contribution of noise to synaptic variability.

Many neocortical cells receive an intense synaptic 
bombardment from thousands of synapses77–79, which 
is often referred to as ‘synaptic background noise’ 
(REFS 80,81). However, the rich set of dendritic mecha-
nisms that allow individual synapses to interact suggests 
that this ‘background’ activity is unlikely to be composed 
only of noise26,27,82,83. Indeed, experimental evidence and 
computational arguments suggest that the synaptic 
background activity contains meaningful structure16,83–85. 

Figure 2 | Examples of cellular noise. a | Channel noise as a source of trial-to-trial variability in action potential (AP) 
propagation. Stochastic simulations of the response of a 0.2 m diameter CNS axon (comparable with a cerebellar parallel 
fibre) in response to repeated identical current stimuli and initial conditions are shown. The only source of variability is the 
stochastic opening and closing of a million individually simulated ion channels. Spike trains were triggered by a time-
varying current stimulus (top plot). Spike raster plots for each measurement site are shown, from the soma (second-from-
top plot) down to the most distal part (the axon; bottom plot). In each raster plot, the precise timing of spikes is marked by 
dots, which are stacked over each other for each repeated trial (there were 60 trials). The shift of the overall spike pattern 
across rows reflects the average propagation speed of the APs. The raster plot of the somatic measurement reflects spike-
time variability from AP initiation. Owing to channel noise, the spike-time variability rapidly increases the further the AP 
propagates, and it eventually reaches millisecond orders. b | Trial-to-trial variability of synaptic transmission measured  
in vitro by paired patch-clamp recordings in rat somatosensory cortex slices. Six consecutive postsynaptic responses 
(black traces) to an identical presynaptic-stimulation pattern (top trace) are shown, along with the ensemble mean 
response (grey trace) from over 50 trials. Part a modified from REF. 65. Part b modified, with permission, from REF. 77  
(2006) American Physical Society.

REVIEWS

296 | APRIL 2008 | VOLUME 9  www.nature.com/reviews/neuro

©!2008!Nature Publishing Group!

Causes: bruit de canal, bruit synaptique, etc.
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Effet du bruit sur la synchronisation

Le bruit peut détruire la synchronisation

ou, au contraire, la rendre possible: Mainen et Sejnowski (Science
1995), Teramae et Tanaka (PRL 2004)
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Notre objectif

Nous étudions ici la relation inverse: l’effet de la synchronisation sur
le bruit

Ce faisant, nous identifions un autre rôle pour la synchronisation (cf
section précédente)
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Le bruit perturbe la trajectoire des oscillateurs

Oscillateur non bruité
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Le bruit perturbe la trajectoire des oscillateurs

En présence de perturbations importantes, les codages

temporel

fréquentiel

de population (averaging)

sont impraticables!

FFT oscillateur non bruité
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La synchronisation protège contre le bruit

Oscillateur bruité synchronisé
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Tabareau, Slotine & Pham, PLoS Comput Biol, 2010
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La synchronisation protège contre le bruit

En fréquentiel

FFT oscillateur non bruité
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FFT oscillateur bruité synchronisé
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Hypothèses

Réseau de n oscillateurs bruités et couplés diffusivement (équations d’Itô):

dxi =

f(xi , t) +
∑
j 6=i

Kji (xj − xi )

 dt + σdWi , i = 1 . . . n

Ou “à la physicienne”

ẋi = f(xi , t) +
∑
j 6=i

Kji (xj − xi ) + σξi , i = 1 . . . n

avec ξ représentant du “bruit blanc”
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Hypothèses (suite)

Quatre assomptions:

A1 Le réseau est équilibré: pour chaque oscillateur,∑
j Kji =

∑
j Kij)

A2 La nonlinéarité de f est bornée: |λmax(Hj)| ≤ 1√
d

Hbd

A3 La dynamique de f est résistante aux petites perturbations

A4 Les oscillateurs sont synchronisés:

E

∑
i<j

‖xi − xj‖2
 ≤ ρ
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Résultat

Sous ces hypothèses, quand ρ/n2 → 0 et n→∞, l’effet du bruit sur
chaque oscillateur évolue comme

ρHbd

2n2
+

σ√
n

Remarque: quand les systèmes sont linéaires, on a Hbd = 0 et on retrouve
le résultat connu pour les sytèms linéaires
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Éléments de preuve

Comparer la trajectoire moyenne à une trajectoire sans bruit

Puisque les trajectoires sont proches entre elles (A4), elles sont
proches de la trajectoire moyenne
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Entrées variables dans le temps

a Entrée

b Sortie non bruitée

c Sortie bruitée

d Sortie bruitée
synchronisée
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⇒ Préserve le signal même en présence de perturbations importantes
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Fin

Merci de votre attention!
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