Le théoréme de Polya

S. Baumard et A. Page

Résumé
Le théoréme de Poélya est un outil combinatoire permettant le dé-
nombrement des coloriages d’ensembles & I’action d’un groupe preés. aprés
avoir rappelé les bases de la théorie des actions de groupes, on expose une
preuve de ce théoréme et on en examine quelques conséquences pour cer-
tains polytopes réguliers ainsi que pour la droite projective sur un corps
fini. La premiére partie est une adaptation libre de [Big89].

La lecture de ’exemple du paragraphe 2.2 nécessite de connaitre les
notions de corps fini (voir par exemple [Dem97|) et de droite projective
(voir [Aud06] ou [Sam86] pour un point de vue géométrique).

0 Préliminaires

Soient G un groupe et X un ensemble. Une action de G sur X est une ap-
plication - : G x X — X telle que 1-z = x pour tout x € X et que g- (h-z) =
(gh) - « pour tous éléments x € X et g,h € G. Cela revient a se donner un
morphisme de groupes de G dans le groupe G(X) des permutations de X. On
notera souvent GG X.

Exemple. Le groupe SO3(R) des rotations de I'espace agit sur R® de facon
naturelle.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On dit qu’un élément g € G
fize un point z € X, ou que z est un point fize de g, si g-x = x. Pour x € X, le
stabilisateur Stab(z) est le sous-groupe des éléments g € G qui fixent le point x.
Pour g € G, le fizateur Fix(g) est le sous-ensemble des points fixes de g.

Exemple. Dans ’action de SO3(R) sur R?, le stabilisateur d’un vecteur unitaire
s’identifie & SO2(R) (en complétant ce vecteur en une base orthonormée directe,
les matrices le stabilisant se décomposent par blocs), et le fixateur d’une rotation
non triviale est une droite (I’axe de la rotation en question).

Dans une action GG X, 'orbite d’un point x sous le groupe G est ’en-
semble G-z = {g-z | g € G}. Deux orbites sont soit disjointes soit confondues;
les orbites forment donc une partition de X. On appelle quotient de X sous
laction de G l'ensemble X /G de ces orbites.



Exemple. Les orbites de R? sous I'action de SO3(R) sont exactement les sphéres
centrées en l'origine, et le quotient R*/ SO3(R) s’identifie &4 RT en envoyant une
sphére sur son rayon.

Supposons qu’un groupe fini G agisse sur un ensemble X. Toutes les orbites
sont alors finies, et I’orbite d’un point x est de cardinal mlTC%ﬂ : en effet, dans
I’application naturelle qui envoie G dans G - x, la préimage de chaque point est

en bijection avec Stab(z).

Etant donnés une action GG X et un ensemble Y, les applications f : X — Y
constantes sur les orbites (ou, de fagon équivalente, vérifiant f(g-2) = f(x) pour
tous g et x) correspondent aux applications f : X/G — Y en posant f(G - z) =
f(z). On fera souvent I’abus de notation consistant & identifier f et f.

Exemple. Soit f = || - ||* : R®* — R. Cette application est constante sur les
orbites sous SO3(R). L’application correspondante f : R*/SO3(R) — R est le

carré du rayon.

Si GCX et si g € G, le sous-groupe (g) de G engendré par g agit encore
sur X, et l'orbite d'un point x € X est ’ensemble des g" - x pour n € Z. Si X
est fini, ¢ agit comme une permutation, et la partition de X en orbites sous (g)
correspond a la décomposition en cycles de cette permutation.

1 Le théoréme

Probléme. On considére un groupe fini G agissant sur un ensemble fini X, et
on s’intéresse aux coloriages de X essentiellement distincts, c’est-a-dire qu’on
considére deux coloriages comme identiques dés qu’on peut obtenir I'un & partir
de l’autre en faisant agir un élément de G. On aimerait connaitre le nombre de
coloriages de X essentiellement distincts utilisant un nombre de couleurs donné,
ou utilisant chaque couleur un nombre de fois donné.

Pour se rendre compte de la puissance du théoréme de Pélya, il est utile de
commencer par faire quelques comptages a la main.

Exercice. On s’intéresse au dodécaédre régulier, c¢’est-a-dire I'unique polyédre
régulier & douze faces (voir figure 1 ci-dessous).
— De combien de maniéres peut-on colorier un dodécaédre régulier fixé (on
ne peut pas le tourner) avec deux couleurs?
— De combien de maniéres peut-on colorier un dodécaédre régulier avec deux
faces noires et dix faces blanches, & rotation prés?
— De combien de maniéres peut-on colorier un dodécaédre régulier avec une
face rouge, deux faces noires et neuf faces blanches, & rotation prés?

Le théoréme de Polya fournit un moyen systématique et efficace de répondre
a ce type de questions, épargnant le comptage a la main.



F1GURE 1 — Dodécaédre régulier avec trois axes de rotation

On commence par démontrer un lemme classique sur les actions de groupes
finis, qui sera la clef de votite de la preuve du théoréme de Polya.

Lemme 1 (formule de Burnside pondérée). Soient G un groupe fini agissant sur
un ensemble fini X, E un Q-espace vectoriel' et f : X/G — E une application.

Alors
3 f<w>=ﬁz S A

weX/G g€G E€Fixg

Démonstration. L’idée consiste & sommer de deux fagons différentes la fonction
qui & (g,§) € G x X associe 1g.¢=¢ f(£). D’une part

Yo e SO =D > Lgee SO = Y fO)
(9,)€GXxX geG £eX g€G &€Fixg
et d’autre part

S g fO =D (Z ]lgfzf)f(f)

(9,6)eGxX cexX ged

=) |Stab¢| £(€)

fex

= Z GG§| (G-&) car f est constante sur les orbites
fex

1. Cet énoncé reste vrai en supposant seulement que E est un monoide commutatif, en
multipliant I’égalité par |G]|.



= Z |w|+— f(w) en regroupant les termes

=Gl Y fw)

weX/G
d’ou le résultat. O

Dans toute la suite, on considére un ensemble fini X & n éléments, sur lequel
agit un groupe fini G. On se donne aussi un ensemble K de cardinal k, dont les
éléments, notés 1, ..., Ty, seront vus a la fois comme des couleurs et comme des
variables formelles ; cette ambivalence est précisée par les définitions suivantes.

Définition (indicatrice des cycles). Si g € G, on appelle indicatrice des cycles
de g le polynome de Zlt1, ..., t,] défini par (, = HwEX/(g) t|w|- On a alors ¢, =
t7 - tom ou «y est le nombre d’orbites de cardinal ¢ dans X sous laction
du sous-groupe (g) engendré par g. De méme, on appelle indicatrice des cycles

de G le polynome ZGOX = ﬁ dec (4. Bien que ces indicatrices dépendent

de ’action de G sur X et pas uniquement du groupe G, on notera souvent Zg =
Z oCx quand le contexte empéchera toute ambigiiité.

Exemple. Considérons G ’ensemble des rotations qui laissent globalement in-
variant le dodécaédre régulier; ce groupe agit naturellement sur ’ensemble X
des faces de ce dodécaédre. Soit p une rotation d’axe passant par deux centres
de faces opposées du dodécaédre et d’angle 2?”, qui est bien dans G. alors p fixe
les deux faces opposées par lesquelles passe son axe, et les dix faces restantes
forment deux couronnes de cinq faces que p fait tourner en décalant chaque face
sur sa voisine. Ces deux couronnes forment donc chacune une orbite sous (p).
Cette rotation agissant sur X posséde finalement deux points fixes et deux or-
bites de cardinal 5, d’ot ¢, = t t3.

Exercices.

— On fait agir 6,, par permutation sur [1,n]. Que vaut l'indicatrice des
cycles d’une permutation ?

— On se donne deux groupes G, et Gy agissant respectivement sur des en-
sembles X et X5. Cela donne une action de GG; x G5 sur la réunion dis-
jointe X7 U X5 par (g1,92) 21 =¢g1-x1 six1 € Xy et (g1,92) -T2 = g2 - X2
si my € Xo. Montrer que (g, ,g,) = g, (g, POUT toUt (g1,92) € G1 x G, et

que Z, o, Gxuxs = 26,6x, 26, Cxy

— Soit G un groupe agissant sur X. On note N l'intersection des stabilisa-
teurs des points de X, qui agit sur G par multiplication & gauche. Montrer

que G/N est encore un groupe agissant sur X et que Z Z

c/NGx ~ “cCx-

De méme, si S est 'image de G dans &(X), ona Z 5, =27, -
Définition (coloriage). On appelle coloriage de X & k couleurs (ou encore
coloriage @ valeurs dans K) de X toute application v : X — K, et on note T’



I’ensemble des coloriages a k couleurs de X, les ensembles X et K étant sous-
entendus.

On dispose de deux actions naturelles sur I' : celle de G(K) par postcom-
position des applications, et celle de G par g -+ = v o g '. Notre objectif
sera de compter les coloriages de X & ’action de G prés, deux coloriages étant
équivalents modulo G s’ils sont envoyés I'un sur l’autre par un élément de G.

Exemple. Considérons un dodécaédre posé sur une face, avec une face tournée
vers ’observateur, X 1’ensemble de ses faces et G son groupe de rotations. On
prend comme ensemble de couleurs K = {n,r,b} (noir, rouge, blanc). Soit -y le
coloriage de X tel que les deux faces verticalement opposées soient noires, la
face supérieure tournée vers ’observateur rouge et toutes les autres blanches.

Soit 0 € 6(K) qui échange n et b et qui laisse r inchangé. alors o o vy est le
coloriage tel que les deux faces verticalement opposées soient blanches, la face
supérieure tournée vers 1’observateur rouge et toutes les autres noires.

Soit p la rotation d’axe vertical et d’angle 2% dans le sens trigonométrique
(vu du dessus). alors p -y = o p ' est le coloriage tel que les deux faces
verticalement opposées soient noires, la face supérieure & droite de celle tournée
vers l’observateur rouge et toutes les autres blanches.

Définitions (indicatrice d’un coloriage, fonction génératrice des coloriages).
Pour v € T, on pose indy = [ x 7(§) € Z[K]. On a alors indy = 27" -+ -z}
ol ¢; est le nombre d’éléments de X de couleur z; € K. La fonction ind est
constante sur les orbites de I' sous G, et se factorise donc en une applica-
tion encore notée ind : I'/G — Z[zy,...,xk]. Si A est une partie de T ou
de T'/G, on appelle fonction génératrice des coloriages par A le polynéme Uy =

> eqindy € ZK].

De méme que ind vy encode le type du coloriage -, la fonction génératrice U4
encode le nombre de coloriages de chaque type contenus dans A. Dans le cas
ol A est une partie de I'/G, on compte les types des coloriages a laction de G
preés.

Exemple. Avec les notations de 'exemple précédent, le coloriage ~ utilise la
couleur noire sur deux faces, la couleur rouge sur une face et la couleur blanche
sur les neuf faces restantes. On a donc ind v = b’n?r. Avec les notations utilisées
dans le cas général (n = 1, 7 = xa, b = x3) cela donne ind y = 27 x, 3.

Remarque. La fonction génératrice Up /g est un polynéme symétrique en les
éléements x; de K. En effet, si 0 € §(K), o permute I'/G car son action sur I’
commute avec celle de G : pour g € Get y€T,onag-(coy)=coyog ! =

oo (g-~). Par conséquent,

O"UF/GZU'Z indw
wel'/G

= > o)

wel'/G §eX



= > [l@ew©

wel'/G EeX

= > J[«©®

wel'/G EeX
=Urc-

On sait donc par avance que Up g est un polynome a coefficients rationnels en
les fonctions puissances définies par 7, = x§ + - - + x},.

Notre objectif est de calculer U ¢, dont les coefficients donnent, pour toute
répartition de couleurs, le nombre de coloriages de X distincts modulo G qui
ont cette répartition. Cet objectif est atteint par le résultat suivant, qui fournit
explicitement 'écriture de Up /g en termes des fonctions puissances.

Théoréme 2 (George Polya, 1935). Soient G un groupe fini agissant sur un
ensemble X de cardinal n, et k un entier naturel. On a lidentité polynomiale

UF/G(l‘l;n-axk) = ZGOX(Tl""’T”)'

Corollaire. Sous les mémes hypotheéses, le nombre de coloriages de X a k

couleurs modulo I'action de G vaut [I'/G| = Z - (k,... k).

Démonstration (du corollaire). On particularise le théoréme en z = (1,...,1)
qui donne 7; = k pour tout i. Cela donne Ur,q(1,...,1) = ZGQX(k’ ..., k). De
plus Ur/g(1,...,1) =3° cp/g 1" = |I'/G], ce qui conclut. O

Exemples. Reprenons la question : « De combien de maniéres peut-on colorier
un dodécaédre régulier avec une face rouge, deux faces noires et neuf faces
blanches, & rotation prés? » On utilise encore les mémes notations que dans les
exemples précédents pour X et G. Nous démontrerons dans la partie 2.1 que
Iindicatrice des cycles du groupe du dodécaédre agissant sur ses faces est

Zg = & (12 + 2417 82 + 1515 + 20¢3).
On applique alors le théoréme de Polya : Ur/q = Zg(71,...,75) qui devient
& ((r+n+b)12+24 (r+n+b)? (r°+n°+b°)24+15 (r*+n>+b%)5+20 (r* +n®+b7)4).

On veut trouver le coefficient de rn?b° dans cette expression. Cela revient a
trouver le coefficient de r n? dans

L ((r+n4+1)2424 (r4n+1)% (P07 +1)%+15 (P12 +1)°420 (P +nP+1)*).

Les termes (2 +n%+1)% et (r®+n>+1)* ne contiennent que des puissances trop
grandes de r et n. Le terme (r+n41)% (% 4154 1)% est égal a (147 +n)? plus



des termes de trop grand degré, et aucun ne contient le monéme rn?. Enfin,
on a

(r+n+1)12:...+(132) (7‘+TL)3+~~~
:...+220(7«+n)3+...
= ... 49220-3rn%+ .-
et le coefficient recherché est 2223 = 11. 1l existe donc 11 coloriages & une face

rouge et deux faces noires, ce qu’on pouvait trouver par un comptage laborieux.

On trouve dans ce polynéme la solution & toutes les questions du méme type
avec trois couleurs. Par exemple, résolvons la question « De combien de maniéres
peut-on colorier un dodécaédre régulier avec deux faces rouge, cing faces noires
et cinq faces blanches, & rotation prés? », ce qui parait difficile & compter & la
main. Le terme (2 +n?+1)° (resp. (r® +n>+1)?) ne contient que des monoémes
dont les puissances de r et n sont paires (resp. multiples de 3). Par ailleurs on a

(r4+n+12@E 40+ 1) =@r+n+1)%*14+20°) +---
:...+2r2n5+...
et r+n+)2 =+ () r+n)"+ -
e T92(r )"
= 4792217205 4 .- -,

le coefficient recherché est donc finalement % = 278. Il semble difficile
de trouver les 278 coloriages sans utiliser le théoréme !

Le lemme technique que voici sera utile dans la preuve du théoréme de Polya.

Lemme 3. Soit Hle X une partition de X. Soit A C T Uensemble des colo-
riages constants sur chaque X;, et m; = |X;|. Alors

P
UA(xl,...,xk) = Hij.
j=1

Démonstration. Les coloriages constants sur chaque X; s’identifient aux appli-
cations de {X; | j € [1,p]} dans K, et donc aux suites de p éléments de K. Par
conséquent

Uag = Zind’y
=> [©

YEaeX

=> J[rx)m

YEa j=1



P
= Z H m:’ en posant y(X;) =

I
—
M=
&Sﬁ

ce qui est le résultat annoncé. O

Exemple. On dispose d’un dé & six faces numérotées de 1 & 6 par des points.
On veut colorier chaque point en rouge ou en noir de maniére a ce que les points
d’une méme face soient de la méme couleur, et de sorte & obtenir 10 points
rouges et 11 points noirs. On cherche a savoir de combien de fagons différentes
on peut procéder a un tel coloriage.

L’ensemble des points étant partitionné en six classes (les faces), on est dans
la situation du lemme 3, qui donne pour fonction génératrice Uy = Hle (ni+rt).
Le nombre recherché est le coefficient de n'' 7' dans Ua, qui vaut 5.

Pour prouver le théoréme, on se servira aussi du lemme simple suivant.

Lemme 4. Soient v € I' et ¢ € G. Alors v € Fixg si et seulement si v est
constante sur chaque orbite de X/{(g).

Démonstration. Si -~y est constante sur ces orbites, alors, pour tout point £ € X,
ona (g-y) (&) =v(g71-€) = y(€) car g€ est dans lorbite de & ; donc v € Fix g.

Réciproquement, si v € Fix g, soient &, ¢’ dans la méme orbite de X sous
laction de g. alors il existe un entier m tel que & = g™ - &, dou y(¢') =
Y™ &) = (g™ ) (&) =(§) car v € Fix g; donc v est constante sur chaque
orbite. O

Démonstration (du théoréme). On applique la formule de Burnside généralisée
pour laction de G sur T, avec E = Q[K] et f = ind : elle donne

. 1 .
Ur/c = Z 1ndw:@2 Z ind .
werl'/G gEG Y€EFixyg

De plus, si g € G, l'action de g sur X induit une partition de X en orbites, ce
qui donne l’ensemble A, C I' des coloriages constants sur les orbites, qui est



égal a Fix g d’aprés le lemme 4. Donc

Ur/c = Z Z ind ~

gEG v€Fix g

|G‘ Z UFng

geG

| G\ Z Ua, par la remarque précédente
geG

Z H T\w\ par le lemme 3

gEG’ weX/(g

et finalement
UF/G(-T17~ .. ,xk) = ZGGX(Tl’ ces ,Tn)

ce qui est I’énoncé du théoreéme de Polya. O

2 Exemples de calcul

2.1 Coloriages de polytopes réguliers

On va calculer les indicatrices de cycles des groupes de symétries des poly-
gones et des polyédres réguliers, et en déduire certains nombres de colorations
des sommets® de ces polytopes. Par définition, le groupe des symétries d’un
polytope régulier est ’ensemble des rotations le stabilisant globalement, et agit
naturellement sur I’ensemble des sommets dudit polytope.

On notera ¢ la fonction indicatrice d’Euler, définie par ¢(n) = |(Z/nZ)
et U, le groupe des racines n-iémes de 'unité dans C, isomorphe (de fagon non
unique) & Z/nZ.

“I
)

Théoréme 5. Les indicatrices de cycles correspondant correspondant a l’ac-
tion des groupes de symétries des polytopes réguliers en dimension 2 et 3 sont
résumées dans le tableau 1 page suivante.

Démontrons le théoréme.

e Action des rotations sur le n-gone. Le groupe G des rotations du poly-
gone régulier & n cotés est isomorphe a U, et ’ensemble X des sommets est
aussi en bijection avec U, ; en choisissant convenablement cet isomorphisme et
cette bijection, l'action de G sur X se traduit simplement par l'action de U,
sur lui-méme par multiplication. Le groupe U, contient, pour tout diviseur d
de n, exactement o(d) éléments d’ordre d, qui engendrent le sous-groupe Uy.
Pour l'action de ce sous-groupe, chaque orbite dans X est en bijection avec Uy

qui est d’ordre d, et il y a donc 5 orbites de méme cardinal d.

2. Par dualité, on peut aussi en déduire le nombre de colorations des faces.



Groupe | Polytope Indicatrice des cycles
Ch n-gone 1 Z o(d) t;l/d
K d|n
D, n-gone L Zo, + {%(tg/(i+l7)t§2t;/2_l) s% n est Pair ‘
5t ty si m est impair
S, tétraedre L(t] + 8t,t5 + 313)
S, octaédre (8 + 6Tty + 31715 + 65 + 8¢3)
S. cube (] + 81715+ 913+ 613)
S; icosaddre o (12 + 247 2 + 1515 + 203)
Sy dodécaédre (170 4+ 207 ¢§ + 1550 + 24113)

TABLE 1 — Cas des polytopes

Remarque. Le méme argument donne, pour tout groupe G d’ordre n agissant
sur lui-méme par translation,

1 n/d
ZeCe =, > pald) ty/
d|n
ol p¢(d) est le nombre d’éléments de G d’ordre d.

e Action du groupe diédral sur le n-gone. Soit D,, le sous-groupe du
groupe des isométries planes Oz (R), conservant le polygone régulier & n cotés,
agissant sur I’ensemble X des sommets de ce polygone. Le groupe D,, est de
cardinal 2n, et contient C,,. Les autres éléments de D,, sont des réflexions, il
suffit donc de trouver leurs axes.

Si n est impair, chaque axe passe par 'un des n sommets du polygone, et la
réflexion associée a un point fixe : c’est le co6té opposé au sommet par lequel son
axe passe. Les autres orbites sont de cardinal 2, donc il y en a 25t. De plus,

7
il y a n telles réflexions. Donc

Zp, = ﬁ (nZc, +nty tén_l)m).

Si n est pair, chaque axe passe soit par deux sommets opposés du polygone,
soit par deux milieux de cotés opposés du polygone, et il y a dans chacun de ces
cas g telles réflexions. Dans le premier cas, la réflexion n’a pas de point fixe et a
donc 7 orbites de cardinal 2. Dans le second cas, la réflexion a deux points fixes,
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qui sont les deux cotés par lesquels I’axe passe, et 5 — 1 orbites de cardinal 2.
Donc

n/2

Zp, = = (nZc, + 2657 4 22377

n

et la valeur de Z¢, calculée précédemment fournit le résultat.

Passons maintenant aux polyédres réguliers. On utilisera sans cesse le fait
que leur groupe de rotations agissent transitivement sur 1’ensemble de leurs
sommets (c’est-a-dire que cette action posséde une seule orbite).

o Cas du tétraédre. Notons S; le sous-groupe de SO(3,R) conservant le
tétraédre régulier, agissant sur I’ensemble X des sommets du tétraédre. Le sta-
bilisateur d’un sommet est cyclique d’ordre 3, et l'orbite est de cardinal 4 :
Paction est transitive. Donc |S;| = 3 -4 = 12. On peut maintenant lister les
éléments de Sy, qui sont :

— L’identité, qui a comme indicatrice des cycles t‘ll.

— Les rotations non triviales fixant un sommet : il y en a 4 -2 = 8, dont les
indicatrice des cycles sont ¢, ¢5.

— Les rotations non triviales fixant deux milieux d’arétes opposés : il y en a
trois, chacune d’indicatrice des cycles t%.

Ce sont les seuls, car il y en a 12. Par conséquent

Zg, = 5 (t1 + 8ty ty + 3t3).

e« Cas de l’octaédre. Notons S, son groupe de symétries. Comme ci-dessus,
le stabilisateur d’un sommet est cyclique d’ordre 4, donc |S,| = 4 -6 = 24. Les
éléments de S, sont :

— L’identité, d’indicatrice des cycles t$.

— Les rotations non triviales fixant une paire de sommets opposés : il y
en a 3-2 =6 d’angle &7, d’indicatrice des cycles t% t,, et trois d’angle ,
d’indicatrice des cycles t3 ¢3.

— Les rotations non triviales fixant une paire de milieux d’arétes opposés :
il y en a six, d’indicatrice de cycle t%.

— Les rotations non triviales fixant une paire de centres de faces opposés :
il yena4-2=38, d’indicatrice des cycles t%.

Encore une fois, ce sont les seuls. On en déduit donc que

Zs, = o5 (t1 + 613ty + 3133 + 63 + 8t3).

e Cas du cube. Notons S, le groupe des rotations du cube, qui est de cardi-
nal 3-8 = 24. Les éléments en sont >

— L’identité, d’indicatrice des cycles t}.

3. Par dualité, on a en fait déja la liste de ces éléments...
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— Les rotations non triviales fixant une paire de sommets opposés : il y
en a 4 -2 = 8 d’ordre trois, d’indicatrice des cycles 3 t3.

— Les rotations non triviales fixant une paire de milieux d’arétes opposés :
il y en a six, d’indicatrice des cycles t%.

— Les rotations non triviales fixant une paire de centres opposés : il y en a 3-
2 = 6 d’angle =7, d’indicatrice des cycles ti, et trois d’angle 7, d’indica-
trice des cycles t3.

On en conclut que

Zs, = 5; (18 + 81313 + 93 + 643).

o Cas de l’icosaédre. Notons S; le groupe des rotations de l’icosaédre. Il a 5-
12 = 60 éléments, qui sont

— L’identité, d’indicatrice des cycles ¢12.

— Les rotations non triviales fixant deux sommets opposés : il y en a 6-4 = 24,

toutes d’ordre cing, d’indicatrice des cycles tf t%.

Les rotations non triviales fixant deux milieux d’arétes opposés : il y

en a 15, d’indicatrice des cycles ¢5.

— Les rotations non triviales fixant deux centres de faces opposés :il y en a 10-
2 = 20, d’indicatrice des cycles 3.

On en déduit que
Zs, = g5 (t1? + 243 2 + 1515 + 20¢3).

e Cas du dodécaédre. Le groupe S; est d’ordre 3 - 20 = 60, et ses éléments
sont

— L’identité, d’indicatrice des cycles #3°.

— Les rotations non triviales autour d’un sommet, au nombre de 10 -2 = 20,
et d’indicatrice des cycles t2 5.

— Les rotations non triviales autour d’une aréte, au nombre de 15 et d’indi-
catrice des cycles 3°.

— Les rotations non triviales autour d’une face, au nombre de 6 - 4 = 24 et
d’indicatrice des cycles t3.

Finalement

Zs, = o5 (130 + 2013 ¢§ + 15¢30 + 24 ¢3).
Le théoréme est donc démontré. O
Exemples.

e Le nombre de coloriages & k couleurs des sommets du polygone régulier & n
coOtés distincts & rotation prés vaut

1

1 n/d

- Z o(d) k™.
d|n
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Le théoréme de Pdlya permet le calcul rapide d’un nombre de coloriage, mais
il donne également en un seul calcul tous les nombres de coloriages, ce que nous
illustrons maintenant.

o Cherchons la série génératrice des types de coloriages & trois couleurs de
I’ensemble des sommets du carré, distincts & rotation pres.

1
Ze, = 1 Z ©(d) tf/d
dJ4

4/1 4/2 4/4
= LMt +o2) 8% + o) 1))
= 3(tt + 13 +21,).

On applique le théoréme de Poélya :

Urjc, (w1, 22,73) = Zo, (11,72, T3, T4)

= (i + 73 +27)

= (21 + 2y +29)* + (2 + 23 +23)* + 2 (21 + 25 + 23))
= (a1) + (2] 29) + 3 (2] 2y 25) + 2 (a1 23)

ot I'on a posé, pour tout monome m de Z[z1, T2, T3], (M) = > jce,.m b

Comme on le vérifie facilement & la main, il existe donc un unique colo-
riage n’utilisant que la couleur rouge (correspondant a x‘ll), un unique coloriage
utilisant trois fois la couleur rouge et une fois la couleur jaune (correspondant
A 23 x,), et trois coloriages utilisant deux fois la couleur rouge, une fois la couleur
jaune et une fois la couleur bleue (correspondant & 7 x5 x3).

o Cherchons la série génératrice des types de coloriages essentiellement, dis-
tincts & deux couleurs de I’ensemble des faces du dodécaédre régulier. Le dual
de ce solide ? étant icosaédre, colorier les faces du dodécaédre revient a colorier
les sommets de l'icosaédre. On a vu que

Zs, = g5 (t12 + 2413 82 + 155 + 20t3)

d’ou 'on tire par un calcul informatisé
Urys, =Zs,(T1,T2,T3, T4, Ts)
=(21%) + (7" w5) + 3 (21 23) + 5 (2] 23)

+ 12 (xf 23) + 14 (] 25) + 24 (28 25)

ol cette fois-ci (m) désigne ) _,c, ., £ POur m € Z[z1, z2]. Il y a donc par exem-
ple cinq dodécaédres différents avec neuf faces blanches et trois faces noires.

4. C’est-a-dire le polyédre dont les sommets sont les centres des faces du dodécaédre, et les
arétes sont celles qui relient deux sommets provenant de faces adjacentes.
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2.2 Action d’un groupe linéaire sur une droite projective

On a vu que l'indicatrice des cycles d’une action de groupe aidait a la compré-
hension de la combinatoire de cette action. Dans ce paragraphe, nous étudions
par cette méthode ’action du groupe linéaire des matrices de taille 2 sur la
droite projective d’un corps fini.

Ici, ¢ désignera une puissance différente de 1 d’un nombre premier p. On
rappelle que l'ordre de GLy(F,) est (¢* — 1) (¢*> — q).

Théoréme 6. L’indicatrice des cycles pour Uaction naturelle de GLo(Fy) sur
la droite projective P*(F,) vaut

1

1 +1 1 % 1 2 g=1 1 qu
TEm T A It i YL e DT + sk D el
1#d|q—1 1#d|g+1

La preuve du théoréme se décompose en deux grandes étapes : on commence
par décrire les classes de similitude de GLy(F,), puis on détermine pour chacune
de ces classes 'indicatrice des cycles associée — deux éléments d’une méme classe
agissant de fagon semblable sur P*(F,). On conclut en sommant les différentes
contributions.

2.2.1 Classes de similitude de GL(F,)

Proposition 7. Les classes de similitude de GLy(F,) sont de quatre types,
résumés dans le tableau 2 ci-dessous, qui récapitule pour chaque classe la forme
d’un représentant, le cardinal de la classe et le nombre de telles classes.

Type Représentant Cardinal Nombre

homothéties (“.) 1 qg—1
—1 -2
diagonalisables & valeurs (“ ﬁ) q(g+1) %
propres distinctes
trigonalisables non (“ (g—1)(¢g+1) g—1
diagonalisables
-1
non trigonalisables (’\ 5) q(g—1) q (q2 )

TABLE 2 — Classes de similitude de GLy(F,)

Pour dénombrer les classes de similitudes, on utilisera les propriétés de 1’ac-
tion de GLy(F,) sur lui-méme par conjugaison. En effet pour cette action, les
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orbites sont exactement les classes de similitude. De plus le stabilisateur d’un élé-
ment z € GLy(FF,) est son centralisateur : le sous-groupe des éléments qui com-

2 2
mutent avec lui. Le cardinal de la classe de similitude de x est donc u{w,
ol c est le cardinal de son centralisateur.

Démontrons la proposition 7. On considére le polynoéme caractéristique d’une
matrice de GLo(FF;). S’il admet deux racines distinctes dans g, la matrice est
diagonalisable a valeurs propres distinctes. S’il a deux racines identiques, soit
la matrice est une homothétie, soit elle est trigonalisable non diagonalisable;
quitte & conjuguer par une dilatation, on se raméne a la forme ci-dessus. Enfin,

si le polynéme caractéristique est irréductible, il est scindé & racines simples
dans F,2. Etudions séparément les différents cas.

o Cas d’une homothétie. Etant centrale, sa classe est réduite & un élément.
Il y a exactement une classe par élément de ]qu, ce qui donne ¢ — 1 classes.

o Cas d’une matrice diagonalisable a valeurs propres distinctes. Pour
obtenir le cardinal de sa classe de similitude, calculons son centralisateur. Une
matrice commutant avec elle laisse stables ses droites propres, et est donc dia-
gonale dans la méme base ; réciproquement, toutes les matrices de ce type sont
dans le centralisateur. Il est donc de cardinal (¢—1)%, d’out le cardinal de I'orbite
sous l'action de GLy(FF,) par conjugaison. Par ailleurs, il y a exactement une

classe par partie & deux éléments de ]qu, soit, (qgl) = @71)2&.

¢ Cas d’une matrice trigonalisable non diagonalisable. Comme pré-
cédemment, on calcule son centralisateur. On trouve qu’il s’agit des matrices
triangulaires supérieures dans la méme base, de valeurs propres identiques. Il
est donc de cardinal ¢ (¢ — 1), et U'orbite a bien le cardinal annoncé. Et il y a
autant de classes que de valeurs propres possibles, soit ¢ — 1.

¢ Cas d’une matrice non trigonalisable. aprés conjugaison par une ma-
trice de GL2(F,2), elle s’écrit (* ;) oit A € Fy2 \ Fy et ot X est 'autre racine
du polynéme caractéristique. On calcule encore une fois le centralisateur de
cette matrice : un élément de ce centralisateur se diagonalise dans la méme base
en (O‘ 5), et un tel élément provient du centralisateur dans GLo(FF,) si et seule-
ment si 5 = &; en effet, la condition est nécessaire en considérant le spectre,
et elle est suffisante par le lemme 8 ci-aprés. Il y en a donc exactement un par
élément de quz, soit ¢> — 1, et L’orbite est de cardinal ¢ (¢ — 1). Enfin, il y a
exactement une classe de similitude par paire de conjugués {\,A\} avec A ¢ F,,

2_
soit 451, O

On s’est servi du lemme technique que voici :

Lemme 8. Soit g = P(>‘ 5) P71 € GLa(F,) avec P € GLa(Fp2) et A € Fp2 \ Fy,.
alors, pour tout |1 € IFqX2, la matrice P(“ ﬂ)P*1 appartient ¢ GLo(Fy).
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Démonstration. Considérons 'application Fg-linéaire
f : FQQ — MQ(]qu)
w -1
— P _ | P
g ( u)

Elle est injective et son image est donc de dimension 2 sur F,. Or cette image
contient f(1) =1 € My(F,) et f(A) = g € My(Fy) qui n’est pas une homo-
thétie : comme A ¢ F,, c’est que A # A. Par conséquent, f(1) et f()\) sont
indépendants sur F,, et donc engendrent I'image de f qui est finalement incluse
dans M (F,). O

2.2.2 Calcul des indicatrices des cycles

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 6. Comme les
éléments de GLo(F,) induisent des permutations de P'(F,), les indicatrices de
cycles ne dépendent que de la classe de similitude d’un élément ; il nous suffit
donc de calculer I'indicatrice des cycles des quatre types de représentants listés
ci-dessus.

o Cas d’une homothétie. Les homothéties agissent trivialement sur P*(F,),

et ont donc chacune pour indicatrice des cycles t*'. La somme de ces indica-
trices est donc (g — 1) ¢4,

e Cas d’une matrice diagonalisable a valeurs propres distinctes. La

. . Lo 571
matrice g = (a 5) est proportionnelle & (
tive P*(F,) = Fx {0} U{oo} par multiplication par a7t Son indicatrice des
cycles est donc

1), qui agit sur la droite projec-

_ 2,
Cg=1it,

ot d = ord(a B71) désigne I’ordre multiplicatif de oo 37! dans . En sommant
les indicatrices de cycles de toutes les classes et en les regroupant par ordre, on
obtient

1 i alg+1) =t _
LY elrnaiii =10 s S pag

a#BeFy YEFF\{1} BEFS
~(g—=1Dq(g+1) o s
FEF\{1}
(q—1)q(qg+1) a1
= Z p(d)tTt,"
1#d|g—1

car IFqX est cyclique d’ordre ¢ — 1, et a donc exactement ¢(d) éléments d’ordre d
pour tout diviseur d de ¢ — 1.
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¢ Cas d’une matrice trigonalisable non diagonalisable. La matrice dia-
gonale (“ ') est proportionnelle & (* O‘;l), elleméme semblable & (' ). Toutes
les matrices de ces classes de similitude agissent donc sur P*(F,) comme cette
derniére, qui est une translation additive sur {oo} U F,. Leurs indicatrices de
cycles sont donc toutes ¢, tg/p, puisque 'ordre de 1 dans le groupe additif IFy
est p. En sommant, on obtient

(q— 1) (q+ 1)t 77

e Cas d’une matrice non trigonalisable. Soit g = P()‘ /—\)P’1 une telle

matrice, avec P € GLa(Fg2) et A € Fpe \ Fy. D’aprés le lemme 8, on a un
morphisme de groupes

F% GL2(F,)

o
H -1
— P | P
: (M)

qui induit une action de IE‘qX2 sur P! (Fy), dans laquelle A agit comme g. Le
noyau de cette action est la préimage de ’ensemble des homothéties, soit exac-
tement F, et on a par conséquent une action de T, = ]qu2 JF sur P'(F,), pour
laquelle la classe [A\] de A agit comme g. Cette action est simple : en effet, si
un élément [A] de T, a un point fixe, alors 'image de A a une droite stable,
et donc une valeur propre dans F,, et A € F,, soit [A\] = 1. En choisissant un
élément quelconque D de P'(F,), on a donc une injection de T, dans P;(F,)
donnée par v +— ~v - D, qui est une bijection par égalité des cardinaux. Fina-
lement, laction de T, sur P;(F,) s’identifie & I'action de T, sur lui-méme par
multiplication.

Par conséquent,
Cg = C/\ = C[)‘] = tord[)\]
ou ord désigne cette fois-ci 'ordre multiplicatif dans le groupe T,. En sommant
sur toutes les classes, on obtient

1 sdn _alg—1) &=
5 Z q (q - 1) torsi[[;\]] = T Z (q - 1) tor?l’y
AEF 2\Fq YET\{1}
q(g—1)° ot
S 1Dy
1#d[g+1

puisque T, est cyclique d’ordre ¢ + 1 comme quotient du groupe cyclique IFqXQ.
Il suffit enfin de sommer les différentes contributions pour aboutir & la formule
annoncée. U
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Remarque. Il n’est en fait pas surprenant d’avoir une bijection entre T, et
la droite projective P'(F,), puisque F,2 est (non canoniquement) isomorphe
a ]Fg en tant que Fy-espace vectoriel, ce qui induit une bijection entre F;z /]FqX

et (Fz \ {0})/(F).
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