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INTRODUCTION

L’étude des surfaces de Riemann est un probléme ancien, introduit au XIX® siecle pour étu-
dier des fonctions multiformes, définies par une équation algébrique ou comme réciproque d’une
fonction analytique usuelle. L’étude du prolongement analytique, par exemple, conduit naturel-
lement a étudier des revéments ramifiés. Les travaux d’Abel et Jacobi sur les identités entre les
intégrales maintenant dites abéliennes, comme les intégrales elliptiques ou hyperelliptiques, ont
initié I’étude des courbes algébriques planes, qui sont maintenant vus sous I’angle de la variété
jacobienne, et des fonctions théta abéliennes.

En 1938, André Weil propose une généralisation non-abélienne de ces techniques, qui se déve-
loppa notamment dans les années 1960 et 1970 lorsqu’on a su les comprendre grace aux nouveaux
outils de la géométrie algébrique et analytique inventés par Grothendieck. Plus tard, les fonctions
théta généralisées ont fait leur apparition dans 1’étude des invariants quantiques des nceuds et
des variétés de dimension trois, ainsi qu’en théorie conforme des champs, et les idées de Witten,
inspirées de la physique, ont apporté un nouvel éclairage sur leur signification et leurs propriétés.

Du point de vue de la géométrie algébrique, I’étude des courbes algébriques planes est remar-
quablement poussée, et permet d’énoncer un grand nombre de résultats fins sur la structure de
certains objets. C’est en particulier I'étude des espaces de modules associés qui a fait émerger la
notion de champ algébrique, qui est aujourd ’hui un cadre de travail relativement bien compris
pour I’étude de quotients de variétés.

Ce texte présente et reprend les themes abordés dans mon mémoire de M2, réalisé sous la di-
rection d’Arnaud Beauville, que je remercie de m’avoir présenté ces sujets anciens, mais toujours
d’actualité et encore mystérieux, et de son expérience et ses remarques avisées.

Date: 20 juin 2007.
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1. GEOMETRIE DES SURFACES DE RIEMANN
1.1. Propriétés topologiques et différentielles.

1.1.1. Invariants topologiques des surfaces. Soit ¥ une surface différentiable réelle, orientée,
compacte, connexe. Elle est entiérement déterminée a difféomorphisme pres par son genre, un
entier naturel qui est par exemple la moitié de la dimension de son premier groupe de cohomologie
de Betti. Intuitivement, une surface de genre g est la somme connexe de g tores, un «tore a g
anses».

Si 3 est une surface de genre g, on en connait ainsi les groupes de cohomologie et homologie
entiers : ils sont sans torsion, et les nombres de Betti valent by = 1, b = 2g et by = 1.

Le groupe fondamental de X est le groupe engendré librement par 2¢g éléments a;, b; (pour
1 < i < g), soumis 4 la seule relation a;bya; 'b; " - - - agbga;lbg_1 =1

1.1.2. Classification des fibrés vectoriels sur les surfaces. Les outils de topologie algébrique
comme la théorie des faisceaux de Leray ou la cohomologie de Cech permettent d’exprimer effi-
cacement un certain nombre de résultats. Par exemple, les fibrés en droites (réels ou complexes)

de classe C* sont classifiés par le groupe H' (X, C*™). Or on a une suite exacte
0=HY(2,C*) — HY(2,C*) - HX(%,Z) ~Z — H*(2,C*) =0

qui identifie ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés en droites (munis d’une structure
de groupe par le produit tensoriel) aux entiers relatifs. L’acyclicité des faisceaux C* provient de
I’existence de partitions de I'unité. L’entier associé a un fibré en droites de la sorte est un invariant
topologique appelé degré ou premiere classe de Chern.

Soit E un fibré vectoriel complexe sur X de rang supérieur strictement a 1. On peut trouver, au
moyen de partitions de I'unité, une métrique hermitienne sur £ continue (et méme de classe C*°
si nécessaire). On peut alors trouver une section de £ continue ou de classe C* ne s’annulant nulle
part [Hus94|]. Pour cela, on modélise la topologie de ¥ par la réunion d’une cellule contractile de
dimension deux, et d'un squelette de dimension 1. Le fibré est alors trivial sur le squelette, et on
peut prolonger une section ne s’annulant pas sur la cellule contractile, a condition que les fibres
intéressantes (de la forme C* \ {0}) soient simplement connexes.

En recommencant avec I’orthogonal, on obtient une décomposition £ = X x C"" '@ L, ou L est
un fibré en droites isomorphe & /" F. Celui-ci n’est pas forcément trivial, on peut le caractériser
par une fonction de transition sur le bord de la cellule contractile, qui est une application de S*
dans C*. Celle-ci est caractérisée, a homotopie prés, par son degré.

Proposition 1.1. Les fibrés vectoriels topologiques complexes sur X sont classifiés par leur degré
(défini comme celui de leur déterminant). Si £’ est un fibré vectoriel complexe de rang r > 1 et
de degré d, E est de la forme C"~! @ L, ou L est un fibré en droites de degré d.

On peut également interpréter le degré d’un fibré en droites comme le nombre de zéros d’une

section transverse, ou, dans le cas holomorphe, comme le nombre de zéros d'une section non nulle,
a multiplicité pres.
1.1.3. Connexions et courbure. On suppose ici par souci de simplicité que la surface et les fibrés
considérés sont de classe C*°. Un grand nombre d’invariants topologiques des surfaces et des fibrés
peuvent étre calculés par des méthodes analytiques et différentielles. C’est le cas, par exemple,
de la cohomologie singuliére, que 1'on peut calculer par la cohomologie de De Rham, ou par la
théorie de Hodge.

Définition 1.1 (Connexion). Une connexion sur un fibré vectoriel £ est un morphisme entre les
faisceaux de sections V : & — A ® & (ou A! est le faisceau des 1-formes différentielles) qui
est un opérateur différentiel linéaire du premier ordre, vérifiant la condition de Leibniz V(fs) =
df ® s+ fVs.
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Les connexions forment un espace affine sur A'(X, End E), les 1-formes a valeurs dans End F.
Leur action s’étend naturellement, par la régle de Leibniz, aux formes différentielles de degré
quelconque a valeurs dans E. La courbure est 'opérateur V? : £ — A3 ®E. C’est un morphisme
de fibrés (C*°-linéaire) et pas seulement un morphisme de faisceaux d’espaces vectoriels. On peut
donc exprimer la courbure comme une 2-forme a valeurs dans End E.

La théorie de Chern-Weil permet de construire les invariants topologiques de fibrés vectoriels
comme classes de cohomologie de polyndmes en la courbure. On obtient ainsi, notamment, les
classes de Pontryagin et les classes de Chern. Dans le cas qui nous intéresse, la formule cruciale
est ]

deg £ = 5 XTr(Rv).
1.2. Géométrie holomorphe.

1.2.1. Structures complexes. On suppose désormais > munie d'une structure complexe. Les struc-
tures complexes possibles pour une surface de genre g forment une variété complexe, I'espace de
modules des courbes de genre g, qui est quasi-projective. Toute structure presque complexe (c’est-
a-dire une structure de fibré en droites complexes sur le fibré tangent) sur une surface est inté-
grable, c’est-a-dire qu’on peut trouver un atlas holomorphe pour cette structure presque complexe
sur la variété. Une surface de Riemann est une surface > munie d’une structure complexe.

Le théoréme d’uniformisation de Riemann permet de classifier les surfaces de Riemann par leur
revétement universel, en celles de genre 0, qui sont isomorphes a P!(C), celles de genre 1, qui sont
isomorphes au quotient de C par un réseau (les courbes elliptiques), et celles de genre au moins
2, qui sont le quotient du disque unité de C par un sous-groupe discret de PSU (2, C) agissant
par homographies (les surfaces hyperboliques).

La théorie de Hodge permet de voir d’espace de cohomologie de de Rham H'(X, C) comme
I'espace des 1-formes différentielles harmoniques. Pour cela, on choisit sur le fibré tangent de
>} une métrique hermitienne h = g — iw, ou w est une 2-forme (forcément fermée), qui fait
de h une métrique kahlérienne. On a alors le résultat plus fort de décomposition de Hodge :
HY(X,C) = H°(X,Qx) & H'(X,Ox), ot Ox est le faisceau des fonctions holomorphes, et
(2x le faisceau des différentielles holomorphes sur X.

1.2.2. Fibrés vectoriels holomorphes. Un fibré vectoriel holomorphe sur une surface de Riemann
est un fibré vectoriel complexe qui peut étre défini des fonctions de transition holomorphes entre
des trivialisations sur des cartes locales. Il est muni d’un opérateur canonique 0 dont le noyau
est constitué des sections holomorphes du fibré. Il permet de construire la résolution de Dolbeault
0 — E®C® — E® A% — 0, qui par dualité permet d’identifie H*(F) a H*(Qx ® EV) (C’est
la dualité de Serre).

On définit la pente d’un fibré vectoriel comme p(E) = deg E'/ rg E, qui vérifie u(E @ F) =
p(E) + u(F), alors que deg(E @ F) = deg E' + deg F'. Le théoréme de Riemann-Roch exprime
de maniére élégante la caractéristique d’Euler d’un fibré.

Théoréme 1.2 (Riemann-Roch). On a la relation
X(E) = h’(E) — h'(E) = (rig EB)(W(E) + 1 — g).

Démonstration. Ceci découle de la formule d’Hirzebruch-Riemann-Roch : on a
V(E) = / ch(E) Td(TX)
X
avecch(E) =7+ c(E) =r(1+ u(E)e) et TA(TX) =1+ c1(TX)/2 =1+ (1 —g)e. O

On dit qu'un fibré est semi-stable si tous ses sous-fibrés sont de pente inférieure, et stable
si cette inégalité est stricte. On voit facilement que tout fibré semi-stable de pente y contient un
fibré stable de pente 1« de rang maximal, et en recommencant avec le quotient, on peut obtenir une
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filtration de tout fibré semi-stable a gradués stables : c’est la filtration de Jordan-Holder, les fibrés
stables jouant le role d’objets simples. Un fibré quelconque posséde également une filtration, dite
de Harder-Narasimhan, dont les gradués sont semi-stables (considérer un sous-fibré semi-stable
de pente maximale) : on peut tracer une ligne brisée reliant les couples (rang, degré) des éléments
de la filtration, pour constituer le polygone de Harder-Narasimhan du fibré.

1.3. Variétés jacobiennes.

1.3.1. L’application d’Abel-Jacobi. Soit wy,...,w, une base des 1-formes différentielles holo-
morphes. Si P est un point-base, on peut définir pour un point () un n-uplet de nombres com-
plexes (|| g Wiseeos [ 1? wy) qui est défini a une période prés, c’est-a-dire le g-uplet des intégrales
des différentielles le long d'un lacet.

On assacie ainsi par linéarité a un diviseur sur la courbe un point de la variété jacobienne de
X, qu’on peut exprimer sous la forme C9/(Z9 + 7Z9) ou H*(X,Qx)"/H1(X,Z), ou T est une
matrice symétrique de partie imaginaire définie positive. On obtient ainsi une application des
périodes, associant a une structure complexe sur la surface la matrice 7 représentant les périodes
de ses différentielles holomorphes.

1.3.2. La jacobienne comme espace de module des fibrés en droites. La jacobienne apparait
également sous la forme de la composante neutre du groupe de Picard de X. On a en effet une
suite exacte
HY(X,7Z) — H'(X,0x) — H'(X,0%) — H*(X,Z)

(la suite exacte exponentielle). Le troisiéme terme classifie les fibrés en droites holomorphes sur
X, lapremiere fleche est injective, et le noyau de la derniére (les fibrés en droites topologiquement
triviaux), est connexe comme image de H' (X, Ox ). On construit ainsi le groupe de Picard des fi-
brés de degré zéro comme Pic’(X) = H*(X,Ox)/H'(X,Z). Le théoréme d’ Abel-Jacobi énonce
I'isomorphisme entre la variété définie précédemment et Pic®(X), la bijection étant réalisée en
passant par le groupe de classes des diviseurs.

1.3.3. Lajacobienne comme ensemble des caracteéres du groupe fondamental. La jacobienne est
également canoniquement isomorphe au groupe des caracteres unitaires de groupe fondamental.
On a en effet encore une suite exacte exponentielle

HI(X7Z) - Hl(Xa]R) - HI(X7U1) - H2<X7Z> - H2(X7R>

qui fait apparaitre le groupe H'(X,U;) = Hom(H,(X,Z), U;) comme quotient de H' (X, R)
par H'(X, 7). La dépendance en la structure complexe de X se traduit, grace a la décomposition
de Hodge, par un isomorphisme entre H' (X, R) et H' (X, Ox), ainsi que H°(X, Qx). Ceci re-
vient a fixer une structure complexe sur H'( X, R), et on retrouve ainsi I’application des périodes.

Celle-ci fait 'objet d’'un certain nombre de problémes, résolus comme le probléeme de Torelli
(voir [FK92[] ou [[Voi02]) qui consiste & démontrer son injectivité, ou encore ouverts comme le
probléme de Schottky [Deb95|], qui consiste a trouver son image dans I’espace de modules des
variétés abéliennes principalement polarisées.

2. ESPACES DE MODULES DE FIBRES VECTORIELS ET FIBRES DETERMINANTS

Dans son article de 1938 [Wei38|], André Weil explique la construction, a partir d’'une repré-
sentation unitaire du groupe fondamental d’'une surface de Riemann > de genre au moins 2,
d’une application holomorphe du revétement universel > dans G L,,(C) vérifiant des conditions
d’automorphie naturelles. En termes modernes, il construit une connexion plate sur le fibré trivial,
dont I'holonomie est la représentation fixée. Il propose, a cette occasion d’étudier I’ensemble de
ces représentations, et les généralisations naturelles des fonctions abéliennes associées. Voyons
comment celles-ci peuvent étre construites.
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2.1. Aspects différentiels et symplectiques. On s’intéresse a I’ensemble des représentations, a
conjugaison pres, du groupe fondamental d'une surface de Riemann > dans un groupe de Lie
simple compact GG. Celui-ci est muni naturellement d’une structure de variété analytique réelle.
On le note également H'(X, ), et il classifie en fait les G®-torseurs sur ¥ [Ram75].

Le point de vue des connexions permet d’étudier sa structure et sa topologie de facon analy-
tique, sous I’angle de la géométrie symplectique et la théorie de Morse (voir en particulier [AB83]
et [Audo4]).

Définition 2.1 (Fibré principal). Un G-fibré principal sur une variété différentielle X est la don-
née d’une fibration P — X munie d’une action libre de G au-dessus de X, telle que P/G ~ X.

Définition 2.2 (Connexion). Une connexion sur un GG-fibré principal 7 : P — X est une section
(G-équivariante de la suite exacte 0 — VP — TP — 7*TX — 0. Une connexion définit une
courbure F' de la maniére suivante : si V' et W sont des champs de vecteurs sur X, ils remontent
sur P en Vp et Wp. Le crochet [Vp, Wp| est G-invariant, et F'(V, W) est par définition sa par-
tie verticale qui descend en une fonction a valeurs dans g. On vérifie que F' est un tenseur de
0?(X, g), appelé courbure de la connexion.

Sur un G-fibré trivialisé, de la forme G x X — X, une connexion est simplement un élément
de Q'(X, g), ou g est I'algébre de Lie de G. La notion traditionnelle de connexion sur un fibré
vectoriel F correspond a une connexion sur le G-fibré principal Aut(E), ou F peut étre muni de
structures supplémentaires de sorte que GG n’est pas forcément GG L, mais éventuellement SO,,
SU,, Sp,, par exemple.

Proposition 2.1. On a une bijection canonique entre les connexions plates (de courbure nulle) a
isomorphisme pres sur le G-fibré trivial sur X et les classes de conjugaison de représentations de

m(X) dans G.

Démonstration. Par le théoréme de Frobenius, la connexion définit une distribution intégrable,
et un transport paralléle invariant par homotopie. Réciproquement, on peut facilement construire
un G-fibré plat possédant la bonne holonomie, et on vérifie qu’il est trivialisable. O

L’espace qui nous intéresse est donc le quotient des connexions plates sur G x X par I'action
du groupe de jauge C* (X, G) qui est ’ensemble des automorphismes de G x X — X.

Le choix d’une forme quadratique Tr G-invariante sur g (forme de Cartan-Killing) permet de
définir une forme symplectique

w(A,B):/XTr(A/\B)

sur 'ensemble A = Q(X,g) qui est G-invariante et fournit une structure symplectique a
I’espace de modules en passant au quotient.

Cette construction de ’espace de modules est un cas particulier de quotient symplectique,
I'action du groupe de jauge étant hamiltonienne, d’application moment p : C*(X, g) — C*(A)
définie par

u(A) = /XTr(A A F(e)).

Celle-ci définit une forme linéaire nulle sur 1'algebre de Lie du groupe de jauge si et seulement
si on se place sur une connexion plate. Ces propriétés, combinées avec la théorie de Morse, ont
permis a Atiyah et Bott de calculer la cohomologie singuliére de I’espace de modules [[AB83]].
Lorsqu’on prend en compte la structure complexe de 3, et que G = SU,., on est conduit &
étudier les fibrés vectoriels complexes hermitiens sur ¥ munis d'une connexion plate. Celle-ci
définit toujours une structure holomorphe sur le fibré et on dispose du théoréme suivant :
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Théoreme 2.2 (Narasimhan et Seshadri [NS65], Donaldson [Don83]). Un fibré vectoriel holo-
morphe de degré 0 sur une surface de Riemann est stable si et seulement si il admet une mé-
trique hermitienne et une connexion unitaire plate compatible avec sa structure holomorphe.
De maniére générale, un fibré de pente 1 est stable si et seulement si il admet une connexion
unitaire de courbure —2imp 1d.

2.2. Construction algébrique. Comme pour la jacobienne, I’espace de modules des représen-
tations unitaires du groupe fondamental peut étre muni d’une structure de variété complexe, a
travers son interprétation algébro-géométrique. Le théoréme précédent le met en relation avec
I’espace de modules des fibrés vectoriels stables de degré 0 sur la surface de Riemann considé-
rée. Les constructions de ce type peuvent se faire dans le cadre général de la théorie géométrique
des invariants de Mumford (voir [MFK94]), et permettent notamment de construire ’espace de
modules grossier des courbes projectives lisses connexes de genre donné, qui a été étudié abon-
damment par Deligne et Mumford.

Définition 2.3 (Espaces de modules). Considérons un type d’objet, et un foncteur de modules
S — F(95),ou F(S) est’ensemble des familles d’objets du type considéré paramétrées par S (pris
dans une certaine catégorie d’espaces géométriques). Un espace de modules fin est un espace M
tel que I’on ait une transformation naturelle F'(S) — Mor(S, M) qui réalise un isomorphisme de
foncteurs : en particulier, on peut trouver une famille d’objets universelle, paramétrée par M. Les
points de M correspondent alors aux classes d’isomorphismes d’objets, et la famille universelle
porte en chaque point de M un objet de la classe d’isomorphisme correspondante.

Un espace de modules grossier M’ ne posséde qu'un morphisme de foncteurs F' — Mor(e, M'),
universel parmi les morphismes de foncteurs de ce type. Il ne possede pas, en général, de famille
universelle.

Les espaces de modules grossiers apparaisent naturellement lorsqu’on cherche a paramétrer
des objets possédant des automorphismes : ceux-ci font apparaitre des singularités et empéchent
I’existence de familles universelles.

La construction par Grothendieck de certains espaces de modules fins fournit un point de départ
intéressant : si les espaces de modules d’objets géométriques pris hors contexte sont souvent
difficiles a cerner, le schéma Quot de Grothendieck constitue un espace de modules d’objets insérés
dans un cadre précis (sous-fibrés d'un fibré donné, sous-schémas d’un schéma donné), qui est fin.

Théoréme 2.3 (Construction Quot de Grothendieck). Soit X un schéma projectif et F un faisceau
cohérent sur X. Le foncteur qui a un schéma S associe les quotients de F X Og, plats sur S
(c’est-a-dire les familles plates de quotients de F) est représentable par un schéma Quot( X, F),
dont les composantes connexes parametrent les quotients de polynéme de Hilbert P fixé, et sont
des schémas projectifs.

On peut aussi considérer que I’'on parametre les suites exactes de faisceaux de la forme
0—-€¢—-F—-0—=0

auquel on peut interpréter le schéma Quot, comme I’ensemble des sous-fibrés de polyndme de
Hilbert fixé d’un fibré donné. Plagons-nous sur une courbe, avec F' de rang N. En un point £
localement libre, ’espace tangent de Zariski est Hom(E, Q) et 'obstruction a la déformation est
paramétrée par Ext' (E, @), ce qui donne la dimension potentielle de Quot,. ;(F') (quotients de F°
de rang r et degré d) comme x(EY ® Q).

Pour retrouver I’espace de modules des fibrés de rang r et degré d sur une courbe X (ce qui
détermine leur polyndme de Hilbert par le théoréme de Riemann-Roch), on utilise le fait que si
J est le degré de X, c’est-a-dire le degré d’un fibré en droites ample fixé, noté Ox (1), et £ de
rang r et degré d, on a deg E/(m) = d + rmd, et pour m assez grand, E'(m) est engendré par ses
sections globales, acyclique et vérifie éventuellement d’autres conditions utiles. Si on suppose de
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plus £ semi-stable, on peut choisir m de sorte a satisfaire ces conditions uniformément pour tous
les fibrés semi-stables.

On réalise ainsi tous les fibrés comme quotients de Ox(—m)X, ou x = x(E(m)) et le groupe
de symétrie de cette construction correspond aux automorphismes de Ox(—m)X, c’est-a-dire
PGL,. La théorie géométrique des invariants permet d’effectuer un quotient catégorique du
schéma Quot associé. Ce n’est pas une notion tout a fait satisfaisante, notamment parce qu’elle
impose de se limiter aux classes de fibrés stables, ou semi-stables (les fibrés ayant le méme gradué
de Harder-Narasimhan se trouvant identifiés sur le méme point par cette opération : on parle de
classe de S-équivalence). La théorie de Mumford montre que le schéma obtenu est une variété
projective, et c’est 'espace de modules grossier des classes de S-équivalence de fibrés vectoriels
semi-stables de rang r et degré d.

Un certain nombre d’objets peuvent étre déduits de cette construction. Pour une famille de
fibrés £ — X x S 5 S, on définit ainsi le fibré déterminant par det™" R, E, et I'application
déterminant S — Jac?(X) qui classifie la famille det £ paramétrée par S de fibrés en droites sur
X. La facon la plus commode de définir le fibré déterminant consiste a produire une résolution
libre de Rm, I/, I'une des plus simples et des plus fonctorielles consistant a trouver une suite exacte

0—-K—-0(-m)!—E—0
ou m est un entier suffisamment grand, de sorte qu’on ait
0(—m)!=0—- mE — R'm, K — le(’)(—m)q — R'7,E — 0.

On peut alors définir le fibré déterminant comme det R'7, F ® (det R'7w,O(—m)?)~".

Les travaux initiés par Drézet et Narasimhan [DN89] ont permis d’expliciter le role central du
fibré déterminant, qui engendre le groupe de Picard de I’espace de modules. On peut notamment
exprimer le fibré canonique de ’espace de modules, et constater que le fibré déterminant est ample,
et acyclique par le théoréme de Kodaira.

2.3. Construction a partir d’espaces homogeénes. Cette construction apparait pour la premiére
fois chez A. Beauville et Y. Laszlo [BL94].

Dans la suite, on notera U(r, d) I'espace de modules des fibrés (semi-stables) de rang r et
de degré d, et SU(r, L) 'espace de modules des fibrés de rang r et de déterminant L. En fait,
SU(r, L) est la fibre en L du morphisme det : U(r, d) — Jac?(X).

L’étude de Iespace de modules des fibrés de degré d fixé peut presque se ramener a I’étude des
fibrés de déterminant fixé L (avec deg L = d) lorsqu’on consideére le diagramme suivant :

SU(r, L) x Jac’(O) Ul(r,d)
i (B,M)—L4M ldet
Jacd(C) LAM—L+rM Jacd(C)

qui est cartésien, puisque le choix d'un £ € U(r,d) et d’'un M tel que £ + rM = det E permet
de construire canoniquement £ ® M ~! qui est de déterminant £. Le morphisme du haut est donc
un revétement étale de degré r29, comme celui du bas.

Si L est trivial sur X™* (la courbe privée d’un point p fixé), tout fibré vectoriel de déterminant £
a en fait un déterminant trivial sur X*, et est donc trivial par le théoréme de structure des modules
de type fini sur un anneau de Dedekind. Il est donc entierement déterminé, par un argument de
descente, par ses trivialisations sur X*, Spec Oy, et une fonction de transition dans G L, (kx ).

En fait, on peut aller plus loin et considérer les anneaux locaux complétés en p. Les fibrés de dé-
terminant trivial munis d’une trivialisation sur X* sont ainsi paramétrés par la grassmannienne
affine SL,(C((z)))/SL,(C[[z]]) (on compte les fibrés modulo un changemement de trivialisa-

-~

tion sur Spec Ox,, =~ Spec C[[t]]. Pour obtenir véritablement I’espace de modules des fibrés de
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rang 7 et de déterminant trivial, il faut en plus quotienter par SL,(O(X*)). Ceci fait sens en
tant que champ, par exemple, SL,(C((z)))/SL,.(C[[z]]) étant une ind-variété (limite inductive
de variétés algébriques). On sait par ailleurs que ce champ est algébrique au sens d’Artin, et de
dimension finie (a travers, par exemple, la construction précédente).

Cette construction se généralise a d’autres groupes de structure et fait apparaitre plus naturel-
lement les représentations d’algebres de Lie affines qui définissent les blocs conformes.

3. FORMULE DE VERLINDE ET DUALITE ETRANGE

3.1. Blocs conformes et algébres de Lie affines. Les liens entre géométrie et représentations de
groupes algébriques apparaissent typiquement au travers du théoréme de Borel-Weil-Bott.

Théoréme 3.1 (Borel-Weil-Bott). Soit G un groupe algébrique et B un sous-groupe de Borel.
SoitT' le tore maximal associé. Les caractéres de B sont en bijection avec ceux deT’ (les poids).
Chacun fournit une représentation L et un fibré en droites G X g Ly sur X = G/ B (la variété
drapeau). De plus H(X, L)) est une représentation irréductible de plus haut poids \. De plus,
tous les fibrés en droites G-équivariants sur X sont obtenus de cette maniére.

Un résultat analogue tient pour SL,.(C((z)))/SL,(C[[2]]). Les fibrés en droites sur cet objet

A~

sont en correspondance avec les modules sur sl,., intégrables et a plus haut poids. Le fibré déter-
minant, notamment, a pour sections le dual du module intégrable irréductible associé au poids
nul. Ses sections invariantes sous S L,.(O(X \ p)) fournissent les sections passant au quotient sur
I’espace de modules.

3.2. Fibré des blocs conformes. Les différents espaces de blocs conformes, pour les différentes
courbes de genre arithmétique g = H'(X, Ox) donné, s’organisent sur 'espace de modules des
courbes selon un fibré vectoriel muni d’'une connexion projectivement plate (sa courbure est une
homothétie). Cette connexion est définie par la construction de Sugawara, qui munit les blocs
conformes d’une action naturelle de I’algébre de Virasoro (I’algébre de Lie affine la plus simple,
qui est une extension centrale de C((z))).

Ce fibré s’étend naturellement au bord de I'espace de modules des courbes pointées, dans la
compactification de Deligne-Mumford. On a de plus un isomorphisme naturel avec le fibré des
blocs conformes sur les espaces de modules de courbes de genre inférieur qui constituent le divi-
seur a l'infini, qui se traduisent ponctuellement par les isomorphismes de factorisation (normali-
sation des points doubles).[TUY89,BK01]

3.3. Algebre de Verlinde et dimension des blocs conformes. Les relations de factorisation per-
mettent de construire une algébre qui calcule les propriétés des blocs conformes pour un choix de
poids quelconque. L’algéebre de Verlinde est donc, en tant de groupe additif, le groupe abélien libre
sur P, ’ensemble des poids dominants de niveau [, muni de la structure A\- p = > N (A, p, v*)v.

La dégénérescence d'une courbe de genre g en courbe rationnelle & g points doubles permet
d’exprimer la dimension de H°(X, £*) comme de coefficient du poids nul dans w9, otiw = > AN*
est I'élément de Casimir de 1’algébre. De maniére générale, le produit d’éléments de ’algébre de
Verlinde exprime la combinatoire de la formule de factorisation.

3.4. Morphisme de dualité étrange. Le calcul de la dimension des espaces de blocs conformes
aboutit dans certains cas a une formule générale simple. On a par exemple :

HMer, £ = ——— S ]

(7" + k)g Sc{l,...,r+k} seS;t¢sS

#S=r

g—1

s—t
2 sin
r—+k
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HMs £ = 3]

SC{l,...,r+k} s€St¢sS
#S=r

1
s—t|?

r+k

2 sin

On a ainsi une symétrie entre les blocs conformes de G L, a niveau k et ceux de S Ly, a niveau
r. Celle-ci s’exprime algébro-géométriquement par le morphisme Mgy, x Mg, — Mear,,
donné par le produit tensoriel, qui induit un morphisme

H°(Mer,,, L) — H (Megr,, £F) @ H (Mg, L£F).

La conjecture de dualité étrange, démontrée pour le type SL,./GLj par Marian et Oprea
[MOO06], indique que I'image du morphisme, qui est une droite, induit a un coefficient prés un
accouplement parfait entre les deux espaces. On peut également en trouver une autre preuve,
par Belkale, s’appuyant sur le parallélisme du morphisme de dualité étrange le long de 1'espace
de modules des courbes [Bel07], et la démonstration dans le cas d’une courbe nodale rationnelle
[Belo6].

4. UTILISATIONS DE COHOMOLOGIES SPE,ICIFIQUES DANS LA PREUVE DE LA DUALITE ETRANGE

4.1. Cohomologie équivariante. Dans de nombreuses situations apparaissent des objets munis
d’actions de groupes. Le cas des espaces de modules, construits généralement comme quotients
de familles verselles (selon la terminologie d’Artin) est particulierement représentatif.

Le formalisme de la cohomologie équivariante, et ses analogues pour les théories du méme
acabit (K -théorie, groupes de Chow), permet de calculer facilement des intégrales, ou nombres
d’intersection, lorsque les objets intervenants sont eux-mémes équivariants. Il donne aussi la pos-
sibilité d’appréhender la cohomologie d’objets définis comme quotients, en particulier les champs
algébriques.

Soit X une variété complexe munie d’une action de GG. La cohomologie G-équivariante de X
est définie comme étant la cohomologie de X = X X EG, ou EG est un fibré classifiant, c’est-
a-dire un objet trivial sur lequel G agit librement, le quotient BG = EG /G étant appelé espace
classifiant de G : il représente le foncteur des classes d’isomorphisme de GG-torseurs.

X —EC¢

)

X¢ —BG

Dans la catégorie homotopique topologique, on demande a E d’étre contractile. La cohomologie
de X est bien définie, indépendamment du choix de EG (obtenu par exemple par la construction
de Milnor). L’anneau de cohomologie Hg(X) = H*(X¢) est munie d’une fléche naturelle vers
la cohomologie classique de X, et c’est une algébre sur H2 (), qui est 'anneau des classes ca-
ractéristiques de GG, qui joue un réle déterminant dans la construction d’invariants topologiques
des G-fibrés principaux.

Une généralisation a la géométrie algébrique consiste a donner des approximations successives
(pour une notion heuristique d’homotopie) de EG, qui est dans la théorie des champs classifiants
un point, par des espaces vectoriels ou G agit librement en dehors d’une sous-variété de grande
codimension [EG98].

La formule de localisation d’Atiyah-Bott permet de remplacer une intégration équivariante par
une intégration traditionnelle sur les points fixes de I’action (ce qui réduit en général de beaucoup
I’espace a considérer). On peut interpréter cette formule heuristiquement en imaginant que tant
qu’un point n’est pas fixe, 'intégrale sur I’orbite d’un voisinage sera nulle a cause du moyennage.
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Théoreme 4.1 (Formule de localisation d’Atiyah-Bott). Soit X une variété symplectique ou com-
plexe, munie d’une action d'un groupe de Lie GG, dont les points fixes sont répartis en sous-
variétés F;. Soit o« € H(X) une classe de cohomologie G-équivariante sur X de degré maxi-
mal, et 1 : F — X l'inclusion canonique. Alors

IRE N e

ou le quotient doit étre compris dans une localisation convenable des algébres de cohomologie
équivariantes, et e désigne la classe d’Euler, ou la classe de Chern maximale dans le cas de
fibrés complexes (ici N désigne le fibré normal a F' dans X).

4.2. Cohomologie quantique. La clef de la démonstration de la dualité rang-niveau pour G L,
et SL, est'isomorphisme entre I’algébre de Verlinde de S L, au niveau k et la petite cohomologie
quantique de la grassmannienne G(r, 7 + k) des sous-espaces de dimension 7 de C"**. Cette rela-
tion avait déja été remarquée par Witten [Wit95], puis mentionnée et redécortiquée par Bertram,
Belkale et autres.

La cohomologie quantique est un outil issu de méthodes utilisées en physique, et I'existence
de cette structure a été remarquée et étudiée par Vafa, Witten, Kontsevich et un certain nombre
de mathématiciens proches de la physique théorique. Il s’agit de munir la cohomologie quantique
d’une structure d’algebre de Frobenius différente de la structure usuelle, inspirée du calcul de
certaines fonctions de corrélation dans la théorie conforme des champs ou la théorie des cordes.

Sa structure encode en particulier un certain nombre d’invariants de géométrie énumérative fait
intervenir les invariants de Gromov-Witten, qui comptent (sous forme de nombres d’intersection)
le nombre de morphismes d’une courbe (fixée ou simplement de genre fixée) envoyant certains
points marqués sur des représentants de classes de cohomologie fixées.

Soit X une variété lisse. On pose 1’accouplement

(@UBUY) =D (aUBUY),q*

d

ou ¢ est une indéterminée, et (- - - ), est le nombre d’intersection des classes induites sur I’espace

des courbes de degré d tracées sur X, ou sur Mor,(C, X) ou C' est la courbe de référence choisie.
Cet accouplement munit H*(X')[g| d’une structure d’algébre de Frobenius. On parle de coho-

mologie quantique (et de petite cohomologie quantique si la courbe de départ est fixée).
L’isomorphisme entre une algébre de Verlinde et une comohologie quantique permet en extra-

yant les coefficients de structure des algebres (sachant qu’on a une bijection canonique entre une

base additive de chacune) d’exprimer les nombres de Verlinde comme nombres d’intersection.
On obtient ainsi la formule suivante [MOO06[]

H(Mgr,,0F @ det'0) = / ay

QuOtr,d (OTC_‘—k)

ol ay, est la classe de Chern maximale du dual £¥ du sous-fibré universel restreint & Q@ x {p} ou
p est un point fixé de C': elle mesure I’ensemble des points du schéma ) = Quot ot la sous-fibre
est contenue dans un certain hyperplan, et s est 'entier nécessaire pour que l'intégrale ait un
sens, sachant que dans les cas favorables, dim ) = d(r + k) — rk(g — 1). On peut obtenir la
valeur de I'intégrale en utilisant les lois de composition des invariants de Witten, ou, comme le
font Marian et Oprea, par un calcul d’intégration équivariante. Le résultat est la formule de Vafa
et Intriligator, qui exprime de maniére élégante et générale la valeur de ce type d’intégrale sur un
schéma Quot.
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Théoreme 4.2 (Formule de Vafa-Intriligator [MOO05,Int91,Ber94]). Soit R le polynéme symétrique

tel que R(av, ..., ,.) = Play, ..., a,), ot les o; sont les racines de Chern de £¥. On pose
J(xy,. .., 2,) = N"(2y--2,) " H(xl — )%
i<j
Alors

/ P(a’h e 7a7“> = (_1)(9_1)<;)+d(r_1) Z R()\h cee 7A7')J971(>\1’ ct )\T)
[Q]Vir >\17---7)\r

ot la somme porte sur les r-uplets ordonnés de racines N -iemes de l'unité distinctes.

Cette formule généralise le résultat obtenu par la méthode des résidus (exprimé par Witten
[Wit95] par exemple) pour le cas de P!, correspondant a la petite cohomologie quantique de la
grassmannienne.

Alina Marian et Dragos Oprea utilisent cette identité pour démontrer directement la dualité
dans le cas général, en remarquant de plus que la dimension de H(Mgy,, OF ® det®) est
symétrique en 7 et k, contrairement a I’énoncé originel de la conjecture de dualité (qui s’en déduit
cependant relativement facilement).

Cette autre dualité résulte de 'interprétation du nombre d’intersection comme le nombre de
points d’une intersection schématique correspondante, obtenue comme Quot, ,(F') ot F est le
sous-fibré de O"* des sections qui en s points fixés sont a valeurs dans des hyperplans fixés. Ces
points donnent des fibrés qui réalisent la dualité étrange de maniére géométrique.
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