
SUITES SPECTRALES ET COUPLES EXACTS

RÉMY OUDOMPHENG

RѼѠѢњѼ. Le but de ceĴe note est d’expliquer la construction inventée par Massey
[Mas52] de suites spectrales à l’aide des couples exacts, et de décrire dans ce formalisme
les suites spectrales usuelles.
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Les suites spectrales sont un des outils essentiels permeĴant d’obtenir, de façon re-
lativement effective, des informations de nature quantitative sur les objets définis par
l’algèbre homologique moderne (notamment les foncteurs dérivés et l’hypercohomo-
logie).

Leur intérêt principal est de pouvoir, sous certaines conditions, exprimer des infor-
mations sur des groupes de cohomologie sans passer par l’arsenal de l’axiome du choix
et des résolutions injectives.

Nos références principales seront le livre de MacLane [ML63, Chapter XI, 5], le livre
de Gel’fand (fils) et Manin [GM03, III, 7], notamment l’exercice 3 sur les couples exacts,
l’article original de Massey [Mas52] sur la théorie des couples exacts, et l’article de Gro-
thendieck [Gro57] qui développe la théorie des foncteurs dérivés, en vue de ses appli-
cations à la cohomologie des faisceaux, et aux suites spectrales.

On pourra aussi consulter l’appendice du livre de Srinivas sur la K-théorie algébrique
[Sri96, Appendix C], et le livre de Claire Voisin [Voi02].

1. SѢіѡђѠ ѠѝђѐѡџюљђѠ, ѐќѢѝљђѠ ђѥюѐѡѠ

Dans ceĴe section, on se fixe une catégorie abélienne A.

Date: 24 juin 2009.
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1.1. Définitions.

Définition. Une suite spectrale dansA est une famille (Ep,q
r ) r∈N

p,q∈Z
d’objets deA, et la donnée,

sur la famille (E•,•
r ), appelée la r-ième page de la suite spectrale, de différentielles dp,q

r : Ep,q
r →

Ep+r,q−r+1
r telles que dp+r,q−r+1

r ◦ dp,q
r = 0 et

Ep,q
r+1 ≃

ker dp,q
r : Ep,q

r → Ep+r,q−r+1
r

im dp−r,q+r−1
r : Ep−r,q+r−1

r → Ep,q
r

Si les Ep,q
r sont tous isomorphes pour r >> 0, on dit que la suite spectrale dégénère

en page r à l’emplacement (p, q). Si la suite spectrale dégénère pour tous indices (p, q),
on dit qu’elle converge, et on note Ep,q

∞ l’objet Ep,q
r pour r >> 0 (qui est bien défini à

isomorphisme près).

Définition. Un couple exact est la donnée de deux objets C et E, et d’un diagramme

C
T // C

f��~~
~~

~~
~

E

g

__@@@@@@@

tel que toute suite de deux flèches est exacte, i.e.
ker f = im T, ker g = im f, ker T = im g.

Proposition 1. Soit (C, T ; E, f, g) un couple exact. La composée fg : E → E vérifie (fg)2 =
0, et munit E d’une structure différentielle.

Définition. Étant donné un couple exact (C, T ; E, f, g) on définit son couple dérivé parC ′ =
imT , E ′ = ker(fg)/ im(fg), et les morphismes T̄ (induit par restriction à C ′), f̄ (défini par
f̄(Tx) = [f(x)]) et ḡ (induit par passage au quotient par im(fg) puisque g(fgx) = (gf)(gx) =
0).

Si C = (C, T ; E, f, g) est un couple exact, on note C0 = C et on définit par récurrence Cr+1

comme le couple exact dérivé de Cr, pour tout entier r.

Proposition 2. Soit C = (C, T ; E, f, g) un couple exact. Alors Cn = im T n = C/(ker T n), et
En = g−1(im T n)/f(ker T n).

Cn
T // Cn

fn~~||
||

||
||

En

gn

``BBBBBBBB

Dans ce diagramme, gn est induite par g sur un sous-quotient, et fn(T nx) = [f(x)] ∈ En ⊂
E/f(ker T n)

On note
E∞ =

g−1(
∩

imT n)

f(lim−→n
(ker T n))

qui est appelé termes limite de la suite dérivée du couple exact C.

1.2. Suite spectrale dérivée d’un couple exact gradué. Supposons que C•,• et E•,•

soient des objets gradués par des indices de Z2, et considérons un couple exact

C•,• T // C•,•

f{{wwwwwwww

E•,•
g

ccGGGGGGGG
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avec
T : Cp+1,q → Cp,q+1, f : Cp,q → Ep,q, g : Ep,q → Cp+1,q

c’est-à-dire que pour tout p, on a une suite exacte longue

Cp,q f−→ Ep,q g−→ Cp+1,q T−→ [+1]q

On appelle ce couple exact C1 = (C1, T1; E1, f1, g1).

Proposition 3. Les couples exacts dérivés de C1 fournissent des objets gradués E•,•
r dont la

différentielle dr = frgr envoie Ep,q
r dans Ep+r,q−r+1

r . En particulier, E•,•
• est une suite spectrale.

Démonstration. On calcule dr[x] = fr(gr[x]) = fr([g(x)]) = [fT−(r−1)g(x)]. Donc si [x] ∈
Ep,q

r , [g(x)] ∈ Cp+1,q
r et [T 1−rg(x)] ∈ Cp+r,q−r+1

r et

dr[x] = [fT−(r−1)g(x)] ∈ Ep+r,q−r+1
r .

�
On pose

Γn = lim−→
q→∞

Cn−q,q

et on définit une filtration décroissante canonique
F pΓp+q = im(Cp,q → Γn).

Theorème 4. Supposons la filtration F • localement finie, i.e. F pΓn est Γn pour p << 0 et 0
pour p >> 0. On suppose de plus qu’à n fixé, Cp,n−p = 0 pour p suffisamment grand.

Alors, pour r assez grand, Ep,q
r = F pΓp+q/F p+1Γp+q.

Démonstration. Pour r assez grand, gr : Ep,q
r → Cp+1,q

r . Or Cp+1,q
r = im(T r−1 :

Cp+r,q−r+1 → Cp+1,q) est nul pour r suffisamment grand.
En particulier, dr = frgr est nul pour r assez grand, et on a une suite exacte courte

gr=0−−−→ Cp−r+2,q+r−2
r

T−→ Cp−r+1,q+r−1
r

fr−→ Ep,q
r

Mais Cp−r+1,q+r−1
r est l’image par T r−1 de Cp,q dans Cp−r+1,q+r−1, qui vaut F pΓp+q pour

r assez grand, et de même Cp−r+2,q+r−2
r ≃ F p+1Γp+q pour r assez grand. La suite exacte

devient alors
0 → F p+1Γp+q → F pΓp+q → Ep,q

r → 0

ce qui prouve le résultat. �
On écrira la convergence de la suite spectrale sous la forme

Ep,q
1 =⇒ Γp+q.

2. SѢіѡђ Ѡѝђѐѡџюљђ юѠѠќѐіѼђ ѩ Ѣћ ѐќњѝљђѥђ ѓіљѡџѼ

2.1. Couple exact associé à un complexe filtré.

Définition. Soit
A = F 0A ⊃ F 1A ⊃ · · · ⊃ F nA ⊃ · · ·

un complexe muni d’une filtration décroissante (on posera F−nA = A si n > 0). L’objet gradué
associé à A est Gr• A, où l’on pose

Grp A = F pA/F p+1A.

On considère, pour chaque entier p, la suite exacte longue de cohomologie

Hk(F p+1A) → Hk(F pA) → Hk(Grp A) → [+1]k
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que l’on peut réécrire en posant q = k − p

Hp+q(F pA)
f−→ Hp+q(Grp A)

g−→ H(p+1)+q(F p+1A)
T−→ [+1]q

ce qui permet de définir un couple exact bigradué naturel avec
Cp,q

1 = Hp+q(F pA) Ep,q
1 = Hp+q(GrpA)

qui permeĴent de constituer un triangle :

C1 =
⊕

p,q Cp,q
1

T // C1

fyyrrrrrrrrrrrr

E1 =
⊕

p,q Ep,q
1

g

hhRRRRRRRRRRRRR

La différentielle
dp,q

1 = fp+1,qgp,q : Ep,q
1 → Ep+1,q

1

fait de E1 la première page de la suite spectrale associée au couple exact bigradué (C1, E1).

Proposition 5. Si la filtration deA est localement bornée, la suite spectrale construite ci-dessus
coïncide avec la suite spectrale classique

Ep,q
1 = Hp+q(GrpA) =⇒ Hp+qA

déduite du complexe filtré (A,F •A). On a Ep,q
∞ = F pHp+q(A)/F p+1Hp+q(A), où F pHk(A)

est l’image de Hk(F pA) dans Hk(A).

Démonstration. La théorie de la section précédente montre que Ep,q
∞ coïncide avec

F pΓp+q/F p+1Γp+q, où

Γn = lim−→
q

Cn−q,q
1 = lim−→

q

Hn(F n−qA) = Hn(A)

et F pΓn est le sous-espace provenant de Hn(F pA). �

2.2. Suite spectrale d’un complexe double. Soit A•,• un complexe double, muni de
différentielles dx et dy, avec d2

x = d2
y = dxdy + dydx = 0.

On note An =
⊕

p+q=n Ap,q le complexe total associé, muni de sa filtration décrois-
sainte

F pAp+q = Ap,q ⊕ Ap+1,q−1 ⊕ · · ·
et Grp A s’identifie au complexe simple (Ap,•, dy).

Proposition 6. La cohomologie de A est l’aboutissement d’une suite spectrale
Ep,q

1 = Hp,q
y (A) =⇒ Hp+q(A)

Le couple exact à l’origine de ceĴe suite spectrale est

Cp,q
1 = Hp+q+1(F p+1A)

T // Cp,q
1 = Hp+q(F pA)

fuukkkkkkkkkkkkkk

Ep,q
1 = Hp,q

y (A)

g

[+1]p
iiTTTTTTTTTTTTTTT

Il est d’autre part facile de vérifier que la différentielle fg est de la forme

Hp,q
y (A) → Hp+q+1(F p+1A) → Hp+1,q

y (A)

et coïncide précisément avec la flèche induite par la différentielle dx. Ceci permet d’en
déduire la forme de la
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Theorème 7. Il existe une suite spectrale de la forme
Ep,q

2 = Hp
xHq

y(A) =⇒ Hp+q(A).

2.3. Suite spectrale d’un foncteur hyperdérivé.

Proposition 8 (voir [Voi02]). Soit F : A → B un foncteur exact à gauche et A• un complexe
d’objets de A. Si I• est une résolution injective de A•, on note

RkF (A•) = Hk(F (I•)).

SiA contient assez d’injectifs, RkF est bien défini sur toute la catégorie de complexes KA et
s’appelle le k-ième foncteur (hyper)dérivé de F .

Theorème 9 (Première suite spectrale d’hypercohomologie). Sous les hypothèses précé-
dentes, il existe une suite spectrale

Ep,q
1 = RqF (Ap) =⇒ Rp+qF (A•)

calculant les foncteurs dérivés de F sur A•. De plus, la différentielle d1 : RqF (Ap) →
RqF (Ap+1) s’identifie à la flèche induite par Ap → Ap+1.

CeĴe suite spectrale résulte des considérations suivantes.

Proposition 10 (Résolution de Cartan-Eilenberg). Sous les hypothèses précédentes, soit
(Ap) un complexe de A. Alors il existe un complexe double (Ip,q, d, ∂) tel que pour tout p,

• (Ip,•, ∂) soit une résolution injective de Ap;
• (im Ip,• ⊂ Ip+1,•, ∂) soit une résolution injective de imAp ⊂ Ap+1;
• (ker d ⊂ Ip,•, ∂) soit une résolution injective de ker d ⊂ Ap;
• (Hp

x(I•,•), ∂̄) soit une résolution injective de H•(A•).

Le complexe total de I•,• est alors une résolution injective de A• et on reconnaît la
première suite spectrale du complexe double F (I•,•). La filtration induite sur Rp+qF (A•)
est alors celle déduite de Rp+qF (A6p) (A6p est appelée la filtration bête de A).

Theorème 11 (Seconde suite spectrale d’hypercohomologie). Il existe une suite spectrale
de la forme

Ep,q
2 = RpF (Hq(A•)) =⇒ Rp+qF (A•).

Démonstration. Soit I•,• une résolution de Cartan-Eilenberg de A•. On utilise les suites
spectrales associées au complexe double F (I•,•). On a

Ep,q
1 = Hq,p

x (F (I•,•)) = F (Hq,p
x (I•,•)) =⇒ Rp+qF (A•)

or Hq,•
x (I•,•) est une résolution injective de Hq(A•), donc la seconde suite spectrale du

complexe double fournit la suite spectrale demandée. �
On peut expliciter un couple exact fournissant ceĴe suite spectrale. Nous aurons pour

cela besoin de la filtration canonique d’un complexe.

Définition (Filtration canonique). Soit A• un complexe. On appelle τ6pA
• la troncation ca-

nonique de A• un p. Il s’agit du complexe
· · · → A0 → A1 → · · · → ker(Ap → Ap+1) → 0

On a Hk(τ6pA
•) = Hk(A•) pour k 6 p, et Hk(τ6pA

•) = 0 pour k > p.

La suite exacte
0 → τ6q−1A → τ6q → Hq(A)[−q] → 0

permet de construire, pour tout q, des suites exactes longues

Rp+qF (τ6q−1A)
T2−→ Rp+qF (τ6qA)

f2−→ RpF (Hq(A))
g2−→ [+1]p
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On pose alors
Ep,q

2 = RpF (Hq(A))

Cp,q
2 = Rp+qF (τ6q−1A)

ce qui permet d’écrire la suite exacte longue sous la forme

Cp,q
2 → Cp−1,q+1

2 → Ep,q
2 → [+1]p

et on obtient un triangle

C2 T2

(p,q)→(p−1,q+1)
// C2

f2

(p,q)→(p+1,q−1)

zzuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

E2

g2

p→p+1

ddIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

gradué comme le couple dérivé C2 d’un couple exact bigradué C1. Un raisonnement
similaire à la première section montre que la suite des couples exacts dérivés détermine
une suite spectrale dont (Ep,q

2 ) est la deuxième page. Par exemple, d2 = f2g2 envoie Ep,q
2

dans Ep+2,q−1
2 .

2.4. Suite spectrale de Grothendieck.

Theorème 12. [Gro57, Théorème 2.4.1] « Soient C, C′, C′′ trois catégories abéliennes, on
suppose que tout objet de C ou C′ est isomorphe à un sous-truc d’un objet injectif. Considérons
des foncteurs covariants F : C → C′ et G : C′ → C′′, on suppose que G est exact à gauche et
que F transforme objets injectifs en objets G-acycliques (i.e. annulés par les RqG, q > 0). Alors
il existe un foncteur spectral cohomologique sur C, à valeurs C′′, aboutissant au foncteur dérivé
à droite R(GF ) de GF , (convenablement filtré), et dont le terme initial est

Ep,q
2 (A) = RpG(RqF (A)). »

Démonstration. Soit I• une résolution injective de A. Alors Rk(GF )(A) est le k-ième
groupe de cohomologie du complexe GF (I•). Comme F (I•) est un complexe d’objets
acycliques, la première suite spectrale d’hypercohomologie

Ep,q
1 = RqG(F (Ip)) =⇒ Rp+qG(F (I•))

vérifie Ep,q
1 = 0 pour tout q > 0, ce qui implique Rk(GF )(A) = RkG(F (I•)).

La seconde suite spectrale d’hypercohomologie
Ep,q

2 = RpG(Hq(F (I•))) =⇒ Rp+qG(F (I•))

démontre alors le résultat demandé. �

3. EѥђњѝљђѠ ђѡ юѝѝљіѐюѡіќћѠ

3.1. Topologie algébrique. La plupart des examples mentionnés ci-après sont étudiés
dans [Gro57], [GM03] et [Voi02].

Theorème 13 (Suite spectrale de Leray-Serre, [Eil]). Soit X → Y une application continue
entre complexes simpliciaux qui est une fibration de Serre, i.e. pour tout complexe simplicial fini
P , et un diagramme

P //

��

X

��
P × I // Y
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il existe un relèvement P × I → X . On suppose que Y est fini.
Alors les groupes d’homologie Hn(Xy, G) s’organisent en un système localHn(F,G) sur Y ,

et il existe une suite spectrale de la forme
Ep,q

2 = H−p(Y,H−q(F,G)) =⇒ H−p−q(X,G)

Démonstration. On considère la filtration de Y par ses squeleĴes
Y0 ⊂ Y1 ⊂ · · · ⊂ Yn = Y

et la filtration induite X• sur X .
On en déduit une filtration sur le complexe C•(X,G) qui produit des suites exactes

longues
Hp+q(Xp−1; G) → Hp+q(Xp; G) → Hp+q(Xp, Xp−1; G) → [−1]q

soit en posant
Cp,q

1 = H−p−q(X−p; G) Ep,q
1 = H−p−q(X−p, X−(p−1); G)

un couple exact
C1

T // C1

f||yy
yy

yy
yy

E1 =

g

bbEEEEEEEE

gradué de façon standard.
Alors Ep,q

1 s’identifie naturellement à C−p(Y, Z)⊗H−p(F, G) par la fibration (Xp, Xp−1) →
(Yp, Yp−1), et

fg : H−p−q(X−p, X−(p−1)) → H−p−q−1(X−p−1) → H−p−q−1(X−(p−1), X−(p−1,p−2))

s’identifie au morphisme de bord naturel
C−p(Y, Z) ⊗ H−q(F,G) → C−p−1(Y, Z) ⊗ H−q(F,G).

On en déduit la forme du couple exact dérivé (C2, E2), et la suite spectrale de l’énoncé.
�
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