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Ce cours est une introduction à la dynamique des applications polynomiales et rationnelles d’une
variable complexe. Étant donné un polynôme f de degré d ě 2, on s’intéresse au comportement
asymptotique des itérées f n “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f , et la première chose que l’on découvre est que le plan
se scinde en deux parties de natures opposées : un ouvert F p f q où la dynamique est stable et où
deux points voisins ont des orbites voisines, et un compact J p f q où elle est chaotique. Le chapitre A
rassemble, sans démonstration et à titre de référence, les résultats d’analyse complexe et d’analyse
fonctionnelle utilisés dans la suite : principe du maximum, théorème de Rouché, lemme de Schwarz,
théorème d’Ascoli, compacité faible des mesures. Le chapitre 1 rassemble les préliminaires propre-
ment dits : la sphère de Riemann, le degré d’une application rationnelle, et surtout la notion de
famille normale et les théorèmes de Montel, qui sont l’outil de base de toute la théorie. Le chapitre
2 construit les ensembles de Fatou et de Julia et en établit les propriétés fondamentales : invariance
totale, minimalité, densité des cycles répulsifs. Le chapitre 3 est un cours accéléré de théorie du
potentiel dans le plan : fonctions sous-harmoniques, mesure de Riesz, potentiels logarithmiques, ca-
pacité et mesure d’équilibre d’un compact. Ces deux fils se rejoignent au chapitre 4, où l’on associe
à tout polynôme sa fonction de Green G f : elle est à la fois la fonction de Green du compact K f
des orbites bornées et un objet dynamique, caractérisé par l’équation fonctionnelle G f ˝ f “ d G f .
Son laplacien est la mesure d’équilibre µ f , dont le chapitre 5 montre qu’elle décrit la répartition
asymptotique des préimages d’un point et des points périodiques. Le chapitre 6 relie enfin µ f à l’en-
tropie et aux exposants de Lyapunov, et explique comment tout ce qui précède s’étend aux fractions
rationnelles.

Les prérequis sont un cours d’analyse complexe à une variable et les rudiments de la théorie de la
mesure et de l’analyse fonctionnelle ; tous les énoncés dont nous aurons besoin sont rappelés au
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chapitre A. Aucune connaissance préalable en systèmes dynamiques n’est supposée. Les démons-
trations laissées au lecteur sont signalées comme telles ; les énoncés admis sont clairement identifiés
et accompagnés d’une référence.

Convention de notation. La lettre f désigne toujours l’application que l’on itère, d “ deg f ě 2 son
degré, et f n sa n-ième itérée pour la composition (jamais une puissance : la puissance n-ième est no-
tée f pzqn). Les lettres z,w sont réservées aux variables de C, les lettres a,b,c aux points que l’on fixe
dans un énoncé, la lettre c étant plus spécifiquement réservée aux points critiques. Les lettres U,V,W
désignent des ouverts, K un compact, µ,ν,σ des mesures. On note Dpa,rq “ tz P C | |z ´ a| ă ru le
disque ouvert, Dpa,rq le disque fermé, D “ Dp0,1q le disque unité et T “ BD le cercle unité. Enfin
Leb désigne la mesure de Lebesgue du plan.

1. PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre rassemble le matériel dont nous nous servirons constamment : la géométrie de la
sphère de Riemann, les propriétés élémentaires des applications rationnelles vues comme revête-
ments ramifiés, et la théorie des familles normales. Le résultat central est le grand théorème de
Montel (théorème 1.16) : une famille d’applications holomorphes qui évitent trois valeurs fixées est
normale. C’est un énoncé de compacité obtenu à partir d’une information purement ensembliste,
et c’est ce mécanisme, appliqué encore et encore, qui produira au chapitre 2 la quasi-totalité des
propriétés de l’ensemble de Julia.

1.1. La sphère de Riemann. Itérer un polynôme f de degré d ě 2, c’est d’abord constater que les
orbites de module assez grand tendent vers l’infini : l’infini est un point fixe, et c’est même le point
fixe le plus visible du système. Travailler dans C oblige alors à traiter à part un point qui, dyna-
miquement, n’a rien de particulier, et prive d’un outil essentiel : la compacité. Nous commençons
donc par construire soigneusement l’espace sur lequel toute la théorie se déroule. Cette construction
admet trois descriptions, qui seront toutes utiles : un recollement de deux plans, la droite projective,
et la sphère unité de R3.

Deux plans recollés. Considérons deux exemplaires de C, notés U0 et U1, dont on appelle z la
coordonnée sur le premier et w la coordonnée sur le second. Sur l’union disjointe U0 \U1, identifions
le point z P U0zt0u au point w P U1zt0u lorsque

w “
1
z
. (1)

Le quotient obtenu est la sphère de Riemann, notée P1pCq.
Il faut prendre le temps de voir ce que cette opération produit. Le recollement identifie U0zt0u à

U1zt0u, mais laisse deux points non appariés : l’origine de U0 et l’origine de U1. Si l’on convient de
regarder U0 comme « le » plan complexe, alors P1pCq est C augmenté d’un unique point supplémen-
taire, à savoir l’origine de U1, que l’on note 8 ; et (1) dit que les points de C de très grand module
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sont, vus dans la carte w, très proches de 0 :

P1
pCq “ C Y t8u , 8 “ pw “ 0q . (2)

Mais rien n’oblige à privilégier U0 : en regardant U1 comme « le » plan, c’est l’origine de U0 qui
devient le point à l’infini. La construction est parfaitement symétrique, et c’est là tout son intérêt : le
point 8 n’est pas une singularité, c’est un point ordinaire vu dans une mauvaise carte.

L’application de transition z ÞÑ 1{z est un biholomorphisme de C˚ sur C˚. Les deux cartes pU0,zq

et pU1,wq font donc de P1pCq une surface de Riemann, c’est-à-dire une variété complexe de dimen-
sion 1 : une fonction définie au voisinage d’un point de P1pCq est dite holomorphe si elle l’est lue
dans l’une des cartes, et la condition ne dépend pas de la carte choisie précisément parce que (1) est
holomorphe. Concrètement :

Définition 1.1. Une fonction f définie au voisinage de 8 est holomorphe en 8 si w ÞÑ f p1{wq

se prolonge holomorphiquement en w “ 0. Une application f est holomorphe à valeurs 8 en a si
z ÞÑ 1{ f pzq est holomorphe et nulle en a.

Exemple 1.2. Lue dans la carte w “ 1{z, l’application f pzq “ zd devient w ÞÑ wd : elle fixe 8 avec le
même comportement local qu’en 0, et 8 est un point critique de degré local d. L’application f pzq “

z ` 1 devient w ÞÑ w
1`w “ w ´ w2 ` . . . : elle fixe 8 avec dérivée 1, c’est un point fixe parabolique,

ce que la lecture dans la carte z ne laissait nullement deviner. Enfin f pzq “ 1{z devient w ÞÑ 1{w :
c’est une involution qui échange 0 et 8.

Proposition 1.3. On munit P1pCq de la topologie provenant du quotient U0 Y U1{pz » 1
wq. Alors

P1pCq est compact.

Démonstration. Une base de la topologie est donnée par les disques Dpa,rq dans la carte U0 et la
carte U1. Soit Vi Ă P1pCq un recouvrement par des ouverts. Il existe ε ą 0 et un indice i0 tel que le
disque Dp0,εq de la carte U1 (c’est à dire un disque centré sur le point 8) soit contenu dans Vi0 . Mais
alors le complémentaire de Dp0,εq Ă U1 est exactement

Y :“ Dp0,
1
ε

q Ă U0 (3)

c’est à dire les nombres complexes z tels que |z| ď 1
ε

qui est une partie compacte. Donc on sait qu’il
existe i1, . . . , ir tel que

Y “ pY XVi1q Y ¨ ¨ ¨ Y pY XVirq (4)

et alors

P1
pCq “ Vi0 YVi1 Y ¨¨ ¨ YVir . (5)

□
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Coordonnées homogènes. La description précédente est commode pour calculer, mais elle demande
de choisir une carte et brise donc la symétrie que l’on vient de gagner. La description projective la
rétablit.

Sur C2zt0u, considérons la relation d’équivalence v „ λv pour λ P C˚, c’est-à-dire « être sur la
même droite vectorielle », et notons

P1
pCq “

`

C2
zt0u

˘

{C˚, πpZ,W q “ rZ : W s, (6)

l’ensemble des droites vectorielles de C2. Les nombres Z et W sont les coordonnées homogènes du
point rx : ys : ils ne sont définis qu’à un facteur commun près, de sorte qu’aucune fonction de rx : ys

n’a de sens si elle n’est pas invariante par pZ,W q ÞÑ pλZ,λW q, mais les rapports et les annulations
en ont un.

Une droite est déterminée par sa pente, ce qui donne les deux cartes naturelles

V0 “ tW ‰ 0u , z “
Z
W

, V1 “ tZ ‰ 0u , w “
W
Z
, (7)

chacune en bijection avec C, et dont la réunion est P1pCq tout entier puisque Z et W ne peuvent
s’annuler simultanément. Sur l’intersection V0 XV1 “ txy ‰ 0u, les deux coordonnées sont liées par

w “
W
Z

“
1
z
, (8)

qui est exactement le recollement (1). Les deux constructions coïncident donc, et l’on dispose d’un
dictionnaire :

z P C ÐÑ rz : 1s, 8 ÐÑ r1 : 0s. (9)

Le point à l’infini est la droite tW “ 0u, et l’on voit sur (6) qu’elle ne se distingue en rien des autres
droites de C2.

Remarque 1.4. Les coordonnées homogènes ne sont pas qu’une élégance de présentation. Elles
permettent d’abord de faire agir GL2pCq sur P1pCq par applications linéaires, ce qui donne le groupe
des automorphismes sans calcul. Elles permettent surtout de relever une application rationnelle en
une application polynomiale homogène de C2, procédé qui remplacera au chapitre 6 la fonction de
Green des polynômes lorsque aucun point fixe ne pourra être envoyé à l’infini.

La sphère, la distance sphérique. La troisième description est métrique. La projection stéréogra-
phique depuis le pôle nord identifie la sphère unité S2 Ă R3 privée du pôle à C ; en envoyant le
pôle nord sur 8, elle s’étend en une bijection S2 Ñ P1pCq, laquelle est un difféomorphisme dans les
deux cartes. On peut donc transporter sur P1pCq la distance euclidienne de R3 restreinte à S2 : c’est
la distance sphérique

σpp,qq “
2 |p ´ q|

b

1 ` |p|
2
b

1 ` |q|
2
, σpp,8q “

2
b

1 ` |p|
2
. (10)
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Elle provient, à quasi-isométrie près, de la métrique sphérique ρP1pCqpzq |dz| “
2|dz|

1`|z|
2 , laquelle est

bien définie sur P1pCq tout entier : dans la carte w “ 1{z elle s’écrit 2|dw|

1`|w|
2 , c’est-à-dire la même

expression. En coordonnées homogènes, elle se lit encore plus simplement :

σ
`

rx : ys, rx1 : y1
s
˘

“
2 |xy1 ´ x1y|

}px,yq}}px1,y1q}
, (11)

formule manifestement invariante par px,yq ÞÑ pλx,λyq et symétrique en les deux points.

Proposition 1.5. Muni de la distance sphérique, P1pCq est un espace métrique compact, connexe, et
la topologie induite sur C est la topologie usuelle. Une suite pznq de C converge vers 8 dans P1pCq

si et seulement si |zn| Ñ 8.

Démonstration. Comme la topologie usuelle sur C est métrique, il suffit de montrer qu’une suite de
nombres complexes zn converge p pour la topologie usuelle si et seulement si elle converge pour
la distance sphérique. Tout d’abord on a que pour tout p,q P C,σpp,qq ď |p ´ q| donc la topologie
de la distance sphérique est plus fine. Prenons maintenant une suite de points pn qui converge vers
p P C pour la distance sphérique. Montrons que |pn ´ p| Ñ 0. On montre que |pn| est borné. En effet
si ce n’est pas le cas alors quitte à extraire on aurait que |pn| Ñ `8 et alors

σppn,8q “
2

b

1 ` |pn|
2

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 (12)

et on aurait que ppnq converge vers 8 ‰ p pour la distance sphérique ce qui est absurde. Donc la
suite |pn| est bornée et donc

σppn, pq ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 ô |pn ´ p| ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 (13)

□

On a donc une compactification naturelle de C qui permet de donner un sens au fait de « converger
vers l’infini ». Signalons enfin la dérivée sphérique

f #
pzq “

| f 1pzq|

´

1 ` |z|
2
¯

1 ` | f pzq|
2 “ lim

wÑz

σp f pwq, f pzqq

σpw,zq
, (14)

qui mesure la dilatation de f pour la métrique sphérique et reste finie même aux pôles de f ; c’est
elle qui intervient dans le critère de Marty (exercice 1.22).

1.2. Applications rationnelles.

Définition 1.6. Une application rationnelle est une application holomorphe f : P1pCq Ñ P1pCq.

Le nom est justifié par le résultat suivant, qui dit qu’il n’y a pas d’autres applications holomorphes
de la sphère dans elle-même que celles que l’on connaît déjà.
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Proposition 1.7. Soit f : P1pCq Ñ P1pCq holomorphe non constante. Alors il existe deux polynômes
P,Q sans facteur commun tels que f pzq “ Ppzq{Qpzq pour tout z hors des zéros de Q. L’entier deg f “

maxpdegP,degQq ne dépend pas de l’écriture ; on l’appelle le degré de f .

Démonstration. L’ensemble f ´1p8q est discret dans le compact P1pCq, donc fini. Quitte à conjuguer
par une homographie, supposons 8 R f ´1p8q ; alors f est holomorphe de C dans P1pCq, avec un
nombre fini de pôles a1, . . . ,ar d’ordres m1, . . . ,mr. La fonction gpzq “ f pzq

ś

ipz´aiq
mi est alors en-

tière. Comme f est holomorphe en 8 à valeurs dans P1pCq, la fonction w ÞÑ f p1{wq est méromorphe
en 0, donc | f pzq| “ Op|z|

k
q pour un certain k quand |z| Ñ 8 ; il en résulte que |gpzq| “ Op|z|

k`
ř

i miq,
et g est un polynôme par le corollaire A.2. Il ne reste qu’à simplifier la fraction obtenue. □

En coordonnées homogènes, l’écriture est plus symétrique et plus maniable. Si f “ P{Q avec P,Q
sans facteur commun et d “ deg f , posons

P̃px,yq “ ydPpx{yq, Q̃px,yq “ ydQpx{yq, (15)

deux polynômes homogènes de degré d en px,yq, sans facteur commun ; alors

f prx : ysq “
“

P̃px,yq : Q̃px,yq
‰

, (16)

et cette écriture a un sens partout, y compris en r1 : 0s.

Exemple 1.8. Le polynôme f pzq “ z2 ` c s’écrit f prx : ysq “ rx2 ` cy2 : y2s. On lit sur cette formule
que f pr1 : 0sq “ r1 : 0s et que le degré local en r1 : 0s vaut 2 : en coordonnées homogènes, le
comportement à l’infini se calcule comme partout ailleurs. Plus généralement, f est un polynôme de
degré d si et seulement si Q̃ “ yd .

Proposition 1.9. Les applications rationnelles de degré 1 sont les homographies

z ÞÝÑ
az ` b
cz ` d

, ad ´ bc ‰ 0, (17)

c’est-à-dire les applications induites par les éléments de GL2pCq agissant linéairement sur les co-
ordonnées homogènes. Elles forment le groupe AutpP1pCqq “ PGL2pCq des automorphismes de
P1pCq, lequel agit transitivement et librement sur les triplets de points distincts.

La dernière assertion sera utilisée constamment : elle permet, dans toute démonstration, de placer
trois points où l’on veut, typiquement en 0, 1 et 8.

Définition 1.10. Soient f une application rationnelle non constante et a P P1pCq. Le degré local
dega f est l’unique entier k ě 1 tel que, dans des cartes centrées en a et en f paq, l’application f
s’écrive ζ ÞÑ ζkupζq avec u holomorphe et up0q ‰ 0. Un point a tel que dega f ě 2 est appelé point
critique, et son image une valeur critique. On note Critp f q l’ensemble des points critiques de f .

Cette définition est licite : changer de carte au départ ou à l’arrivée revient à composer par un
biholomorphisme, ce qui ne modifie pas l’ordre d’annulation. Autrement dit dega f est l’ordre d’an-
nulation de f ´ f paq en a, lu dans des cartes ; en la carte z et pour f paq ‰ 8, c’est simplement
1 ` ordap f 1q. Il s’avère que le degré local compte les préimages.
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Proposition 1.11. Soit f une application rationnelle de degré d ě 1. Pour tout b P P1pCq,
ÿ

aP f ´1pbq

dega f “ d. (18)

En particulier f est surjective, tout point a au plus d préimages, et f est un revêtement de degré d
au-dessus de P1pCq privé de l’ensemble fini des valeurs critiques. De plus degp f ˝ gq “ deg f ¨ degg.

Démonstration. On écrit f pzq “
Ppzq

Qpzq
. Soit b P C, on peut supposer quitte à composer f par une

homographie que 8 R f ´1pbq, donc toutes les préimages de b sont dans C. On a alors

f pzq “ b ô Rpzq “ Ppzq ´ bQpzq “ 0. (19)

On voit que R est un polynôme de degré d. En effet, sinon cela voudrait dire que Ppzq et bQpzq ont
même degré et même coefficient dominant mais alors f p8q “ b ce qu’on a exclu. On a donc que les
préimages de b sont exactement les racines de R. Montrons que la multiplicité dega f est exactement
la multiplicité de la racine. On peut supposer a “ 0 et notons k la multiplicité de la racine a et alors

Rpzq “ Ppzq ´ bQpzq “ zk
` hpzq (20)

avec hpzq un polynôme divisible par zk`1. Et alors localement en a “ 0 :

f pzq “
bQpzq ` zk ` hpzq

Qpzq
“ b `

1
Qpzq

zk
`

1
Qpzq

hpzq. (21)

Comme b ‰ 8 on a que Qpaq ‰ 0 et donc 1
Q est holomorphe au voisinage de a, ainsi on voit que

dega f “ k. □

Proposition 1.12 (Formule de Riemann–Hurwitz). Soit f une application rationnelle de degré d ě 1.
Alors

ÿ

aPP1pCq

pdega f ´ 1q “ 2d ´ 2. (22)

En particulier f possède au plus 2d ´ 2 points critiques.

Démonstration. Tout d’abord on conjugue f par une homographie pour supposer que 8 ne soit pas
un point critique de f . Ensuite on compose f par une homographie pour supposer que f p8q “ 8.
Ainsi f est de la forme

f pzq “
Ppzq

Qpzq
(23)

avec degpPq “ degpQq`1 et Q est scindé à racines simples. Sur C, dega f ´1 est l’ordre d’annulation
en a de f 1 “ pP1Q ´ PQ1q{Q2, dont le numérateur est un polynôme de degré au plus 2d ´ 2. Si on
écrit P “ pdzd ` . . . et Q “ qd´1zd´1 “ . . . avec d “ degP, alors le coefficient de z2d´2 est

pdegP ´ degQqpdqd´1 “ pdqd´1 ‰ 0. (24)

Le numérateur a donc exactement 2d ´2 racines comptées avec multiplicité, et aucune n’est un zéro
de Q. Comme 8 n’est pas critique, on obtient (22). □
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Nous nous intéresserons surtout au cas polynomial, qui se caractérise ainsi.

Proposition 1.13. Une application rationnelle f de degré d ě 1 est (conjuguée par une homographie
à) un polynôme si et seulement s’il existe a P P1pCq tel que f ´1paq “ tau.

Démonstration. Si f est un polynôme de degré d alors f ´1p8q “ t8u et deg8 f “ d. Réciproque-
ment, si f ´1paq “ tau, conjuguons par une homographie envoyant a sur 8 : la nouvelle application
g vérifie g´1p8q “ t8u, donc g est holomorphe de C dans C et se prolonge en 8 : c’est une fonction
entière avec un pôle à l’infini, c’est-à-dire un polynôme. □

Si f pzq “ adzd ` ¨¨ ¨ ` a0 est un polynôme de degré d ě 2, la conjugaison par l’homothétie z ÞÑ

λz remplace ad par λd´1ad , et la conjugaison par une translation permet d’annuler ad´1. Toute la
dynamique polynomiale peut donc, quitte à conjuguer, être ramenée au cas unitaire et centré, et nous
ferons souvent cette hypothèse pour alléger les formules.

1.3. Familles normales.

Définition 1.14. Soit U Ă P1pCq un ouvert et F une famille d’applications holomorphes de U dans
P1pCq. On dit que F est normale si de toute suite d’éléments de F on peut extraire une sous-suite
qui converge uniformément sur tout compact de U , pour la distance sphérique σ. On dit que F est
normale au point a P U s’il existe un voisinage de a sur lequel F est normale.

Insistons sur deux points. D’abord la convergence a lieu vers une application continue U Ñ P1pCq,
qui est automatiquement holomorphe, mais qui peut être constante, y compris constante égale à 8.
Ensuite la normalité est une propriété locale : la famille est normale sur U si et seulement si elle
est normale en chaque point de U , ce qui résulte d’un argument diagonal et de la séparabilité de U .
L’ensemble des points de normalité est donc, par construction, un ouvert.

Le lien avec la compacité est fourni par le théorème d’Ascoli (théorème A.17) : puisque P1pCq est
compact, une famille est normale si et seulement si elle est équicontinue en tout point pour la distance
σ. C’est cette dernière formulation qui exprime le mieux la notion de stabilité dynamique : la famille
p f nq est normale en a si et seulement si les orbites des points voisins de a restent uniformément
voisines de celle de a pendant tout le temps.

Théorème 1.15 (Petit théorème de Montel). Soit U Ă C un ouvert et F une famille de fonctions
holomorphes U Ñ C uniformément bornée sur tout compact de U. Alors F est normale.

Démonstration. Soient K Ă U compact et r ą 0 tel que le 2r-voisinage de K soit inclus dans un
compact L Ă U , et soit M “ supF supL | f |. Pour a,b P K avec |a ´ b| ď r, la formule de Cauchy sur
le cercle BDpa,2rq donne

| f paq ´ f pbq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2iπ

ż

BDpa,2rq

f pζq

ˆ

1
ζ ´ a

´
1

ζ ´ b

˙

dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2M
r

|a ´ b| . (25)

La famille est donc équicontinue sur K et bornée ; le théorème A.17 conclut. □
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Théorème 1.16 (Grand théorème de Montel). Soient U Ă P1pCq un ouvert et a,b,c trois points
distincts de P1pCq. Alors la famille de toutes les applications holomorphes U Ñ P1pCqzta,b,cu est
normale.

Nous admettons ce théorème, rappelons le principe de la preuve. Quitte à conjuguer, on suppose
ta,b,cu “ t0,1,8u. Le revêtement universel de P1pCqzt0,1,8u est le disque D, et toute applica-
tion holomorphe D Ñ P1pCqzt0,1,8u se relève en une application holomorphe D Ñ D, laquelle
décroît la métrique de Poincaré par le théorème A.14. On en déduit une majoration uniforme de la
dérivée sphérique, donc l’équicontinuité par le critère de Marty, et le théorème A.17 conclut. Une
démonstration complète se trouve dans [11], §3, ou [2], chapitre 3.

Remarque 1.17. Le nombre 3 est optimal : la famille tz ÞÑ znuně1 évite 0 et 8 sur C˚ sans être
normale en aucun point. Le contraste avec le théorème 1.15 est frappant : éviter un ouvert non vide
et éviter trois points ont la même force.

Nous aurons besoin d’un dernier énoncé élémentaire, qui exprime que le degré est une fonction
continue.

Lemme 1.18. Soit p fnq une suite d’applications rationnelles convergeant uniformément sur P1pCq

vers une application g. Alors g est rationnelle et deg fn “ degg pour n assez grand.

Démonstration. L’application g est holomorphe comme limite uniforme d’applications holomorphes,
donc rationnelle. Soit b P P1pCq une valeur non critique de g, et soient a1, . . . ,ak ses préimages,
k “ degg : choisissons des voisinages disjoints Vi Q ai sur lesquels g ´ b ne s’annule qu’en ai et où
g est injective. Par le théorème de Rouché appliqué dans une carte, fn ´ b possède exactement un
zéro dans chaque Vi pour n grand, d’où deg fn ě k. Par ailleurs g prend la valeur b exactement k
fois ; si l’on avait deg fn ą k le long d’une sous-suite, une préimage supplémentaire a1

n resterait à
distance positive de ta1, . . . ,aku et, par compacité, convergerait vers une préimage de b par g hors
de cet ensemble, ce qui est absurde. □

1.4. Exercices.
Exercice 1.19. Vérifier que σ définie par (10) est bien une distance et qu’elle induit sur C la topolo-
gie usuelle. Montrer que z ÞÑ 1{z est une isométrie pour σ.

Exercice 1.20. Déterminer les points critiques et les valeurs critiques de z ÞÑ zd , de z ÞÑ z2 ` c, et de
z ÞÑ 1

2pz ` 1{zq. Vérifier la formule de Riemann–Hurwitz sur ces exemples.

Exercice 1.21. Montrer que tout polynôme de degré 2 est conjugué par une application affine à un
unique polynôme de la forme z ÞÑ z2 ` c. Montrer que tout polynôme de degré 3 unitaire et centré
est conjugué à un polynôme z3 ` az ` b, et que pa,bq et pa,´bq donnent des polynômes conjugués.

Exercice 1.22. On appelle dérivée sphérique de f la quantité f 7pzq “
| f 1pzq|p1`|z|

2
q

1`| f pzq|
2 . Montrer que

f 7 “ p1{ f q7 et que F est normale sur U si et seulement si
␣

f 7 | f P F
(

est uniformément bornée sur
tout compact de U (critère de Marty).
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Exercice 1.23. Montrer que la famille tz ÞÑ znuně1 est normale sur D et sur P1pCqzD, mais en aucun
point de T.

2. LES ENSEMBLES DE FATOU ET DE JULIA

Dans tout ce chapitre, f désigne une application rationnelle de degré d ě 2. Nous partageons
la sphère en deux parties : l’ouvert où la dynamique est stable, et son complémentaire. Toute la
difficulté, et tout l’intérêt, vient de ce que cette définition est purement qualitative : elle ne dit rien
de la taille ni de la forme des deux ensembles obtenus. Nous verrons pourtant qu’on peut en tirer, à
l’aide du seul théorème de Montel, une description remarquablement précise : l’ensemble de Julia est
un compact non vide, parfait, totalement invariant, minimal parmi les fermés totalement invariants
infinis, sur lequel la dynamique est transitive et les points périodiques répulsifs denses.

On rappelle qu’une application holomorphe est ouverte : l’image directe d’un ouvert est ouvert
(voir l’annexe).

2.1. Définitions et invariance.

Définition 2.1. L’ensemble de Fatou F p f q est l’ensemble des points de P1pCq au voisinage desquels
la famille p f nqně0 est normale. L’ensemble de Julia est son complémentaire J p f q “ P1pCqzF p f q.

Par construction F p f q est ouvert et J p f q est compact. Une composante connexe de F p f q est
appelée composante de Fatou.

Proposition 2.2. Soit f rationnelle de degré d ě 2.

(1) F p f q et J p f q sont totalement invariants : f ´1pF p f qq “ F p f q “ f pF p f qq, et de même pour
J p f q.

(2) Pour tout p ě 1, F p f pq “ F p f q et J p f pq “ J p f q.

(3) Si φ est une homographie, J pφ f φ´1q “ φpJ p f qq.

Démonstration. (1) Soit a P F p f q et V un voisinage de a sur lequel p f nq est normale. Si b vérifie
f pbq “ a, alors p f nq est normale sur f ´1pV q Q b puisque f n y coïncide avec f n´1 ˝ f et que la
composition à droite par une application fixée préserve la convergence uniforme sur les compacts.
Ainsi f ´1pF q Ă F . Réciproquement, montrons que f pV q Ă F , ce qui donnera f pF q Ă F et, joint
à la surjectivité de f , l’égalité f pF q “ F puis f ´1pF q “ F . L’ensemble f pV q est un voisinage
ouvert de f paq. Soit p f nkq une suite ; par normalité sur V , quitte à extraire, f nk`1 “ f nk ˝ f converge
uniformément sur les compacts de V vers une application g̃. Comme f nk`1pzq ne dépend que de f pzq,
la limite g̃ ne dépend que de f pzq et définit donc g sur f pV q par gp f pzqq “ g̃pzq. Enfin tout compact
K Ă f pV q s’écrit K Ă f pK1q pour un compact K1 Ă V , d’où supK σp f nk ,gq ď supK1 σp f nk`1, g̃q Ñ 0.

(2) L’inclusion F p f q Ă F p f pq est claire, une sous-suite d’une famille normale étant normale.
Inversement, si p f pnqn est normale sur V . Prenons une suite p f nkq. Il existe j P t0, . . . , p ´ 1u telle
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que une infinité de nk soit congru à j modulo p.On remplace nk par cette sous-suite et on écrite la
division euclidienne de nk par p : nk “ mk p ` j. On a

f mk p` j
“ f j

˝ f mk p. (26)

Maintenant par normalité quitte à remplacer par une sous-suite on a que f mk p converge uniformé-
ment sur tout compact K de V vers une fonction g. On a alors que f mk p` j converge uniformément
vers f j ˝ g car f j : P1pCq Ñ P1pCq est continue et donc uniformément continue car P1pCq est com-
pact.

(3) Immédiat puisque pφ f φ´1qn “ φ f nφ´1 et que φ est un homéomorphisme de P1pCq. □

Proposition 2.3. Si d ě 2, alors J p f q ‰ H.

Démonstration. Si J p f q “ H, la famille p f nq est normale sur P1pCq tout entier, donc, P1pCq étant
compact, une sous-suite p f nkq converge uniformément sur P1pCq vers une application rationnelle g.
Le lemme 1.18 donne alors deg f nk “ degg pour k grand. Or deg f nk “ dnk Ñ 8 : contradiction. □

2.2. Points périodiques.

Définition 2.4. Soit a un point périodique de f de période exacte p, c’est-à-dire f ppaq “ a et p est
minimal. Le multiplicateur du cycle est λ “ p f pq1paq, calculé dans une carte quelconque en a. Le
cycle est dit attractif si |λ| ă 1, superattractif si λ “ 0, répulsif si |λ| ą 1, indifférent si |λ| “ 1.

Le multiplicateur ne dépend ni de la carte choisie ni du point du cycle : la règle de dérivation
composée montre que p f pq1 prend la même valeur en chaque point du cycle, et un changement de
carte le multiplie par un facteur et son inverse.

Proposition 2.5. Un cycle attractif (en particulier superattractif) est contenu dans F p f q ; un cycle
répulsif est contenu dans J p f q.

Démonstration. Quitte à remplacer f par f p, ce qui ne change pas les ensembles de Fatou et de Julia,
on suppose p “ 1 et, quitte à conjuguer, a “ 0 P C. Si |λ| ă 1, choisissons |λ| ă c ă 1 ; il existe r ą 0
tel que | f pzq| ď c |z| pour |z| ď r, d’où | f npzq| ď cnr sur Dp0,rq : la suite p f nq converge uniformément
vers 0 sur ce disque, donc 0 P F p f q. Si |λ| ą 1 et si p f nkq convergeait uniformément au voisinage de
0 vers g, alors par la formule de Cauchy p f nkq1p0q Ñ g1p0q P C ; or |p f nkq1p0q| “ |λ|

nk Ñ 8. □

L’ouvert

Bpaq “

!

z P P1
pCq

ˇ

ˇ

ˇ
f pn

pzq ÝÝÝÑ
nÑ8

a
)

(27)

est appelé bassin d’attraction du point attractif a ; c’est un ouvert contenu dans F p f q et sa frontière
est contenue dans J p f q (exercice 2.19).

Les deux théorèmes qui suivent décrivent la dynamique locale au voisinage d’un point fixe et
seront utilisés au chapitre 4.
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Théorème 2.6 (Linéarisation de Kœnigs). Soit f holomorphe au voisinage de 0 avec f p0q “ 0 et
λ “ f 1p0q vérifiant 0 ă |λ| ă 1. Alors il existe un voisinage V de 0 et une application holomorphe
injective ϕ : V Ñ C avec ϕp0q “ 0 et ϕ1p0q “ 1 telle que

ϕ ˝ f “ λϕ sur V. (28)

De plus ϕ est unique sous ces conditions. Le même énoncé vaut pour |λ| ą 1 en appliquant ce qui
précède à la branche locale de f ´1 fixant 0.

Démonstration. Choisissons c avec |λ| ă c ă 1 et c2 ă |λ|, ce qui est possible dès que |λ| ă c ă
a

|λ|.
Il existe r ą 0 et M ą 0 tels que, sur Dp0,rq,

| f pzq| ď c |z| et | f pzq ´ λz| ď M |z|
2 . (29)

Posons ϕn “ λ´n f n. La première estimée donne | f npzq| ď cn |z|, et la seconde

|ϕn`1pzq ´ ϕnpzq| “ |λ|
´n´1

| f p f n
pzqq ´ λ f n

pzq| ď
Mr2

|λ|

ˆ

c2

|λ|

˙n

. (30)

Comme c2 ă |λ|, la série télescopique converge uniformément sur Dp0,rq et ϕ “ limϕn est holo-
morphe, avec ϕp0q “ 0 et ϕ1p0q “ limλ´np f nq1p0q “ 1. L’identité ϕn ˝ f “ λϕn`1 passe à la limite et
donne (28). Enfin ϕ est injective au voisinage de 0 car ϕ1p0q ‰ 0. Pour l’unicité, si ψ est une autre
solution, h “ ψ ˝ ϕ´1 commute à z ÞÑ λz et vérifie hp0q “ 0, h1p0q “ 1 ; en comparant les développe-
ments en série on trouve h “ id. □

Théorème 2.7 (Böttcher). Soit f pzq “ akzk ` Opzk`1q holomorphe au voisinage de 0, avec k ě 2
et ak ‰ 0. Alors il existe un voisinage V de 0 et ϕ : V Ñ C holomorphe injective avec ϕp0q “ 0,
ϕ1p0q ‰ 0, telle que

ϕ ˝ f “ ϕ
k sur V. (31)

L’application ϕ est unique à multiplication près par une racine pk ´ 1q-ième de l’unité.

Démonstration (esquisse). Quitte à conjuguer par une homothétie on suppose ak “ 1, de sorte que
f pzq “ zkp1 ` upzqq avec up0q “ 0. Sur un disque Dp0,rq assez petit on a | f pzq| ď |z|

k
¨ 2 ď |z| {2 et

l’on peut définir la branche principale p1 ` uq
1{kn

. On pose alors ϕnpzq “ p f npzqq
1{kn

, où la racine est
choisie de sorte que ϕnpzq{z Ñ 1 en 0 ; explicitement

ϕnpzq “ z
n´1
ź

j“0

`

1 ` u
`

f j
pzq

˘˘1{k j`1

. (32)

Comme
ˇ

ˇ f jpzq
ˇ

ˇ ď 2´ j |z|, on a
ˇ

ˇup f jpzqq
ˇ

ˇ ď C2´ j et le produit infini converge uniformément sur
Dp0,rq vers une fonction ϕ ne s’annulant qu’en 0, avec ϕ1p0q “ 1. L’identité ϕnp f pzqq “ ϕn`1pzqk

passe à la limite et donne (31). L’unicité se démontre comme au théorème 2.6. □
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Le cas indifférent, |λ| “ 1, est beaucoup plus délicat : le point fixe peut être linéarisable (point
de Siegel, il est alors dans F ) ou non (il est alors dans J ), et le cas parabolique λq “ 1 relève de la
théorie de Leau–Fatou. Nous n’en aurons pas besoin ; voir [11], §8–11.

2.3. Propriétés de l’ensemble de Julia. Tout ce qui suit repose sur le lemme d’expansion suivant,
conséquence directe du grand théorème de Montel.

Lemme 2.8 (Propriété d’explosion). Soit z0 P J p f q et U un voisinage ouvert de z0. Alors, pour tout
m ě 0, l’ensemble

P1
pCqz

ď

něm
f n

pUq (33)

contient au plus deux points.

Démonstration. Si cet ensemble contenait trois points distincts a,b,c, la famille p f nqněm serait une
famille d’applications holomorphes de U dans P1pCqzta,b,cu, donc normale par le théorème 1.16 ;
comme p f nqnăm est une famille finie, p f nqně0 serait normale sur U , contredisant z0 P J p f q. □

Définition 2.9. Un point a P P1pCq est dit exceptionnel si son orbite inverse
Ť

ně0 f ´npaq est finie.
On note E f l’ensemble des points exceptionnels.

Proposition 2.10. L’ensemble E f contient au plus deux points, et E f Ă F p f q. Si #E f “ 1, f est
conjuguée à un polynôme; si #E f “ 2, f est conjuguée à z ÞÑ z˘d .

Démonstration. Soit a P E f et A “
Ť

ně0 f ´npaq, fini par hypothèse. On a f ´1pAq Ă A, et comme
f est surjective f p f ´1pAqq “ A, d’où # f ´1pAq ě #A et finalement f ´1pAq “ A. Ainsi f induit une
bijection de A et chaque x P A a une unique préimage y P A ; la proposition 1.11 donne degy f “ d,
donc y contribue d ´1 à la somme de Riemann–Hurwitz (22). Il vient #Apd ´1q ď 2d ´2, soit #A ď

2. Comme A est réunion d’orbites arrières de points exceptionnels, ceci montre #E f ď 2. Chaque
point de A est alors périodique de période 1 ou 2 avec degy f “ d ě 2 : c’est un point superattractif,
donc dans F p f q par la proposition 2.5. Les deux derniers énoncés résultent de la proposition 1.13 et,
pour #E f “ 2, du fait qu’après conjugaison envoyant les deux points sur 0 et 8, f est une application
rationnelle dont 0 et 8 sont les seules préimages d’eux-mêmes, donc f pzq “ cz˘d , et l’on ramène c
à 1 par une homothétie. □

Théorème 2.11. Soit a P P1pCqzE f . Alors

J p f q Ă
ď

ně0

f ´npaq, (34)

avec égalité si a P J p f q.

Démonstration. Soient z0 P J p f q et U un voisinage de z0. L’orbite arrière O´paq “
Ť

n f ´npaq est in-
finie, donc contient au moins trois points ; par le lemme 2.8, l’un d’eux, disons b P f ´mpaq, appartient
à f NpUq pour un certain N. Il existe donc w P U avec f N`mpwq “ a, c’est-à-dire U X O´paq ‰ H.
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Ceci vaut pour tout voisinage U , d’où (34). Si de plus a P J p f q, l’invariance totale donne O´paq Ă

J p f q, et l’ensemble de Julia étant fermé on a l’inclusion réciproque. □

Théorème 2.12. Soit f rationnelle de degré d ě 2.
(1) J p f q est infini, et même parfait (fermé sans point isolé) ; en particulier il est non dénom-

brable.
(2) J p f q est le plus petit fermé totalement invariant de cardinal ě 3.

(3) Ou bien J p f q “ P1pCq, ou bien J p f q est d’intérieur vide.
(4) La dynamique est topologiquement transitive sur J p f q : pour tous ouverts U,V rencontrant

J p f q, il existe n tel que f npUq XV ‰ H.

Démonstration. (1) Si J p f q était fini, il serait totalement invariant, donc formé de points excep-
tionnels, donc contenu dans F p f q par la proposition 2.10 : absurde puisqu’il est non vide. Il est
donc infini. Montrons qu’aucun point z0 P J p f q n’est isolé. Soit U un voisinage de z0. Choisissons
a P J p f q n’appartenant pas à l’orbite positive t f npz0quně0 si celle-ci est finie, et a P J p f qztz0u quel-
conque sinon ; c’est possible car J p f q est infini. Par le théorème 2.11 et le lemme 2.8 appliqué avec
m arbitrairement grand, U rencontre f ´npaq Ă J p f q pour une infinité de n. Un tel point d’intersec-
tion w vérifie f npwq “ a ; s’il valait z0 pour tous ces n, on aurait f npz0q “ a pour une infinité de n, ce
qui est exclu par le choix de a. Donc U contient un point de J p f q distinct de z0.

(2) Soit E un fermé totalement invariant avec #E ě 3. Comme #E f ď 2, il existe a P EzE f , et alors
O´paq Ă E ; le théorème 2.11 donne J p f q Ă O´paq Ă E.

(3) Si U Ă J p f q est un ouvert non vide, le lemme 2.8 montre que
Ť

n f npUq, qui est contenu dans
J p f q par invariance, omet au plus deux points ; comme J p f q est fermé et parfait, J p f q “ P1pCq.

(4) Soient U,V rencontrant J p f q, et z0 P U XJ p f q. Par le lemme 2.8,
Ť

n f npUq omet au plus deux
points, tous exceptionnels donc dans F p f q ; il contient donc J p f q, et en particulier rencontre V . □

Théorème 2.13 (Fatou, Julia). L’ensemble de Julia est l’adhérence de l’ensemble des points pério-
diques répulsifs de f .

Démonstration. Un point périodique répulsif est dans J p f q par la proposition 2.5, et J p f q est fermé :
une inclusion est acquise. Montrons que les points périodiques sont denses dans J p f q. Soient z0 P

J p f q et U un voisinage ; quitte à rétrécir et à remplacer z0 par un point voisin de J p f q — possible
car J p f q est parfait — on peut supposer que z0 n’est ni critique, ni valeur critique, ni périodique.
Choisissons b P f ´1pz0q avec b ‰ z0, puis un voisinage connexe V Ă U de z0 et la branche g : V Ñ

P1pCq de f ´1 avec gpz0q “ b ; quitte à rétrécir V , on a gpV q XV “ H. Supposons par l’absurde que,
pour tout n ě 1 et tout z P V , on ait f npzq ‰ z et f npzq ‰ gpzq. Alors les fonctions

hn “
f n ´ id
f n ´ g

(35)

sont holomorphes sur V et évitent 0, 8 et 1 — cette dernière valeur car hnpzq “ 1 équivaudrait à
z “ gpzq, exclu par gpV q XV “ H. Le théorème 1.16 montre que phnq est normale ; soit h la limite
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d’une sous-suite. Si h ” 1, alors g´id
f nk ´g “ hnk ´ 1 Ñ 0 uniformément sur les compacts, et comme

g ´ id ne s’annule pas, f nk Ñ 8 uniformément sur les compacts de V . Sinon, h ı 1 et, en résolvant
(35),

f nk “
id´ghnk

1 ´ hnk

(36)

converge uniformément sur les compacts de l’ouvert V zh´1p1q, lequel est V privé d’un ensemble
discret ; on conclut par le principe du maximum appliqué à la distance sphérique que la convergence
a lieu sur V tout entier. Dans les deux cas p f nq est normale sur V , ce qui contredit z0 P J p f q. Il existe
donc n ě 1 et z P V avec f npzq “ z, ou bien f npzq “ gpzq, auquel cas f n`1pzq “ f pgpzqq “ z : dans les
deux cas U contient un point périodique.

Enfin, un théorème de Fatou que nous admettons ([11], §12, ou [2], §9.6) affirme que f possède
au plus 2d ´2 cycles non répulsifs. Les points périodiques non répulsifs étant en nombre fini et J p f q

étant parfait, les points périodiques répulsifs sont encore denses dans J p f q. □

2.4. Le cas polynomial. À partir de maintenant, et sauf mention explicite du contraire, f désigne
un polynôme de degré d ě 2. Le point 8 est alors un point fixe superattractif totalement invariant, et
son bassin

Bp8q “ tz P C | f n
pzq Ñ 8u (37)

est un ouvert connexe de P1pCq contenant 8.

Définition 2.14. L’ensemble de Julia rempli de f est

K f “
␣

z P C
ˇ

ˇ p f n
pzqqně0 est bornée

(

“ CzBp8q. (38)

Proposition 2.15. L’ensemble K f est un compact non vide, totalement invariant, et

J p f q “ BK f “ BBp8q. (39)

De plus P1pCqzK f “ Bp8q est connexe : K f est plein.

Démonstration. Choisissons R ě 1 tel que | f pzq| ě 2 |z| pour |z| ě R ; alors | f npzq| ě 2n |z| Ñ 8,
donc K f Ă Dp0,Rq et K f est fermé comme intersection des fermés f ´npDp0,Rqq. Il est non vide car
f a un point fixe dans C. L’invariance totale est immédiate. Sur IntK f la suite p f nq est uniformément
bornée donc normale (théorème 1.15), et sur Bp8q elle converge uniformément sur les compacts
vers 8 : ces deux ouverts sont dans F p f q. Si z0 P BK f , tout voisinage de z0 contient des points
d’orbite bornée et des points d’orbite tendant vers 8, de sorte qu’aucune sous-suite de p f nq ne peut
converger uniformément au voisinage de z0 : donc BK f Ă J p f q, et (39) suit. Enfin la connexité de
P1pCqzK f sera obtenue au chapitre 4 comme conséquence du principe du maximum appliqué à la
fonction de Green (proposition 4.3). □

Exemple 2.16. Pour f pzq “ zd on a K f “ D et J p f q “ T : en effet | f npzq| “ |z|
dn

tend vers 0, vers 8

ou reste égal à 1 selon que |z| ă 1, |z| ą 1 ou |z| “ 1. La dynamique sur J p f q est celle de θ ÞÑ dθ sur
R{Z : c’est le prototype d’une dynamique chaotique. Ici E f “ t0,8u.
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Exemple 2.17. Soit f pzq “ z2 ´ 2 et πpwq “ w ` 1{w. On vérifie πpw2q “ f pπpwqq, de sorte que π

semi-conjugue w ÞÑ w2 à f . Comme πpTq “ r´2,2s et que π envoie P1pCqzD biholomorphiquement
sur P1pCqzr´2,2s, on en déduit K f “ J p f q “ r´2,2s. C’est un exemple où K f est d’intérieur vide.

Exemple 2.18. Soit f pzq “ z2 ` c avec |c| grand. Si |c| ą 1
4

`

5 ` 2
?

6
˘

, le point critique 0 vérifie
f np0q Ñ 8 et l’on montre que J p f q “ K f est un ensemble de Cantor sur lequel f est conjuguée au
décalage sur t0,1u

N (exercice 2.21). Nous verrons au chapitre 4 que la dichotomie « K f connexe »
contre « K f de Cantor » est gouvernée par le comportement des points critiques.

2.5. Exercices.

Exercice 2.19. Soit a un point périodique attractif de f . Montrer que BBpaq “ J p f q si f n’a pas
d’autre cycle attractif, et en général que BBpaq Ă J p f q.

Exercice 2.20. Montrer que J p f ´1q n’a pas de sens, mais que si φ est une homographie commutant
à f alors φpJ p f qq “ J p f q. En déduire que J pzdq est invariant par toutes les rotations.

Exercice 2.21. Soit f pzq “ z2 `c avec |c| ą 4. Montrer que D “D
´

0,2 |c|
1{2

¯

vérifie f ´1pDq Ă D et

que f ´1pDq a deux composantes connexes D0,D1 sur chacune desquelles f est injective. En déduire
que K f “

Ş

n f ´npDq est homéomorphe à t0,1u
N et que f y est conjuguée au décalage.

Exercice 2.22. Montrer que si f est un polynôme réel (à coefficients réels), K f et J p f q sont symé-
triques par rapport à R. Que dire de f pzq “ zd et des symétries de J p f q?

Exercice 2.23. Montrer que si J p f q est totalement discontinu alors J p f q “ K f . Montrer réciproque-
ment que si IntK f ‰ H alors J p f q n’est pas totalement discontinu.

Exercice 2.24. Déduire du théorème 2.12 qu’il existe un point de J p f q dont l’orbite est dense dans
J p f q. (On pourra utiliser le théorème de Baire.)

3. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DU POTENTIEL

Ce chapitre est un cours de théorie du potentiel dans le plan, rédigé de façon autonome. Le fil
conducteur est le suivant : à toute fonction sous-harmonique u est associée une mesure positive
∆u “ 1

2π
∆u, sa mesure de Riesz, et réciproquement toute mesure positive est, localement, la mesure de

Riesz d’un potentiel logarithmique. Ce dictionnaire entre fonctions et mesures a deux vertus. D’une
part il transforme des questions de convergence de mesures, difficiles à manipuler, en questions
de convergence de fonctions, où l’on dispose du principe du maximum : c’est le mécanisme de
toutes les démonstrations du chapitre 5. D’autre part il permet d’associer à tout compact une mesure
canonique, sa mesure d’équilibre, qui pour un ensemble de Julia rempli se révélera être exactement
la mesure d’entropie maximale.

Nous démontrons tout ce dont nous aurons besoin, à trois exceptions près, clairement signalées :
la compacité L1

loc des familles de fonctions sous-harmoniques (théorème 3.14, point (1)), le principe
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du maximum étendu (théorème 3.20), et la valeur de la capacité d’un segment. Nous utiliserons
librement deux faits de la théorie des fonctions harmoniques : la résolution du problème de Dirichlet
dans un disque par l’intégrale de Poisson, et l’inégalité de Harnack. Les compléments se trouvent
dans [12], chapitres 2 et 3, ou dans [14].

3.1. Fonctions harmoniques et sous-harmoniques. On identifie C à R2 et l’on note ∆ “ B2
x `

B2
y “ 4BB le laplacien. Une fonction h de classe C2 sur un ouvert U est harmonique si ∆h “ 0 ;

c’est équivalent à la propriété de la moyenne, et localement à être la partie réelle d’une fonction
holomorphe. Rappelons que si ϕ est continue sur BDpa,rq, l’intégrale de Poisson

P ϕpa ` ρeiα
q “

1
2π

ż 2π

0

r2 ´ ρ2

r2 ´ 2rρcospθ ´ αq ` ρ2 ϕpa ` reiθ
qdθ (40)

définit l’unique fonction harmonique sur Dpa,rq, continue sur le disque fermé, de valeurs au bord ϕ.

Définition 3.1. Soit U Ă C un ouvert. Une fonction u : U Ñ r´8,`8r est sous-harmonique si
(i) u est semi-continue supérieurement ;

(ii) u n’est identiquement ´8 sur aucune composante connexe de U ;
(iii) pour tout disque Dpa,rq Ă U , on a l’inégalité de la moyenne

upaq ď
1

2π

ż 2π

0
u
´

a ` reiθ
¯

dθ. (41)

On note Mpu,a,rq le membre de droite de (41).

La semi-continuité supérieure garantit que u est majorée sur tout compact et que l’intégrale dans
(41) est bien définie dans r´8,`8r. Une fonction est harmonique si et seulement si elle et son
opposée sont sous-harmoniques.

Théorème 3.2 (Principe du maximum). Soit u sous-harmonique sur un domaine (ouvert connexe)
U. Si u atteint son maximum en un point de U, alors u est constante. Par conséquent, si U est borné
et si limsupzÑζ upzq ď 0 pour tout ζ P BU, alors u ď 0 sur U.

Démonstration. Soit M “ supU u et A “ tu “ Mu, supposé non vide. L’ensemble A est fermé dans
U par semi-continuité supérieure : tu ě Mu est fermé. Montrons qu’il est ouvert. Soient a P A et
Dpa,rq Ă U . Pour tout s ď r, (41) donne M “ upaq ď Mpu,a,sq ď M, donc Mpu,a,sq “ M ; comme
u ď M, la fonction M ´ u ě 0 est d’intégrale nulle sur chaque cercle, donc nulle presque partout sur
Dpa,rq pour la mesure de Lebesgue. Si l’on avait upbq ă M pour un b PDpa,rq, la semi-continuité su-
périeure fournirait un voisinage de b sur lequel u ă M, de mesure de Lebesgue strictement positive :
contradiction. Donc Dpa,rq Ă A, et A est ouvert. Par connexité A “ U .

Pour la seconde assertion, prolongeons u par limsup au bord et notons M son supremum sur U ,
atteint en un point ζ de ce compact par semi-continuité supérieure. Si ζ P BU alors M ď 0 ; sinon u est
constante égale à M sur la composante de U contenant ζ, et l’hypothèse au bord de cette composante
donne encore M ď 0. □
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Proposition 3.3. Soit u sous-harmonique sur U et Dpa,rq Ă U. Alors s ÞÑ Mpu,a,sq est croissante
sur s0,rs et Mpu,a,sq Ñ upaq lorsque s Ñ 0.

Démonstration. Soit 0 ă s ă t ď r. La fonction u étant semi-continue supérieurement sur le compact
BDpa, tq, il existe une suite de fonctions continues ϕk décroissant vers u sur ce cercle. Soit hk “ P ϕk
l’intégrale de Poisson (40) correspondante. La fonction u ´ hk est sous-harmonique sur Dpa, tq et
vérifie limsupzÑζpu ´ hkqpzq ď upζq ´ ϕkpζq ď 0 pour ζ P BDpa, tq, donc u ď hk sur Dpa, tq par le
théorème 3.2. Il vient

Mpu,a,sq ď Mphk,a,sq “ hkpaq “ Mpϕk,a, tq, (42)
la première égalité venant de la propriété de la moyenne pour hk harmonique. Le théorème de conver-
gence monotone donne Mpϕk,a, tq Ñ Mpu,a, tq, d’où Mpu,a,sq ď Mpu,a, tq. Enfin limsupsÑ0 Mpu,a,sq ď

upaq par semi-continuité supérieure et lemme de Fatou inversé, tandis que Mpu,a,sq ě upaq par
(41). □

Corollaire 3.4. Sous les mêmes hypothèses,

upaq ď
1

πr2

ż

Dpa,rq

udLeb ď sup
Dpa,rq

u. (43)

Démonstration. Intégrer (41) contre 2sds sur r0,rs et utiliser les coordonnées polaires. □

Proposition 3.5. (1) Si u,v sont sous-harmoniques et s, t ě 0, alors su ` tv et maxpu,vq le sont.

(2) Une limite décroissante de fonctions sous-harmoniques est sous-harmonique (si elle n’est
pas ” ´8), de même qu’une limite uniforme sur les compacts.

(3) Si h est holomorphe et non identiquement nulle sur U, alors log |h| est sous-harmonique sur
U.

(4) Si u est sous-harmonique et h holomorphe, u ˝ h est sous-harmonique (ou ” ´8).

(5) Toute fonction sous-harmonique est localement intégrable ; en particulier tu “ ´8u est de
mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. (1) La semi-continuité supérieure et (41) passent aux combinaisons positives. Pour
w “ maxpu,vq : w est semi-continue supérieurement, et wpaq “ upaq ď Mpu,a,rq ď Mpw,a,rq si le
maximum est atteint par u, de même sinon.

(2) Si uk Ó u, la semi-continuité supérieure de u vient de ce que tu ă cu “
Ť

k tuk ă cu est ouvert,
et (41) passe à la limite par convergence monotone. Pour une limite uniforme sur les compacts, tout
passe à la limite directement.

(3) La fonction log |h| est continue à valeurs dans r´8,8r, donc semi-continue supérieurement.
Si hpaq ‰ 0, alors h ne s’annule pas près de a, on peut y écrire log |h| “ ℜ logh qui est harmonique,
et (41) est une égalité pour r petit ; pour r quelconque tel que Dpa,rq Ă U , on applique la proposition
3.3, dont la démonstration n’utilise que l’inégalité de la moyenne pour les petits rayons. Si hpaq “ 0,
alors log |hpaq| “ ´8 et (41) est triviale.
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(4) La semi-continuité supérieure est claire. Si h est constante, u˝h l’est aussi ; sinon h est ouverte,
et pour Dpa,rq Ă U on peut supposer r assez petit pour que h soit, ou bien injective sur Dpa,rq, ou
bien de la forme hpaq`ϕk (proposition A.10). Dans le premier cas h est un biholomorphisme sur son
image et le résultat provient de l’invariance conforme de l’harmonicité ; dans le second, l’image du
cercle BDpa,sq par h est un cercle parcouru k fois, de sorte que Mpu˝h,a,sq “ Mpu,hpaq, |ϕ| -rayonq,
et l’on conclut par (41) appliquée à u.

(5) Soit a P U avec upaq ą ´8 et Dpa,2rq Ă U . Par (43),
ş

Dpa,rq
udLeb ě πr2upaq ą ´8, et u est

majorée sur ce disque : donc u P L1pDpa,rqq, et en particulier u ą ´8 presque partout sur Dpa,rq.
L’ensemble des a au voisinage desquels u est intégrable est donc ouvert ; son complémentaire dans
U est l’ensemble des a tels que u ” ´8 au voisinage de a, qui est également ouvert. Par connexité
et l’hypothèse (ii) de la définition 3.1, u est localement intégrable sur U tout entier. □

Régularisation. Soit χ P C 8
c pCq radiale, positive, d’intégrale 1, à support dans Dp0,1q, et χεpzq “

ε´2χpz{εq. Pour u sous-harmonique sur U , on pose uε “ u˚χε, définie sur Uε “ tz P U | distpz,BUq ą εu.

Proposition 3.6. La fonction uε est de classe C8 et sous-harmonique sur Uε, on a uε ě u, et uε

décroît vers u lorsque ε Ó 0.

Démonstration. La régularité et la sous-harmonicité (par Fubini dans (41)) sont standard. Comme χ

est radiale, en écrivant χpzq “ ψp|z|q et en passant en polaires,

uεpaq “

ż

upa ´ wqχεpwqdLebpwq “ 2π

ż

ε

0
Mpu,a,sqψεpsqsds, (44)

où ψεpsq “ ε´2ψps{εq et 2π
ş

ε

0 ψεpsqsds “ 1. Ainsi uεpaq est une moyenne pondérée des Mpu,a,sq

pour s ď ε. La proposition 3.3 donne alors uεpaq ě upaq, la décroissance en ε, et la convergence
uεpaq Ñ upaq. □

La mesure de Riesz.

Lemme 3.7. Au sens des distributions sur C, ∆ log |z| “ 2πδ0.

Démonstration. Soit ϕ P C 8
c pCq. La fonction log |z| étant localement intégrable et harmonique hors

de 0, la formule de Green sur tε ă |z| ă Ru, avec R assez grand, donne
ż

|z|ąε

log |z| ∆ϕdLeb “

ż

|z|“ε

pϕBr log |z| ´ log |z| Brϕqds, (45)

le bord extérieur ne contribuant pas. Le premier terme vaut 1
ε

ş

|z|“ε
ϕds “ 2πMpϕ,0,εq Ñ 2πϕp0q ;

le second est majoré par 2πε |logε| }∇ϕ}8 Ñ 0. Enfin le membre de gauche tend vers
ş

log |z|∆ϕ par
intégrabilité locale. □
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Théorème 3.8 (Mesure de Riesz). Soit u sous-harmonique sur U. Alors ∆u, pris au sens des distri-
butions, est une mesure de Radon positive sur U. On pose

∆u “
1

2π
∆u, (46)

de sorte que ∆log|z´a| “ δa. Réciproquement, si v P L1
locpUq vérifie ∆v ě 0 au sens des distributions,

alors v coïncide presque partout avec une unique fonction sous-harmonique.

Démonstration. Soit ϕ P C 8
c pUq positive, à support dans Uε pour ε petit. La fonction uε est C8 et

sous-harmonique, donc ∆uε ě 0 au sens classique : en effet, pour une fonction C2, la proposition 3.3
et le développement Mpv,a,sq “ vpaq ` s2

4 ∆vpaq ` ops2q forcent ∆vpaq ě 0. Il vient
ż

uε∆ϕdLeb “

ż

ϕ∆uε dLeb ě 0. (47)

Comme uε Ó u avec uε ď uε0 intégrable sur le support de ϕ, la convergence dominée donne
ş

u∆ϕ ě 0.
La forme linéaire ϕ ÞÑ

ş

u∆ϕ est donc positive sur C 8
c pUq, et s’étend par densité en une forme linéaire

positive sur CcpUq : le théorème A.20 en fait une mesure de Radon positive. La valeur ∆log|z´a| “ δa
est le lemme 3.7.

Réciproquement, soit v P L1
loc avec ∆v ě 0. Les régularisées vε sont C8 avec ∆vε “ p∆vq ˚ χε ě 0,

donc sous-harmoniques ; par la proposition 3.6 appliquée à vε, la famille pvεq est décroissante en
ε sur tout compact, et sa limite ṽ est sous-harmonique par la proposition 3.5(2). Comme vε Ñ v
dans L1

loc, on a ṽ “ v presque partout. L’unicité résulte de ce qu’une fonction sous-harmonique est
déterminée par sa classe dans L1

loc, puisque upaq “ limεÑ0 uεpaq et que uε ne dépend que de la classe
de u. □

La normalisation (46) est celle qui rend l’énoncé suivant élégant ; c’est la formule de Poincaré–
Lelong en dimension 1.

Proposition 3.9. Soit h holomorphe non identiquement nulle sur U. Alors

∆log|h| “
ÿ

a :hpaq“0

ordaphqδa. (48)

Démonstration. Les deux membres sont des mesures, il suffit donc de les comparer localement.
Hors des zéros de h, log |h| est harmonique et les deux membres sont nuls. Au voisinage d’un zéro a
d’ordre k, écrivons hpzq “ pz ´ aqkgpzq avec g ne s’annulant pas ; alors log |h| “ k log |z ´ a| ` log |g|,
où log |g| “ ℜ logg est harmonique. Le lemme 3.7 conclut. □

Proposition 3.10 (Formule de Jensen). Soit u sous-harmonique sur U et Dpa,rq Ă U. Pour 0 ă s ă

t ď r,

Mpu,a, tq ´ Mpu,a,sq “

ż t

s
∆u

`

Dpa,ρq
˘ dρ

ρ
. (49)
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Démonstration. Supposons d’abord u de classe C2. En dérivant sous l’intégrale puis en appliquant
la formule de la divergence,

d
dρ

Mpu,a,ρq “
1

2π

ż 2π

0
Bρudθ “

1
2πρ

ż

BDpa,ρq

Bnuds “
1

2πρ

ż

Dpa,ρq

∆udLeb “
∆upDpa,ρqq

ρ
, (50)

et l’on intègre de s à t. Dans le cas général, on applique ce qui précède à uε, dont la mesure de Riesz
est ∆u ˚ χε, puis on fait tendre ε vers 0 : le membre de gauche converge par convergence monotone
(proposition 3.6), et le membre de droite aussi, les mesures ∆u ˚ χε convergeant faiblement vers ∆u.
Le bord BDpa,ρq est de ∆u-mesure nulle pour tout ρ hors d’un ensemble dénombrable, ce qui suffit
pour l’égalité des intégrales en ρ. □

3.2. Potentiels logarithmiques.

Définition 3.11. Soit µ une mesure positive finie à support compact dans C. Son potentiel logarith-
mique est

pµpzq “

ż

C
log |z ´ w|dµpwq P r´8,`8r. (51)

Proposition 3.12. Soit µ une mesure positive finie à support compact, de masse m. Alors pµ est
sous-harmonique sur C, harmonique sur CzSuppµ, et

∆pµ “ µ, pµpzq “ m log |z| ` O
´

|z|
´1
¯

pz Ñ 8q. (52)

Réciproquement (décomposition de Riesz), si u est sous-harmonique sur U et D Ť U est un disque,
alors u “ p∆u|D ` h sur D avec h harmonique sur D.

Démonstration. Semi-continuité supérieure. Le noyau pz,wq ÞÑ log |z ´ w| est semi-continu supé-
rieurement à valeurs dans r´8,Cs sur LˆSuppµ pour tout compact L. Si zn Ñ z, le lemme de Fatou
appliqué à C ´ log |zn ´ w| ě 0 donne limsupn pµpznq ď pµpzq.

Inégalité de la moyenne. Par Fubini–Tonelli (licite après avoir retranché la constante C),

Mppµ,a,rq “

ż
ˆ

1
2π

ż 2π

0
log

ˇ

ˇ

ˇ
a ` reiθ

´ w
ˇ

ˇ

ˇ
dθ

˙

dµpwq “

ż

logmaxp|a ´ w| ,rqdµpwq ě pµpaq, (53)

où l’on a utilisé le calcul classique Mplog |¨ ´ w| ,a,rq “ logmaxp|a ´ w| ,rq, lui-même conséquence
de l’harmonicité de log |z ´ w| pour |a ´ w| ą r et de la formule de Jensen sinon.

Asymptotique. Pour |z| grand, pµpzq ´ m log |z| “
ş

log |1 ´ w{z|dµpwq “ Op|z|
´1

q uniformément,
puisque Suppµ est borné. En particulier pµ ı ´8 et pµ est sous-harmonique.

Laplacien. Pour ϕ P C 8
c pCq, Fubini et le lemme 3.7 donnent

ż

pµ∆ϕdLeb “

ż
ˆ
ż

log |z ´ w|∆ϕpzqdLebpzq

˙

dµpwq “ 2π

ż

ϕdµ, (54)
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l’interversion étant licite car log |z ´ w| est intégrable sur le support de ϕ, uniformément en w dans
un compact. En particulier ∆pµ “ µ est nulle hors de Suppµ, où pµ est donc harmonique par le lemme
de Weyl.

Décomposition de Riesz. Posons ν “ ∆u|D, mesure finie puisque la formule de Jensen (49) borne
la masse de ∆u sur les disques par Mpu,a, tq ´ Mpu,a,sq. Alors ∆pu ´ pνq “ 0 sur D au sens des
distributions, donc u´ pν coïncide presque partout avec une fonction harmonique h par le lemme de
Weyl ; comme deux fonctions sous-harmoniques égales presque partout sont égales (théorème 3.8),
l’égalité u “ pν ` h a lieu partout sur D. □

Le potentiel détermine la mesure. Voici la forme précise dont nous nous servirons.

Proposition 3.13. Soient µ,ν deux mesures positives de même masse à supports compacts. Si pµ ´ pν

est harmonique sur C et tend vers 0 à l’infini, alors µ “ ν.

Démonstration. La fonction pµ ´ pν est harmonique sur C et bornée, donc constante par le théorème
de Liouville, et cette constante est nulle. On conclut en prenant les laplaciens. □

Le résultat suivant est l’outil de compacité qui remplace, dans le monde sous-harmonique, le
théorème d’Ascoli.

Théorème 3.14 (Compacité et convergence). Soit punq une suite de fonctions sous-harmoniques sur
un domaine U, uniformément majorée sur tout compact de U.

(1) Ou bien un Ñ ´8 uniformément sur tout compact, ou bien une sous-suite converge dans
L1

locpUq vers une fonction sous-harmonique.

(2) Si un Ñ u dans L1
locpUq avec u sous-harmonique, alors ∆un Ñ ∆u au sens faible des mesures.

(3) (Lemme de Hartogs) Si limsupn un ď C en tout point de U, alors pour tout compact L Ă U
et tout ε ą 0 on a supL un ď C ` ε pour n assez grand.

Démonstration. (2) La dérivation au sens des distributions est continue pour la convergence L1
loc :

pour ϕ P C 8
c pUq,

ż

ϕd∆un “
1

2π

ż

un∆ϕdLeb ÝÑ
1

2π

ż

u∆ϕdLeb “

ż

ϕd∆u. (55)

Comme les masses ∆unpLq sont uniformément bornées pour L Ă U compact — conséquence de (49)
et de la borne L1 — la convergence contre les fonctions test entraîne la convergence faible.

(3) Soient L Ă U compact, ε ą 0, a P L et r ą 0 tel que Dpa,2rq Ă U ; notons M un majorant
uniforme des un sur Dpa,2rq. Pour δ ă r et z P Dpa,δq, on a Dpa,r ´ δq Ă Dpz,rq, donc par (43) et
en majorant un par M sur la différence des deux disques,

unpzq ď
1

πr2

ż

Dpz,rq

un dLeb ď
1

πr2

ż

Dpa,r´δq

un dLeb`M
ˆ

1 ´
pr ´ δq2

r2

˙

. (56)
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Le lemme de Fatou appliqué à M´un ě 0 donne limsupn
ş

Dpa,r´δq
un ď

ş

Dpa,r´δq
limsupn un ďCπpr´

δq2. En posant λ “ pr ´ δq2{r2 ď 1, il vient

limsup
n

sup
Dpa,δq

un ď λC ` p1 ´ λqM “ C ` p1 ´ λqpM ´Cq, (57)

quantité inférieure à C `ε dès que δ est assez petit. On recouvre L par un nombre fini de tels disques
Dpa,δq.

(1) Supposons qu’il existe a P U et une sous-suite le long de laquelle unpaq ě ´A. Par (43),
ş

Dpa,rq
un ě ´πr2A pour tout r tel que Dpa,rq Ă U ; comme un ď M sur ce disque, la suite est bornée

dans L1pDpa,rqq. La même inégalité, appliquée en un point b P Dpa,rq où unpbq ě ´A1 — il en existe
puisque

ş

Dpa,rq
un est bornée inférieurement — propage la borne L1 aux disques voisins, de sorte que

l’ensemble des points au voisinage desquels punq est bornée dans L1 est ouvert et fermé dans U ,
donc égal à U . La formule de Jensen borne alors uniformément les masses locales des ∆un , et l’on
extrait par le théorème A.22 une sous-suite telle que ∆un Ñ ν faiblement sur tout disque D Ť U .
La décomposition de Riesz un “ p∆un |D ` hn ramène alors la convergence L1pDq à deux points :
la convergence L1 des potentiels, conséquence de la convergence faible des mesures à supports
dans un compact fixe, et celle des fonctions harmoniques hn, uniformément majorées, qui résulte
de l’inégalité de Harnack. Le premier point est le seul énoncé de ce chapitre que nous admettons ;
voir [12], théorème 3.8.3, ou [9], théorème 4.1.9. Si au contraire unpzq Ñ ´8 en tout point, le point
(3) appliqué avec C arbitrairement négatif donne la convergence uniforme sur les compacts vers
´8. □

Le point (2) est celui qui rend la stratégie du chapitre 5 possible : pour montrer qu’une suite de
mesures converge, il suffit de faire converger leurs potentiels. Nous utiliserons systématiquement la
variante quantitative suivante.

Corollaire 3.15. Soient pνnq des mesures de probabilité portées par un compact fixe L et µ une
mesure de probabilité. Si pνn Ñ pµ uniformément sur C, alors νn Ñ µ faiblement.

Démonstration. La convergence uniforme entraîne la convergence au sens des distributions, donc
νn “ ∆pνn

Ñ ∆pµ “ µ contre toute fonction test C8 à support compact. Comme toutes ces mesures
sont des probabilités portées par L, la famille est tendue et la convergence contre les fonctions test
entraîne la convergence faible. □

3.3. Énergie, capacité et mesure d’équilibre. Dans toute cette section K Ă C désigne un compact
et P pKq l’ensemble des mesures de probabilité portées par K.

Définition 3.16. L’énergie de µ P P pKq est

Ipµq “

ĳ

log |z ´ w|dµpzqdµpwq “

ż

pµ dµ P r´8,`8r. (58)
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On pose V pKq “ supµPP pKq Ipµq (constante de Robin au signe près) et

cappKq “ eV pKq
P r0,`8r, (59)

avec la convention e´8 “ 0. Un ensemble borélien est dit polaire si tout compact qu’il contient est
de capacité nulle.

L’intuition électrostatique est la suivante : ´Ipµq est l’énergie potentielle d’une distribution de
charge µ, et la mesure d’équilibre est la répartition que prend une charge unité libre de se déplacer
sur le conducteur K. La négation de « polaire » sera notre notion de « gros », et l’expression quasi-
partout (q.p.) signifie : hors d’un ensemble polaire.

Exemple 3.17. (i) capDpa,rq “ capBDpa,rq “ r, la mesure d’équilibre étant la mesure de Le-
besgue normalisée du cercle.

(ii) capra,bs “ pb ´ aq{4, la mesure d’équilibre étant la mesure d’Arcsinus dt
π

?
pt´aqpb´tq

(exer-

cice 3.27).

(iii) Un ensemble fini, ou dénombrable, est polaire.

(iv) Si K Ă K1 alors capK ď capK1, et cappλK ` aq “ |λ|capK.

Démonstration. (i) Pour σ la mesure uniforme sur BDpa,rq, le calcul (53) donne pσpzq “ logmaxp|z ´ a| ,rq,
donc Ipσq “ logr et V ě logr. Réciproquement, soit µ P P pDpa,rqq : la fonction pµ ´ log |z ´ a| est
sous-harmonique sur CzDpa,rq et tend vers 0 à l’infini par (52), donc pµ ď logmaxp|z ´ a| ,rq sur C
par le théorème 3.2 ; en intégrant contre µ, Ipµq ď logr.

(iii) Pour µ P P pKq avec K fini, µ a un atome en un point a, et
ş

log |z ´ a|dµpzq “ ´8, donc
Ipµq “ ´8. Une réunion dénombrable d’ensembles polaires est polaire, car un compact contenu
dans la réunion se décompose et l’on applique le théorème de Baire ; voir [12], théorème 3.2.3.

(iv) La première assertion est claire, la seconde résulte de Ipλ˚µq “ Ipµq ` log |λ| pour λ˚ l’image
par z ÞÑ λz ` a. □

Le lemme suivant, dit principe d’énergie, est le point technique central de la théorie. Il exprime
que le noyau logarithmique est défini négatif sur les mesures signées de masse totale nulle.

Lemme 3.18 (Principe d’énergie). Soit σ une mesure signée à support compact, de masse totale
σpCq “ 0 et d’énergie absolue

ť

|log |z ´ w||d|σ|d|σ| finie. Alors Ipσq ď 0, avec égalité si et seule-
ment si σ “ 0.

Démonstration. Partons de l’identité de Frullani logs “ 1
2

ş8

0

´

e´t ´ e´ts2
¯

dt
t , valable pour s ą 0.

L’hypothèse d’énergie absolue finie autorise le théorème de Fubini, et comme
ť

e´t dσdσ “ e´tσpCq2 “

0,

Ipσq “ ´
1
2

ż 8

0
Qt

dt
t
, Qt “

ĳ

e´t|z´w|
2
dσpzqdσpwq. (60)
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Or le noyau gaussien est de type positif : la formule d’inversion de Fourier dans R2 donne

e´t|x|
2

“
1

4πt

ż

R2
e´|ξ|

2
{4t eixξ,xy dξ, (61)

d’où, en posant pσpξq “
ş

eixξ,zy dσpzq et en appliquant Fubini une nouvelle fois,

Qt “
1

4πt

ż

R2
e´|ξ|

2
{4t

|pσpξq|
2 dξ ě 0. (62)

Ainsi Ipσq ď 0. En cas d’égalité, Qt “ 0 pour presque tout t ą 0, donc pσ ” 0 et σ “ 0 par injectivité
de la transformée de Fourier des mesures finies. □

Lemme 3.19. Une mesure de probabilité à support compact et d’énergie finie ne charge aucun
ensemble polaire.

Démonstration. Soit µ d’énergie finie et E un borélien polaire avec µpEq ą 0. Par régularité intérieure
il existe un compact F Ă E avec µpFq ą 0. La mesure ν “ µpFq´1µ|F appartient à P pFq et

Ipνq “
1

µpFq2

ĳ

FˆF

log |z ´ w|dµdµ ě
1

µpFq2 pIpµq ´Cq ą ´8, (63)

où C majore la contribution du complémentaire, bornée puisque log |z ´ w| l’est supérieurement sur
un compact. Donc capF ą 0, contredisant la polarité de E. □

Nous admettons enfin la variante suivante du principe du maximum, qui autorise un ensemble
polaire d’exceptions au bord ; c’est le seul point de la théorie où la finesse de la notion de capacité
est réellement utilisée ([12], théorème 3.6.9).

Théorème 3.20 (Principe du maximum étendu). Soit u sous-harmonique et majorée sur un domaine
U Ĺ P1pCq. Si limsupzÑζ upzq ď 0 pour tout ζ P BU hors d’un ensemble polaire, alors u ď 0 sur U.

Théorème 3.21 (Mesure d’équilibre, Frostman). Soit K un compact non polaire. Alors il existe une
unique mesure µK P P pKq telle que IpµKq “ V pKq ; on l’appelle mesure d’équilibre de K. Son support
est contenu dans BK, et son potentiel vérifie

pµK ě V pKq sur C, pµK “ V pKq quasi-partout sur K. (64)

Démonstration. Existence. Pour m ą 0, posons ℓmpz,wq “ maxplog |z ´ w| ,´mq, fonction continue
sur C2, et Impµq “

ť

ℓm dµdµ. L’application µ ÞÑ Impµq est continue sur P pKq pour la topologie
faible, puisque ℓm est continue bornée sur K ˆ K et que µn Ñ µ entraîne µn b µn Ñ µ b µ. Comme
ℓm décroît vers log |z ´ w|, la convergence monotone donne I “ infm Im : l’énergie est donc semi-
continue supérieurement sur P pKq. Or P pKq est compact pour la topologie faible (théorème A.22),
donc I y atteint son maximum V pKq, fini car K est non polaire.
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Unicité. Soient µ,µ1 deux maximiseurs, nécessairement d’énergie finie. L’énergie est une forme
quadratique, et l’identité de polarisation donne

Ipµ ´ µ1
q “ 2Ipµq ` 2Ipµ1

q ´ 4I
´

µ`µ1

2

¯

ě 4V pKq ´ 4V pKq “ 0, (65)

puisque µ`µ1

2 P P pKq. La mesure signée σ “ µ ´ µ1 est de masse totale nulle et d’énergie absolue
finie ; le lemme 3.18 force σ “ 0.

Inégalité pµK ě V pKq quasi-partout sur K. Notons p “ pµK et supposons par l’absurde que E “

tz P K | ppzq ă V pKqu ne soit pas polaire. Alors E “
Ť

k tz P K | ppzq ď V pKq ´ 1{ku, réunion dé-
nombrable de compacts (p est semi-continue supérieurement), dont l’un, disons F , n’est pas po-
laire. Soit ν “ µF sa mesure d’équilibre, d’énergie finie, et σ “ ν ´ µK . Pour t P r0,1s, la mesure
µt “ µK ` tσ P P pKq a pour énergie

Ipµtq “ IpµKq ` 2t
ż

pdσ ` t2Ipσq. (66)

Or
ş

pdν ď V pKq´1{k puisque ν est portée par F , tandis que
ş

pdµK “ IpµKq “ V pKq : donc
ş

pdσ ď

´1{k ă 0. Comme Ipσq est finie, Ipµtq ą IpµKq pour t ą 0 assez petit, ce qui contredit la maximalité.
Égalité quasi-partout sur K. D’après le lemme 3.19, µK ne charge pas les ensembles polaires,

donc p ě V pKq µK-presque partout ; comme
ş

pdµK “ V pKq, on a p “ V pKq µK-presque partout. Soit
a P SuppµK : tout voisinage de a contient des points où p “ V pKq, et la semi-continuité supérieure
de p donne ppaq ě V pKq ; l’inégalité inverse s’obtient en écrivant, grâce à la formule de Jensen et à
p ě V pKq q.p. sur K, que p ne peut dépasser V pKq sur un ensemble de µK-mesure positive. On en
déduit p “ V pKq sur SuppµK , puis quasi-partout sur K par ce qui précède.

Inégalité sur C tout entier. La fonction u “ V pKq ´ p est sous-harmonique sur CzK, majorée
près de K, et tend vers ´8 à l’infini par (52). Ses valeurs limites au bord de CzK sont ď 0 quasi-
partout d’après ce qui précède, donc u ď 0 par le théorème 3.20 appliqué sur chaque composante de
P1pCqzK.

Support. La fonction p est harmonique sur CzSuppµK et vaut V pKq sur SuppµK ; si un point a de
SuppµK était intérieur à K, la fonction p ´V pKq ě 0 atteindrait son minimum 0 en a tout en étant
harmonique au voisinage de a dans le complémentaire du support, ce qui contredit le principe du
minimum sur la composante correspondante. Donc SuppµK Ă BK. □

3.4. Fonction de Green d’un compact.
Définition 3.22. Soit K un compact non polaire. Sa fonction de Green (avec pôle à l’infini) est

gK “ pµK ´V pKq. (67)

D’après (64), gK ě 0 sur C et gK “ 0 quasi-partout sur K ; de plus gK est harmonique sur CzK, et
(52) donne

gKpzq “ log |z| ´ logcappKq ` op1q pz Ñ 8q. (68)
Le nombre ´ logcappKq “ ´V pKq s’appelle la constante de Robin de K. Pour K “ Dp0,rq on re-
trouve gKpzq “ log`p|z| {rq.
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Le théorème suivant est la caractérisation que nous utiliserons au chapitre 4 pour identifier la
fonction de Green dynamique d’un polynôme. Il mérite d’être retenu : une fonction positive, conti-
nue, harmonique hors de K, nulle sur K et logarithmique à l’infini est nécessairement la fonction de
Green de K.

Théorème 3.23. Soit K Ă C un compact et g : C Ñ r0,`8r une fonction continue telle que

(1) g est harmonique sur CzK ;

(2) g “ 0 sur K ;

(3) gpzq ´ log |z| Ñ γ P R lorsque z Ñ 8.

Alors K est non polaire, cappKq “ e´γ, g “ gK , et 1
2π

∆g “ µK .

Démonstration. Étape 1 : g est sous-harmonique. Elle est continue, harmonique hors de K, et en un
point a P K on a gpaq “ 0 ď Mpg,a,rq puisque g ě 0.

Étape 2 : µ :“ 1
2π

∆g est une probabilité portée par K. La positivité et la localisation du support
résultent de l’étape 1 et de l’harmonicité hors de K. Pour la masse, appliquons la formule de Jensen
(49) en a “ 0 : pour t grand, Dp0,ρq Ą K dès que ρ ě ρ0, donc

Mpg,0, tq ´ Mpg,0,ρ0q “

ż t

ρ0

µ
`

Dp0,ρq
˘ dρ

ρ
“ µpCq log

t
ρ0

. (69)

Or l’hypothèse (3) donne Mpg,0, tq “ log t ` γ`op1q, de sorte que le membre de gauche vaut log t `

Op1q ; en divisant par log t et en faisant tendre t vers l’infini, µpCq “ 1.
Étape 3 : identification du potentiel. La fonction g ´ pµ est harmonique sur C tout entier, puisque

les deux termes ont même laplacien, et elle tend vers γ à l’infini d’après (52) et l’hypothèse (3) ; le
théorème de Liouville donne

pµ “ g ´ γ. (70)

En intégrant contre µ, dont le support est dans K où g s’annule, il vient Ipµq “ ´γ ; en particulier
V pKq ě ´γ ą ´8 et K est non polaire.

Étape 4 : µ maximise l’énergie. Soit ν P P pKq d’énergie finie. Le lemme 3.18 appliqué à σ “ ν´µ
donne Ipνq ´ 2

ş

pµ dν ` Ipµq ď 0, et comme pµ “ g ´ γ “ ´γ sur K Ą Suppν,

Ipνq ď 2
ż

pµ dν ´ Ipµq “ ´2γ ` γ “ ´γ. (71)

Les mesures d’énergie infinie ne pouvant réaliser le supremum, V pKq “ ´γ et le maximum est atteint
en µ : par unicité dans le théorème 3.21, µ “ µK , cappKq “ e´γ et g “ pµK ´V pKq “ gK . □

Remarque 3.24. L’hypothèse de continuité de g sur C est une hypothèse de régularité du compact
K : en général gK n’est nulle que quasi-partout sur K et peut être discontinue en certains points de
BK (points irréguliers, par exemple la pointe d’une cuspide extérieure ou un point isolé de K). Nous
verrons que les ensembles de Julia remplis sont toujours réguliers, ce qui n’a rien d’évident a priori.
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3.5. Exercices.

Exercice 3.25. Soit u sous-harmonique sur C telle que upzq ď log |z| ` Op1q à l’infini. Montrer, à
l’aide de la formule de Jensen (49), que ∆u est de masse totale au plus 1. Que dire si u est bornée
supérieurement?

Exercice 3.26. Calculer pµ pour µ la mesure uniforme sur le cercle BDpa,rq, puis pour µ la mesure
de Lebesgue normalisée sur le disque Dpa,rq. Vérifier que les deux potentiels coïncident hors du
disque et en déduire que capDpa,rq “ r de deux façons.

Exercice 3.27. En utilisant l’application w ÞÑ w ` 1{w de l’exemple 2.17, montrer que gr´2,2spzq “

log
ˇ

ˇ

ˇ

z`
?

z2´4
2

ˇ

ˇ

ˇ
pour une détermination convenable de la racine, puis retrouver capr´2,2s “ 1 par le

théorème 3.23. En déduire capra,bs “ pb ´ aq{4.

Exercice 3.28. Montrer qu’un ensemble polaire est de mesure de Lebesgue nulle. (Si LebpKq ą 0,
montrer que la mesure de Lebesgue restreinte à K, normalisée, est d’énergie finie.) Montrer récipro-
quement qu’un compact de mesure de Lebesgue nulle peut être non polaire.

Exercice 3.29. Soit P un polynôme unitaire de degré d et K un compact non polaire. Montrer que
gP´1pKq “ 1

d gK ˝ P et en déduire cap
`

P´1pKq
˘

“ pcapKq
1{d . (Utiliser le théorème 3.23 et la propo-

sition 3.9.)

Exercice 3.30. Soit K un compact non polaire et, pour n ě 2, soient z1, . . . ,zn P K maximisant
ś

iă j

ˇ

ˇzi ´ z j
ˇ

ˇ (points de Fekete). Montrer que δn “

´

ś

iă j

ˇ

ˇzi ´ z j
ˇ

ˇ

¯2{npn´1q

est décroissante et que
limn δn ě capK. (On peut montrer qu’il y a égalité : c’est le théorème de Fekete–Szegő.)

Exercice 3.31. Démontrer l’identité de polarisation utilisée dans la démonstration du théorème 3.21,
et vérifier que toutes les énergies qui y figurent sont finies.

4. LA FONCTION DE GREEN D’UN POLYNÔME

Dans tout ce chapitre f pzq “ adzd ` ¨¨ ¨ ` a0 est un polynôme de degré d ě 2. Nous allons lui
associer une fonction G f qui mesure la vitesse d’échappement des orbites vers l’infini, et qui est
simultanément deux choses : un objet dynamique, caractérisé par l’équation fonctionnelle G f ˝ f “

d G f ; et un objet de théorie du potentiel, à savoir la fonction de Green du compact K f au sens de
la définition 3.22. C’est cette coïncidence qui donne accès à toute la théorie du chapitre 3, et en
particulier à la mesure d’équilibre de K f , qui sera la mesure canonique de la dynamique.

4.1. Construction.

Lemme 4.1. Il existe C ą 0 tel que, pour tout z P C,
ˇ

ˇlog`
| f pzq| ´ d log`

|z|
ˇ

ˇ ď C, (72)

où log` t “ maxplog t,0q.



DYNAMIQUE DES APPLICATIONS RATIONNELLES 30

Démonstration. Choisissons R ě 1 tel que 1
2 |ad| |z|

d
ď | f pzq| ď 2 |ad| |z|

d pour |z| ě R ; pour de tels z,
log` | f pzq| “ log | f pzq| “ d log |z|`Op1q avec une constante ne dépendant que de ad . Pour |z| ď R, les
deux quantités log` | f pzq| et d log` |z| sont bornées par maxDp0,Rq

log` | f | et d logR respectivement.
□

Théorème 4.2. La suite de fonctions z ÞÑ d´n log` | f npzq| converge uniformément sur C. Sa limite

G f pzq “ lim
nÑ8

1
dn log`

| f n
pzq| (73)

est continue, sous-harmonique, positive, et vérifie :
(1) G f ˝ f “ d G f ;
(2)

ˇ

ˇG f pzq ´ log` |z|
ˇ

ˇ ď C{pd ´ 1q avec C comme en (72) ;
(3)

␣

G f “ 0
(

“ K f , et G f est harmonique sur CzK f ;

(4) G f pzq ´ log |z| Ñ γ f :“
log |ad|

d ´ 1
lorsque z Ñ 8.

Démonstration. Posons gn “ d´n log` | f n|. Le lemme 4.1 appliqué au point f npzq donne

|gn`1pzq ´ gnpzq| “
1

dn`1

ˇ

ˇlog`
| f p f n

pzqq| ´ d log`
| f n

pzq|
ˇ

ˇ ď
C

dn`1 , (74)

uniformément en z P C. La série télescopique
ř

pgn`1 ´ gnq converge donc normalement sur C et
G f “ limgn existe, est continue comme limite uniforme de fonctions continues, et sous-harmonique
comme limite uniforme de fonctions sous-harmoniques (proposition 3.5), chaque gn “ d´n maxplog | f n| ,0q

l’étant. En sommant (74) à partir de n “ 0 on obtient (2). L’identité (1) est immédiate :

G f p f pzqq “ lim
n

1
dn log`

ˇ

ˇ f n`1
pzq

ˇ

ˇ “ d lim
n

1
dn`1 log`

ˇ

ˇ f n`1
pzq

ˇ

ˇ “ d G f pzq. (75)

Pour (3) : si z P K f , l’orbite est bornée par un M et gnpzq ď d´n log` M Ñ 0, donc G f pzq “ 0. Si
z R K f , alors | f npzq| Ñ 8, et pour n assez grand (2) donne G f p f npzqq ě log | f npzq| ´C{pd ´ 1q ą 0,
d’où G f pzq “ d´nG f p f npzqq ą 0 par (1). Sur t|z| ą Ru, les fonctions d´n log | f n| sont harmoniques
(car f n n’y a pas de zéro, quitte à agrandir R) et convergent uniformément vers G f , donc G f y est
harmonique ; et pour z0 R K f quelconque, on choisit n avec | f npz0q| ą R et l’on écrit G f “ d´nG f ˝ f n

au voisinage de z0, composée d’une fonction harmonique et d’une fonction holomorphe.
Pour (4), posons u “ G f ´ log |z| sur t|z| ą Ru : c’est une fonction harmonique et bornée par (2),

donc elle se prolonge harmoniquement à travers l’infini et admet une limite γ f en 8. En écrivant G f ˝

f “ dG f sous la forme log | f pzq| ` up f pzqq “ d log |z| ` d upzq et en utilisant log | f pzq| “ d log |z| `

log |ad| ` op1q, on obtient à la limite γ f ` log |ad| “ dγ f , d’où (4). □

Proposition 4.3. L’ensemble K f est plein : P1pCqzK f est connexe.

Démonstration. Soit V une composante connexe bornée de CzK f . Alors G f est harmonique sur V ,
continue sur V , et nulle sur BV Ă K f . Le principe du maximum donne G f ” 0 sur V , donc V Ă K f :
contradiction. Toute composante de P1pCqzK f contient donc 8, et il n’y en a qu’une. □
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4.2. La mesure d’équilibre.

Théorème 4.4. Le compact K f est non polaire et régulier, G f est sa fonction de Green,

cappK f q “ |ad|
´1{pd´1q , (76)

et la mesure
µ f “

1
2π

∆G f (77)

est la mesure d’équilibre de K f . De plus Suppµ f “ J p f q.

Démonstration. La fonction G f est continue, positive, nulle exactement sur K f , harmonique sur
CzK f , et G f pzq ´ log |z| Ñ γ f : le théorème 3.23 s’applique et donne tout, avec capK f “ e´γ f “

|ad|
´1{pd´1q. Pour le support : G f est harmonique sur CzK f et identiquement nulle sur IntK f , donc

Suppµ f Ă BK f “ J p f q. Réciproquement, si z0 P J p f q et si µ f était nulle sur un disque D Q z0, alors
G f serait harmonique sur D, positive, et nulle au point z0 P K f : le principe du minimum forcerait
G f ” 0 sur D, donc D Ă K f et z0 P IntK f , contredisant z0 P BK f . □

Lorsque f est unitaire, γ f “ 0, cappK f q “ 1 et l’on a l’identité fondamentale, qui sera utilisée
constamment au chapitre 5 :

G f “ pµ f , c’est-à-dire G f pzq “

ż

log |z ´ w|dµ f pwq. (78)

Le lemme suivant explicite le comportement des potentiels sous l’action de f . Rappelons que
l’image inverse d’une mesure ν par f est définie par f ˚ν “

ş

´

ř

f pbq“a degb f ¨ δb

¯

dνpaq ; c’est une
mesure de masse d νpCq, et f˚ f ˚ “ d ¨ id.

Lemme 4.5. Soit ν une mesure positive finie à support compact. Alors

p f ˚ν “ pν ˝ f ´ νpCq log |ad| , et ∆u˝ f “ f ˚
∆u (79)

pour toute fonction u sous-harmonique sur C.

Démonstration. Pour a P C fixé, la factorisation f pzq ´ a “ ad
ś

f pbq“apz ´ bqdegb f donne

log | f pzq ´ a| “ log |ad| `
ÿ

f pbq“a

degb f log |z ´ b| “ log |ad| ` p f ˚δapzq. (80)

On intègre alors contre dνpaq et l’on applique le théorème de Fubini, licite car les intégrandes sont
majorées. La seconde identité s’en déduit en prenant les laplaciens, d’abord pour u “ pν, puis dans
le cas général par décomposition de Riesz (proposition 3.12). □

Corollaire 4.6. La mesure µ f est équilibrée et invariante :

f ˚µ f “ d µ f , f˚µ f “ µ f . (81)

Démonstration. En appliquant le lemme 4.5 à u “ G f et en utilisant G f ˝ f “ d G f , on obtient f ˚µ f “

∆G f ˝ f “ ∆d G f “ d µ f . On applique alors f˚ et l’on utilise f˚ f ˚ “ d ¨ id. □
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L’invariance f˚µ f “ µ f signifie que µ f est une mesure de probabilité invariante pour le système
dynamique pJ p f q, f q : nous disposons donc d’un objet de théorie ergodique, canoniquement attaché
à f . L’égalité f ˚µ f “ dµ f est bien plus forte : elle dit que µ f se répartit uniformément entre les d
branches inverses de f , et c’est elle qui gouvernera tous les énoncés d’équidistribution.

Proposition 4.7. La mesure µ f n’a pas d’atome.

Démonstration. Soit m “ maxaPC µ f ptauq, atteint car µ f est une mesure de probabilité à support
compact et l’ensemble des atomes de masse ě m est fini. Soit a un atome maximal. L’égalité
f ˚µ f “ dµ f donne µ f ptauq “ 1

d
ř

f pbq“a degb f ¨ µ f ptbuq ; comme
ř

f pbq“a degb f “ d et que chaque
µ f ptbuq ď m, l’égalité force µ f ptbuq “ m pour tout b P f ´1paq. Par récurrence, tout point de

Ť

n f ´npaq

est un atome de masse m. Si m ą 0 cet ensemble est fini, donc a est exceptionnel ; mais a P Suppµ f “

J p f q et E f Ă F p f q par la proposition 2.10 : contradiction. □

4.3. Coordonnée de Böttcher et critère de connexité. Le point 8 est un point fixe superattractif
de degré local d ; le théorème 2.7 fournit donc, dans la carte w “ 1{z, une coordonnée linéarisante.

Théorème 4.8. Soit f unitaire de degré d ě 2. Il existe R ą 0 et une unique application holomorphe
injective

ϕ : t|z| ą Ru ÝÑ t|w| ą Ru , ϕpzq “ z ` Op1q, (82)
telle que ϕ ˝ f “ ϕd . De plus G f “ log |ϕ| là où ϕ est définie. Enfin, si l’on pose

ρ f “ max
␣

G f pcq
ˇ

ˇ c P Critp f q X C
(

, (83)

alors ϕ se prolonge en un biholomorphisme de
␣

G f ą ρ f
(

sur t|w| ą eρ f u.

Démonstration (esquisse). L’existence et l’unicité de ϕ au voisinage de l’infini résultent du théorème
2.7 appliqué dans la carte w “ 1{z, où f s’écrit w ÞÑ wdp1`Opwqq. L’égalité G f “ log |ϕ| vient de ce
que log |ϕ| est harmonique, vérifie log |ϕ ˝ f | “ d log |ϕ| et log |ϕpzq| “ log |z| ` op1q : la différence
G f ´ log |ϕ| est harmonique bornée au voisinage de 8, tend vers 0, et est multipliée par d sous
l’action de f , donc est nulle. Pour le prolongement, on remarque que

␣

G f ą r
(

ne contient pas de
point critique dès que r ě ρ f , de sorte que f :

␣

G f ą r
(

Ñ
␣

G f ą dr
(

est un revêtement non ramifié
de degré d ; on prolonge alors ϕ de proche en proche par la formule ϕpzq “ ϕp f pzqq1{d , la branche de
la racine étant déterminée par continuité, ce qui est licite car les domaines concernés sont simplement
connexes. □

Théorème 4.9 (Dichotomie de Fatou–Julia). Soit f un polynôme de degré d ě 2.
(1) Si tous les points critiques de f dans C appartiennent à K f , alors K f est connexe et ϕ est un

biholomorphisme de CzK f sur CzD.
(2) Si tous les points critiques de f dans C sont hors de K f , alors K f “ J p f q est un ensemble de

Cantor.
En particulier, pour d “ 2, K f est connexe ou totalement discontinu selon que l’unique point critique
appartient ou non à K f .
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Démonstration (esquisse). Dans le cas (1), ρ f “ 0 et le théorème 4.8 fournit un biholomorphisme
entre CzK f “

␣

G f ą 0
(

et l’extérieur du disque unité ; le complémentaire de K f dans P1pCq étant
biholomorphe à un disque, K f est connexe. Dans le cas (2), soit r ą ρ f ; l’ouvert U0 “

␣

G f ă r
(

est
un disque topologique et Un “ f ´npU0q “

␣

G f ă r{dn
(

. Un calcul d’Euler–Poincaré via la formule
de Riemann–Hurwitz montre que chaque composante de Un est un disque topologique, que ces
composantes sont en nombre dn dès que n est assez grand, et que leurs diamètres tendent vers 0 ;
comme K f “

Ş

nUn, on obtient un ensemble de Cantor. Les détails se trouvent dans [11], §9 et §17,
ou [6], chapitre III. □

Exemple 4.10. (i) Pour f pzq “ zd : G f pzq “ log` |z|, K f “ D, capK f “ 1, et µ f est la mesure de
Lebesgue normalisée sur T.

(ii) Pour f pzq “ z2 ´ 2 : K f “ r´2,2s et G f pzq “ log
ˇ

ˇ

ˇ

z`
?

z2´4
2

ˇ

ˇ

ˇ
, de sorte que capK f “ 1 et que

µ f est la mesure d’Arcsinus dt
π

?
4´t2 sur r´2,2s.

(iii) Pour f pzq “ z2 ` c avec |c| grand, J p f q est un Cantor et µ f en est la mesure d’équilibre ; elle
n’a pas d’atome et charge tout ouvert rencontrant J p f q.

Remarque 4.11. On peut montrer que G f est höldérienne sur C, et lipschitzienne si K f est connexe
et J p f q localement connexe. En revanche G f n’est jamais de classe C1 au voisinage de J p f q lorsque
celui-ci n’est pas un cercle ou un segment : la géométrie fractale de J p f q se lit exactement dans le
défaut de régularité de G f .

4.4. Exercices.

Exercice 4.12. Montrer que G f est l’unique fonction continue g : C Ñ R telle que g ˝ f “ d g et
g ´ log` |z| soit bornée. (Considérer h “ g ´ G f et utiliser h ˝ f “ dh.)

Exercice 4.13. Soit φpzq “ λz`b et g “ φ f φ´1. Exprimer Gg en fonction de G f et capKg en fonction
de capK f . Vérifier la cohérence avec (76).

Exercice 4.14. Soit f pzq “ z2 ` c. Montrer que G f p0q ą 0 si et seulement si J p f q est un Cantor, et
que dans ce cas G f pcq “ 2G f p0q. Calculer ρ f et décrire

␣

G f ą ρ f
(

.

Exercice 4.15. Montrer que pour tout polynôme unitaire f de degré d ě 2, cappJ p f qq “ cappK f q “ 1.
En déduire que J p f q n’est jamais contenu dans un disque de rayon ă 1, puis que diamJ p f q ě 2.

Exercice 4.16. Soit Td l’unique polynôme unitaire de degré d tel que Tdpw ` w´1q “ wd ` w´d

(polynôme de Tchebychev normalisé). Montrer que KTd “ r´2,2s et calculer GTd et µTd .

Exercice 4.17. Soit f unitaire de degré d et z1, . . . ,zdn les racines de f npzq “ a pour un a fixé. Montrer
que 1

dn

ř

i log |z ´ zi| “ 1
dn log | f npzq ´ a| et que cette quantité converge vers G f pzq uniformément sur

tout compact de CzK f .
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5. THÉORÈMES D’ÉQUIDISTRIBUTION

Dans tout ce chapitre f est un polynôme unitaire de degré d ě 2, ce qui ne restreint pas la géné-
ralité (§1) et permet d’écrire, d’après (78),

G “ G f “ pµ f , µ “ µ f , K “ K f , J “ J p f q. (84)

La question posée dans ce chapitre est la suivante : la mesure µ a été construite par la théorie du
potentiel, mais que décrit-elle? La réponse est qu’elle décrit la répartition asymptotique de presque
tous les objets dynamiques finis que l’on sait fabriquer : les préimages f ´npaq d’un point, les points
périodiques de période n, les racines de f n “ g pour g fixé. Toutes ces familles finies de points,
réparties de façon très différente au départ, s’équidistribuent vers la même mesure µ : c’est en ce
sens que µ est la mesure canonique de f .

La stratégie est toujours la même, et repose sur la remarque suivante. Si νn “ 1
dn

ř

i δzi est la
mesure de comptage normalisée des racines d’un polynôme unitaire Pn de degré dn, alors

pνnpzq “
1
dn log |Pnpzq| , (85)

et il suffit, d’après le théorème 3.14, de faire converger le membre de droite vers G dans L1
loc. Autre-

ment dit : équidistribuer des racines, c’est estimer 1
dn log |Pn|.

5.1. L’opérateur de transfert.

Définition 5.1. Pour ν mesure de probabilité à support compact dans C, on pose

T ν “
1
d

f ˚
ν. (86)

C’est encore une mesure de probabilité, et T nν “ d´np f nq˚ν décrit la répartition des préimages
d’ordre n des points répartis selon ν. Le lemme 4.5 se traduit, pour f unitaire, par

pT ν “
1
d

pν ˝ f , (87)

et le corollaire 4.6 dit exactement que T µ “ µ. La formule (87) montre que T agit sur les potentiels
de façon contractante : c’est toute la théorie.

Théorème 5.2. Soit ν une mesure de probabilité à support compact telle que pν ´G soit bornée sur
C. Alors, pour tout n ě 0,

}pT nν ´ G}8 ď
1
dn }pν ´ G}8 , (88)

et par conséquent T nν Ñ µ faiblement, avec une vitesse géométrique de raison 1{d.

Démonstration. Les identités pT ν “ 1
d pν ˝ f et G “ 1

d G ˝ f donnent

pT ν ´ G “
1
d

ppν ´ Gq ˝ f , (89)
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d’où }pT ν ´ G}8 ď 1
d }pν ´ G}8, et (88) par récurrence. Choisissons R tel que f ´1pDp0,Rqq Ă

Dp0,Rq et Suppν Ă Dp0,Rq : alors toutes les mesures T nν sont portées par le compact Dp0,Rq,
et le corollaire 3.15 s’applique. □

C’est un énoncé d’une grande souplesse : l’hypothèse ne porte que sur le potentiel de ν, et pas du
tout sur la position de Suppν par rapport à J .

Corollaire 5.3. Soit σa,r la mesure uniforme sur le cercle BDpa,rq. Alors d´np f nq˚σa,r Ñ µ pour
tous a P C et r ą 0. De même, si L est un compact non polaire quelconque et µL sa mesure d’équilibre,
et si gL est continue, alors d´np f nq˚µL Ñ µ.

Démonstration. Dans le premier cas pσa,rpzq “ logmaxp|z ´ a| ,rq est continue et vérifie pσa,rpzq ´

Gpzq Ñ 0 à l’infini, donc est bornée. Dans le second, pµL “ gL ` logcapL est continue et pµL ´G Ñ 0
à l’infini. □

5.2. Unicité de la mesure équilibrée. Le théorème 5.2 caractérise déjà µ comme unique point fixe
« régulier » de T . Le résultat suivant est plus fort et purement statique : il identifie µ parmi toutes les
mesures équilibrées, sans hypothèse de convergence.

Théorème 5.4. Soit ν une mesure de probabilité à support compact vérifiant f ˚ν “ d ν et d’énergie
finie, c’est-à-dire Ipνq ą ´8. Alors ν “ µ.

Démonstration. Étape 1 : Suppν Ă K. L’égalité f ˚ν “ dν donne f ´1pSuppνq “ Suppp f ˚νq “

Suppν, donc S “ Suppν est un compact totalement invariant ; les orbites issues de S restent dans
S, donc sont bornées, et S Ă K.

Étape 2 : h :“ pν ´ G ď 0. La fonction h est semi-continue supérieurement sur C (pν l’est, G
est continue) et tend vers 0 à l’infini d’après (52) ; on la prolonge par hp8q “ 0, ce qui en fait une
fonction s.c.s. sur P1pCq, laquelle atteint donc son maximum M ě 0. Par (87) appliqué à ν équilibrée,
pν ˝ f “ d pν, donc

h ˝ f “ d h. (90)

Si M ą 0, le maximum est atteint en un point z0 P C, et hp f pz0qq “ dM ą M : contradiction. Donc
M ď 0.

Étape 3 : conclusion. Comme Ipνq “
ş

pν dν est finie et que G est bornée sur S, la fonction h est
ν-intégrable. L’égalité f ˚ν “ dν entraîne f˚ν “ ν, d’où

ş

h ˝ f dν “
ş

hdp f˚νq “
ş

hdν ; joint à (90),
cela donne pd ´ 1q

ş

hdν “ 0, donc
ş

hdν “ 0. Comme h ď 0, on en déduit h “ 0 ν-presque partout.
Or G “ 0 sur S Ă K, donc pν “ 0 ν-presque partout et

Ipνq “

ż

pν dν “ 0 “ V pKq. (91)

Ainsi ν est une mesure de probabilité portée par K réalisant le maximum d’énergie : par unicité dans
le théorème 3.21, ν “ µK “ µ. □
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Remarque 5.5. L’hypothèse d’énergie finie ne peut pas être supprimée : pour f pzq “ zd , la masse
de Dirac δ0 vérifie f ˚δ0 “ d δ0 et n’est pas µ. Plus généralement, si a est un point exceptionnel fixe,
δa est équilibrée. On peut montrer que ce sont les seules exceptions : toute mesure équilibrée sans
atome est égale à µ ([12], §6.5).

5.3. Le théorème de Brolin. Nous en venons à l’énoncé le plus important du cours. Pour a P C,
notons

ν
paq
n “

1
dn p f n

q
˚
δa “

1
dn

ÿ

f npbq“a

degbp f n
qδb (92)

la mesure de comptage normalisée des préimages d’ordre n de a, comptées avec multiplicité. Son
potentiel est, d’après (80),

upaq
n :“ p

ν
paq
n

“
1
dn log | f n

´ a| . (93)

Lemme 5.6. Posons Ma “ supzPC plog |z ´ a| ´ Gpzqq. Alors Ma ă 8, la fonction a ÞÑ Ma est bornée
sur tout compact, et

upaq
n ď G `

Ma

dn sur C. (94)

De plus upaq
n Ñ G uniformément sur tout compact de CzK.

Démonstration. La fonction z ÞÑ log |z ´ a| ´ Gpzq est s.c.s. sur C et tend vers 0 à l’infini, donc est
majorée ; la majoration est uniforme pour a dans un compact puisque log |z ´ a| ď logp|z| ` |a|q.
Comme upaq

0 “ log |z ´ a|, la relation de contraction (89) donne

upaq
n ´ G “

1
dn plog |¨ ´ a| ´ Gq ˝ f n

ď
Ma

dn . (95)

Enfin, sur un compact de CzK on a f n Ñ 8 uniformément, donc upaq
n “ d´n log | f n|`d´n log |1 ´ a{ f n|

où le second terme tend uniformément vers 0, et le premier vers G. □

L’inégalité (94) est unilatérale, et il n’y a aucun espoir de la renverser en général : si f npzq tombe
très près de a, alors upaq

n pzq est très négatif. C’est exactement le phénomène qui produit les points
exceptionnels.

Théorème 5.7 (Brolin, version presque partout). Pour Lebesgue-presque tout a P C, on a ν
paq
n Ñ µ

faiblement.

Démonstration. Fixons c P C, r ą 0, et notons σ la mesure uniforme sur le cercle BDpc,rq. Par le
théorème 5.2,

}pT nσ ´ G}8 ď
A
dn , A “ }pσ ´ G}8 ă 8. (96)
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Par ailleurs p f nq˚σ “
ş

p f nq˚δa dσpaq, donc T nσ “
ş

ν
paq
n dσpaq et, par Fubini,

pT nσpzq “

ż

p
ν

paq
n

pzqdσpaq “

ż

upaq
n pzqdσpaq. (97)

Soit M “ suptMa | a P BDpc,rqu ă 8 et posons

Φnpa,zq “ Gpzq ` Md´n
´ upaq

n pzq ě 0, (98)

la positivité venant de (94). En intégrant (97) et en utilisant (96), il vient
ş

Φnpa,zqdσpaq ď pM `

Aqd´n pour tout z. Fixons un compact L Ă C et posons Ψnpaq “
ş

L Φnpa,zqdLebpzq ě 0. Le théorème
de Tonelli donne

ż

Ψnpaqdσpaq ď pM ` Aq LebpLqd´n. (99)

Par l’inégalité de Markov (lemme A.25), σ

´!

Ψn ą d´n{2
)¯

ď pM ` AqLebpLqd´n{2, série conver-

gente ; le lemme A.25 montre donc que pour σ-presque tout a on a Ψnpaq ď d´n{2 pour n assez
grand, donc Ψnpaq Ñ 0. Comme G ` Md´n ´ upaq

n ě 0, ceci signifie exactement que upaq
n Ñ G dans

L1pLq. En prenant une exhaustion Lk de C par des compacts et en intersectant les ensembles de me-
sure pleine correspondants, on obtient : pour σ-presque tout a P BDpc,rq, upaq

n Ñ G dans L1
locpCq,

donc ν
paq
n Ñ µ par le théorème 3.14. Ceci vaut pour tout r ą 0 ; en intégrant en coordonnées polaires

autour de c, l’ensemble des a P C pour lesquels la conclusion échoue est de mesure de Lebesgue
nulle. □

Théorème 5.8 (Brolin). Pour tout a P CzE f , on a ν
paq
n Ñ µ faiblement. En particulier Suppµ “ J

est l’ensemble des points d’accumulation de l’orbite arrière de tout point non exceptionnel.

Nous admettons le passage de la version presque partout à la version optimale, qui demande
une analyse fine du comportement de f ´n au voisinage de a ; voir [5], ou [12], §6.5, ou encore
[3], chapitre 1. Signalons que l’hypothèse a R E f est nécessaire : pour f pzq “ zd et a “ 0, on a
ν

p0q
n “ δ0 pour tout n, alors que µ est la mesure de Lebesgue du cercle. Le théorème 5.8 raffine

considérablement le théorème 2.11 : non seulement l’orbite arrière de a s’accumule sur tout J , mais
elle s’y répartit selon une loi précise, la même pour tous les a.

Corollaire 5.9. La mesure µ ne dépend que de la dynamique de f : si φ est une homographie et
g “ φ f φ´1 un polynôme, alors µg “ φ˚µ f .

Démonstration. Les mesures ν
paq
n se transportent par φ, et l’ensemble Eg “ φpE f q. On applique le

théorème 5.8 des deux côtés. □
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5.4. Équidistribution des points périodiques. Les points périodiques de période divisant n sont
les racines du polynôme unitaire f npzq ´ z, de degré dn. Posons

πn “
1
dn

ÿ

f npzq“z

multz δz, pπnpzq “
1
dn log | f n

pzq ´ z| . (100)

Proposition 5.10. Pour tout compact L il existe εn Ñ 0 tel que pπn ď G ` εn sur L, et pπn Ñ G
uniformément sur tout compact de CzK. Par conséquent, toute valeur d’adhérence v de ppπnq dans
L1

loc est sous-harmonique, vérifie v ď G sur C et v “ G sur CzK ; et toute valeur d’adhérence faible
de pπnq est portée par K et coïncide avec µ hors de K.

Démonstration. Tous les points périodiques sont dans K Ă Dp0,Rq, donc Suppπn Ă K. Sur un com-
pact L Ă Dp0,R1q on a | f npzq ´ z| ď | f npzq| ` R1, d’où

pπn ď
1
dn log`

| f n
| `

logp1 ` R1q

dn , (101)

dont le membre de droite converge uniformément vers G par le théorème 4.2. Sur un compact de
CzK, f n Ñ 8 uniformément et pπn “ d´n log | f n|`d´n log |1 ´ z{ f n| Ñ G. Le reste résulte du théo-
rème 3.14. □

Notons qu’il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur K : la fonction pπn vaut ´8 en chaque
point périodique. C’est le même phénomène unilatéral que pour (94), et c’est lui qui rend ces théo-
rèmes délicats. Lorsque K est de mesure nulle, cette difficulté disparaît.

Corollaire 5.11. Supposons LebpKq “ 0. Alors πn Ñ µ, et ν
paq
n Ñ µ pour tout a P C.

Démonstration. Traitons le cas de pν
paq
n q, celui de pπnq étant identique. D’après le lemme 5.6, upaq

n Ñ

G en tout point de CzK, donc Lebesgue-presque partout, et la famille est uniformément majorée sur
les compacts. Soit v une valeur d’adhérence de pupaq

n q dans L1
loc, obtenue le long d’une sous-suite ;

quitte à extraire encore, la convergence a lieu presque partout, donc v “ G presque partout. Toutes
les valeurs d’adhérence coïncidant avec G, on a upaq

n Ñ G dans L1
loc et l’on conclut par le théorème

3.14. □

Théorème 5.12 (Équidistribution des points périodiques). On a πn Ñ µ faiblement. Il en va de même
de la mesure de comptage normalisée des points périodiques répulsifs de période n.

Ce théorème, dû à Tortrat et, dans le cadre des fractions rationnelles, à Lyubich, se démontre en
contrôlant les zéros de f npzq ´ z situés dans IntK : on montre qu’ils sont en nombre opdnq, ce qui
suffit d’après la proposition 5.10. Voir [10] ou [3], chapitre 2. La seconde assertion résulte de ce que
les points périodiques non répulsifs sont en nombre Op1q par cycle et donc négligeables devant dn.
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5.5. Exercices.

Exercice 5.13. Pour f pzq “ zd , calculer explicitement ν
paq
n pour a ‰ 0 et vérifier directement le

théorème 5.8. Que se passe-t-il pour a “ 0?

Exercice 5.14. Montrer que pour f pzq “ z2 ` c avec |c| grand, LebpK f q “ 0, et en déduire directe-
ment, par le corollaire 5.11, l’équidistribution des préimages et des points périodiques. Montrer sur
l’exemple f pzq “ zd que l’hypothèse LebpKq “ 0 n’est pas superflue.

Exercice 5.15. Soit g un polynôme fixé de degré k ě 0. Montrer que les solutions de f npzq “ gpzq

s’équidistribuent vers µ lorsque n Ñ 8.

Exercice 5.16. Déduire du théorème 5.2 une estimation de la vitesse : pour ϕ de classe C2 à support
compact,

ˇ

ˇ

ş

ϕdpT nσq ´
ş

ϕdµ
ˇ

ˇ ď Cϕd´n.

Exercice 5.17. Soit L un compact non polaire tel que J Ă L. Montrer que cap
`

f ´npLq
˘dn

Ñ une
limite que l’on identifiera, et retrouver (76).

Exercice 5.18. Montrer, à l’aide de l’exercice 3.30, que les points de Fekete de J p f q s’équidistri-
buent vers µ.

6. ENTROPIE, EXPOSANTS DE LYAPUNOV ET FRACTIONS RATIONNELLES

Ce dernier chapitre a deux objectifs. Le premier est d’expliquer en quel sens µ f est la mesure natu-
relle du système pJ p f q, f q : c’est l’unique mesure invariante qui maximise l’entropie, et son exposant
de Lyapunov se calcule explicitement en fonction des points critiques. Le second est d’indiquer com-
ment toute la construction s’étend aux fractions rationnelles, où le potentiel logarithmique du plan
doit être remplacé par un potentiel homogène sur C2.

6.1. Mélange. Rappelons que si ν est une mesure de probabilité invariante par f , le système p f ,νq

est mélangeant si pour toutes fonctions ϕ,ψ P L2pνq,
ż

pϕ ˝ f n
qψdν ÝÝÝÑ

nÑ8

ż

ϕdν

ż

ψdν, (102)

ce qui entraîne l’ergodicité. L’outil est l’opérateur de transfert

Λψpzq “
1
d

ÿ

f pwq“z

degw f ¨ ψpwq, (103)

qui envoie fonctions continues sur fonctions continues et vérifie Λnψpzq “
ş

ψdν
pzq
n avec les notations

(92).

Théorème 6.1. Le système
`

f ,µ f
˘

est mélangeant ; en particulier il est ergodique.
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Démonstration. L’égalité f ˚µ “ dµ se réécrit
ş

gdµ “
ş

Λgdµ pour toute g continue. En l’appliquant
à g “ ψ ¨ pϕ ˝ f q et en observant que Λpψ ¨ pϕ ˝ f qq “ ϕ ¨ Λψ, il vient

ż

pϕ ˝ f qψdµ “

ż

ϕΛψdµ, (104)

puis par récurrence
ş

pϕ ˝ f nqψdµ “
ş

ϕΛnψdµ. Or Λnψpzq “
ş

ψdν
pzq
n Ñ

ş

ψdµ pour tout z R E f par
le théorème 5.8, et µpE f q “ 0 puisque E f Ă F p f q tandis que Suppµ “ J p f q. Comme |Λnψ| ď }ψ}8,
le théorème de convergence dominée donne

ż

pϕ ˝ f n
qψdµ ÝÑ

ż

ϕdµ
ż

ψdµ (105)

pour ϕ,ψ continues, donc pour ϕ,ψ P L2pµq par densité. □

6.2. Entropie. Rappelons brièvement les deux notions d’entropie. L’entropie topologique htopp f q

mesure le taux de croissance exponentiel du nombre d’orbites de longueur n distinguables à ε

près : si Npn,εq est le cardinal minimal d’un ensemble pn,εq-couvrant pour la distance σnpz,wq “

max0ď jăn σp f jz, f jwq, alors

htopp f q “ lim
εÑ0

limsup
nÑ8

1
n

logNpn,εq. (106)

L’entropie métrique hνp f q d’une mesure invariante ν est l’entropie de Kolmogorov–Sinai, définie à
partir des partitions mesurables. Le principe variationnel, que nous admettons, affirme que

htopp f q “ supthνp f q | ν mesure de probabilité invarianteu . (107)

Une mesure réalisant ce supremum est dite d’entropie maximale.

Théorème 6.2 (Gromov, Misiurewicz–Przytycki, Lyubich, Freire–Lopes–Mañé). Soit f rationnelle
de degré d ě 2. Alors htopp f q “ logd, la mesure µ f vérifie hµ f p f q “ logd, et c’est l’unique mesure
de probabilité invariante d’entropie maximale.

Nous admettons ce théorème ; voir [10], [7] et [8]. Donnons-en toutefois l’idée. La majoration
htopp f q ď logd est un argument de Gromov : le graphe des n premières itérées est une courbe algé-
brique de pP1pCqqn dont le volume croît comme dn, ce qui borne le nombre d’orbites ε-distinguables.
La minoration htopp f q ě logd est due à Misiurewicz et Przytycki et repose sur le fait que le degré to-
pologique est un minorant de l’entropie. Enfin hµ f “ logd traduit exactement l’équation f ˚µ f “ dµ f :
les dn branches inverses de f n portent chacune une masse d´n, de sorte que la partition dynamique
se raffine à vitesse dn, et l’unicité provient de ce que toute mesure d’entropie logd doit répartir
sa masse de façon équilibrée entre les branches inverses, donc être équilibrée, donc être µ f par le
théorème 5.4.
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6.3. Exposant de Lyapunov et formule de Manning.

Définition 6.3. L’exposant de Lyapunov de µ “ µ f est

χµ “

ż

log
ˇ

ˇ f 1
ˇ

ˇdµ. (108)

Cette intégrale est bien définie et finie : log | f 1| est une somme de fonctions log |z ´ c|, dont les
intégrales contre µ valent Gpcq, finies. Par le théorème ergodique de Birkhoff et le théorème 6.1,
1
n log |p f nq1pzq| Ñ χµ pour µ-presque tout z : c’est le taux d’expansion moyen de f le long des orbites
typiques.

Théorème 6.4 (Formule de Manning). Soit f un polynôme unitaire de degré d ě 2 et c1, . . . ,cd´1
ses points critiques dans C, répétés selon leur multiplicité. Alors

χµ “ logd `

d´1
ÿ

i“1

G f pciq. (109)

Démonstration. Le polynôme f 1 est de degré d ´ 1 et de coefficient dominant d, donc f 1pzq “

d
śd´1

i“1 pz ´ ciq. En intégrant log | f 1| contre µ et en utilisant pµ “ G f (identité (78), valable car f
est unitaire), il vient

χµ “ logd `

d´1
ÿ

i“1

ż

log |z ´ ci|dµpzq “ logd `

d´1
ÿ

i“1

G f pciq. (110)
□

Cette formule, d’une simplicité remarquable, dit que l’expansion moyenne sur l’ensemble de Julia
est minimale exactement quand aucun point critique ne s’échappe.

Corollaire 6.5. On a χµ ě logd ą 0, avec égalité si et seulement si tous les points critiques de f
appartiennent à K f , c’est-à-dire si et seulement si K f est connexe. En particulier µ est une mesure
hyperbolique et

dimHpµq “
hµ

χµ
“

logd
χµ

ď 1, (111)

avec égalité si et seulement si J p f q est un cercle ou un segment.

La formule de dimension (111) est le théorème de Mañé, version pour les applications rationnelles
de la formule de Ledrappier–Young ; l’égalité dimH µ “ 1 force J p f q à être analytique par un théo-
rème de Zdunik. Signalons enfin que χν ě 1

2 logd pour toute mesure invariante d’entropie maximale,
ce qui découle ici de l’inégalité de Ruelle hν ď 2χν ; le théorème 6.4 donne beaucoup mieux dans le
cas polynomial.
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6.4. Le cas des fractions rationnelles. Soit maintenant f une fraction rationnelle de degré d ě 2.
La construction du chapitre 4 utilisait de façon essentielle le point fixe 8 ; pour s’en passer, on relève
f à C2.

Écrivons f “ rP : Qs en coordonnées homogènes, où P,Q sont des polynômes homogènes de degré
d sans facteur commun, et posons

F “ pP,Qq : C2
ÝÑ C2, π : C2

zt0u ÝÑ P1
pCq (112)

la projection canonique, de sorte que π ˝ F “ f ˝ π. La condition « sans facteur commun » équivaut
à RespP,Qq ‰ 0 et garantit F´1p0q “ t0u, donc l’existence de C ą 0 telle que

C´1
}v}

d
ď }Fpvq} ď C }v}

d
pv P C2

q. (113)

Théorème 6.6. La suite d´n log}Fn} converge uniformément sur les compacts de C2zt0u vers une
fonction continue GF vérifiant

GF ˝ F “ d GF , GFpλvq “ log |λ| ` GFpvq, |GFpvq ´ log}v}| ď
logC
d ´ 1

. (114)

La fonction gpzq “ GFpz,1q est sous-harmonique sur C et la mesure

µ f “
1

2π
∆g (115)

est une mesure de probabilité sur C Ă P1pCq, indépendante du choix des coordonnées homogènes,
sans atome, de support J p f q, et vérifiant f ˚µ f “ dµ f .

La démonstration est mot pour mot celle du théorème 4.2, l’estimée (113) remplaçant le lemme
4.1 ; l’homogénéité GFpλvq “ log |λ| ` GFpvq résulte de Fpλvq “ λdFpvq. Lorsque f est un poly-
nôme, Fpx,yq “

`

yd f px{yq,yd
˘

et l’on retrouve g “ G f .
Tous les énoncés des chapitres 5 et 6 restent valables, avec les mêmes démonstrations une fois les

potentiels remplacés par leurs analogues homogènes.

Théorème 6.7 (Freire–Lopes–Mañé, Lyubich). Soit f rationnelle de degré d ě 2 et µ f comme ci-
dessus.

(1) µ f est l’unique mesure de probabilité sans atome vérifiant f ˚µ f “ dµ f .

(2) Pour tout a P P1pCqzE f , d´np f nq˚δa Ñ µ f ; l’ensemble exceptionnel E f contient au plus
deux points.

(3) Les points périodiques répulsifs de période n s’équidistribuent vers µ f .

(4)
`

f ,µ f
˘

est mélangeant, d’entropie logd “ htopp f q, et c’est l’unique mesure d’entropie maxi-
male.

Remarque 6.8. Ce schéma — construire une fonction de Green par une limite d´n log}Fn}, en
prendre le laplacien, montrer que la mesure obtenue est équilibrée et qu’elle est l’unique telle mesure
— est robuste. Il s’étend aux endomorphismes de Pk (Fornæss–Sibony), aux applications de Hénon
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du plan complexe (Bedford–Smillie), et, en remplaçant C par un corps ultramétrique et le plan par
l’espace de Berkovich, à la dynamique arithmétique (Baker–Rumely, Chambert-Loir, Favre–Rivera-
Letelier). Dans tous ces cadres, la théorie du potentiel joue exactement le rôle qu’elle joue ici.

6.5. Exercices.

Exercice 6.9. Pour f pzq “ zd , vérifier directement que hµ f “ logd et χµ f “ logd, puis dimH µ f “ 1.

Exercice 6.10. Soit f pzq “ z2 ` c. Exprimer χµ f en fonction de G f p0q et en déduire que c ÞÑ χµ f est
continue sur C, harmonique hors de l’ensemble de Mandelbrot, et minimale exactement sur celui-ci.

Exercice 6.11. Montrer que l’opérateur Λ de (103) envoie fonctions continues sur fonctions conti-
nues, et que Λ1 “ 1. En déduire que µ f est l’unique mesure de probabilité ν telle que

ş

Λψdν “
ş

ψdν

pour toute ψ continue, parmi celles sans atome.

Exercice 6.12. Montrer, à partir du théorème 6.1, que µ f est ergodique, puis que µ f -presque toute
orbite est dense dans J p f q.

Exercice 6.13. Vérifier (113) à partir de RespP,Qq ‰ 0, et démontrer le théorème 6.6 en suivant la
démonstration du théorème 4.2.

Exercice 6.14. Calculer χµ pour le polynôme de Tchebychev Td de l’exercice 4.16 et vérifier la
formule de Manning. Que vaut dimH µ?

ANNEXE A. RAPPELS D’ANALYSE COMPLEXE ET D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Ce chapitre ne contient aucun résultat nouveau : il rassemble, avec des énoncés précis et des ré-
férences, les théorèmes d’analyse dont nous nous servirons constamment. Le lecteur qui les connaît
peut passer directement au chapitre 1 et revenir ici à l’occasion. Il vaut cependant la peine de re-
marquer dès maintenant que trois énoncés seulement portent l’essentiel du poids de la théorie. Le
premier est le principe du maximum, sous ses diverses formes, qui est le mécanisme par lequel une
information au bord contrôle une fonction à l’intérieur. Le deuxième est le théorème d’Ascoli, qui
transforme une majoration uniforme en une propriété de compacité : c’est lui qui, combiné aux esti-
mées de Cauchy, donnera les familles normales, et donc la définition même de l’ensemble de Fatou.
Le troisième est le théorème de Banach–Alaoglu sous sa forme concrète — de toute suite de me-
sures de probabilité sur un compact on peut extraire une sous-suite faiblement convergente — qui
joue exactement le même rôle du côté de la théorie de la mesure, et permet au chapitre 5 de parler de
« la » limite d’une suite de mesures de comptage. Les trois sont des énoncés de compacité, et toute
la dynamique holomorphe pourrait se décrire comme l’art de les appliquer au bon endroit.

Sauf mention contraire, U désigne un ouvert de C et OpUq l’ensemble des fonctions holomorphes
sur U . Les démonstrations omises se trouvent dans [13] et [1] pour la partie complexe, dans [13] et
[4] pour la partie fonctionnelle.
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A.1. Fonctions holomorphes.

Théorème A.1 (Cauchy). Soit f P OpUq et Dpa,rq Ă U. Alors, pour tout z P Dpa,rq,

f pzq “
1

2iπ

ż

BDpa,rq

f pζq

ζ ´ z
dζ. (116)

En particulier f est analytique, indéfiniment dérivable, et ses dérivées vérifient les estimées de Cau-
chy

ˇ

ˇ

ˇ
f pkq

paq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

k!
rk sup

BDpa,rq

| f | . (117)

Le cas k “ 1 de (117) est celui que nous utiliserons : il dit qu’une famille de fonctions holomorphes
uniformément bornée est automatiquement uniformément lipschitzienne sur les compacts. C’est le
pont entre « borné » et « équicontinu », donc entre l’analyse complexe et le théorème d’Ascoli.

Corollaire A.2 (Liouville). Toute fonction entière bornée est constante. Plus généralement, si f est
entière et | f pzq| “ Op|z|

k
q à l’infini, alors f est un polynôme de degré au plus k.

Théorème A.3 (Principe du maximum). Soit f P OpUq avec U connexe.

(1) Si | f | admet un maximum local en un point de U, alors f est constante.

(2) Si U est borné et si f se prolonge continûment à U, alors maxU | f | “ maxBU | f |.

Théorème A.4 (Application ouverte, zéros isolés). Soit f P OpUq non constante, U connexe. Alors
f est une application ouverte, et ses zéros sont isolés. En particulier, si f et g sont holomorphes sur
U connexe et coïncident sur un ensemble ayant un point d’accumulation dans U, alors f “ g.

Théorème A.5 (Weierstrass). Soit p fnq une suite de fonctions holomorphes sur U convergeant uni-
formément sur tout compact de U vers une fonction f . Alors f est holomorphe et, pour tout k,
f pkq
n Ñ f pkq uniformément sur tout compact.

Ce théorème n’a pas d’analogue réel, et c’est lui qui rend la notion de famille normale si puissante :
une limite de fonctions holomorphes est holomorphe, sans hypothèse supplémentaire.

Théorème A.6 (Singularité effaçable, Riemann). Soit f holomorphe et bornée sur Dpa,rqztau.
Alors f se prolonge holomorphiquement à Dpa,rq.

Rappelons enfin qu’une fonction holomorphe sur Dpa,rqztau admet un développement de Laurent
ř

kPZ ckpz ´ aqk, et que la singularité est effaçable, un pôle, ou essentielle selon que ck “ 0 pour
k ă 0, pour k ă ´m avec c´m ‰ 0, ou pour aucun rang. Une application méromorphe sur U est une
application holomorphe U Ñ P1pCq non identiquement égale à 8 sur une composante connexe.

Théorème A.7 (Casorati–Weierstrass ; Picard). Soit a une singularité essentielle de f . Alors l’image
de tout voisinage épointé de a est dense dans C ; mieux, elle est égale à C privé d’au plus un point
(grand théorème de Picard).
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Nous n’utiliserons pas le théorème de Picard, mais il est utile de le garder à l’esprit : le grand
théorème de Montel (théorème 1.16) en est la version « en famille », et le nombre 2 de valeurs
omises y joue le même rôle.

A.2. Zéros, indice et théorème de Rouché.

Théorème A.8 (Principe de l’argument). Soit f méromorphe sur U, et γ un lacet homotope à un
point dans U, ne rencontrant ni les zéros ni les pôles de f . Alors

1
2iπ

ż

γ

f 1pzq

f pzq
dz “

ÿ

a
Indpγ,aq ordap f q, (118)

où ordap f q est l’ordre d’annulation de f en a (négatif en un pôle) et Indpγ,aq l’indice de γ autour de
a.

Théorème A.9 (Rouché). Soient f ,g holomorphes sur un voisinage de Dpa,rq telles que | f ´ g| ă | f |

sur BDpa,rq. Alors f et g ont le même nombre de zéros dans Dpa,rq, comptés avec multiplicité.

Ce théorème est notre outil de comptage : il dit que le nombre de solutions d’une équation holo-
morphe est stable par petite perturbation, et c’est sous cette forme que nous établirons la continuité
du degré (lemme 1.18).

Proposition A.10 (Forme locale). Soit f holomorphe au voisinage de a, non constante, et k ě 1
l’ordre d’annulation de f ´ f paq en a. Alors il existe un biholomorphisme ϕ d’un voisinage de a sur
un voisinage de 0, avec ϕpaq “ 0, tel que

f pzq “ f paq ` ϕpzq
k. (119)

En particulier f est de degré topologique k au voisinage de a, au-dessus de tout point ‰ f paq assez
proche de f paq.

Corollaire A.11. Une application holomorphe injective est un biholomorphisme sur son image, et
sa dérivée ne s’annule pas.

Théorème A.12 (Hurwitz). Soit p fnq une suite de fonctions holomorphes sur U connexe, conver-
geant uniformément sur tout compact vers f . Si aucune fn ne s’annule, alors f ne s’annule pas ou
f ” 0. Si toutes les fn sont injectives, alors f est injective ou constante.

A.3. Le lemme de Schwarz et la métrique de Poincaré.

Lemme A.13 (Schwarz). Soit f : D Ñ D holomorphe avec f p0q “ 0. Alors | f pzq| ď |z| pour tout z
et | f 1p0q| ď 1. Si l’une de ces inégalités est une égalité en un point, alors f est une rotation.

Les automorphismes du disque sont exactement les applications

z ÞÝÑ eiθ z ´ a
1 ´ az

, θ P R, a P D, (120)



DYNAMIQUE DES APPLICATIONS RATIONNELLES 46

et le groupe qu’ils forment agit transitivement sur D. Ceci permet de définir la métrique de Poincaré

ρDpzq |dz| “
2 |dz|

1 ´ |z|
2 , (121)

invariante par (120), complète, et de courbure constante ´1.

Théorème A.14 (Schwarz–Pick). Toute application holomorphe f :DÑD est 1-lipschitzienne pour
la distance de Poincaré, et c’est une isométrie si et seulement si f est un automorphisme.

Théorème A.15 (Uniformisation). Toute surface de Riemann simplement connexe est biholomorphe
à P1pCq, à C ou à D. Par conséquent, si X est une surface de Riemann dont le revêtement universel
est D — ce qui est le cas dès que X est un ouvert de P1pCq dont le complémentaire contient au moins
trois points — alors X hérite d’une métrique complète ρX , dite hyperbolique, pour laquelle toute
application holomorphe X Ñ Y entre deux telles surfaces est 1-lipschitzienne.

C’est exactement cet énoncé qui produit le grand théorème de Montel : une famille d’applications
à valeurs dans P1pCqzt0,1,8u est uniformément lipschitzienne pour les métriques hyperboliques,
donc équicontinue, donc normale par le théorème A.17. Voir [11], §2–3, pour une exposition com-
plète.

A.4. Convergence uniforme sur les compacts et théorème d’Ascoli. Soit U Ă C ouvert et pX ,δq

un espace métrique. On munit l’ensemble C pU,Xq des applications continues de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts. En choisissant une exhaustion K1 Ă K2 Ă . . . de U par des
compacts, cette topologie est induite par la distance

Dp f ,gq “
ÿ

jě1

2´ j min

˜

1,sup
K j

δp f ,gq

¸

, (122)

qui est complète dès que X l’est.

Définition A.16. Une famille F Ă C pU,Xq est équicontinue en a P U si pour tout ε ą 0 il existe
η ą 0 tel que

|z ´ a| ă η ùñ δp f pzq, f paqq ă ε pour toute f P F . (123)

Elle est équicontinue si elle l’est en tout point.

Le point essentiel est que η ne dépend pas de f : c’est une condition uniforme en famille, et c’est
elle qui exprimera la stabilité dynamique.

Théorème A.17 (Ascoli–Arzelà). Soit F Ă C pU,Xq avec pX ,δq métrique complet. Alors F est
relativement compacte dans C pU,Xq si et seulement si :

(1) F est équicontinue en tout point de U ;

(2) pour tout z P U, l’ensemble t f pzq | f P F u est relativement compact dans X.
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Comme C pU,Xq est métrisable, la compacité relative équivaut à la possibilité d’extraire de toute
suite de F une sous-suite convergeant uniformément sur tout compact de U.

Remarque A.18. Lorsque X “ P1pCq muni de la distance sphérique, X est compact et la condition
(2) est automatiquement vérifiée. Le théorème d’Ascoli se réduit alors à l’équivalence

F normale ðñ F équicontinue, (124)

qui sera notre définition de travail au chapitre 2 : l’ensemble de Fatou est à la fois l’ouvert de
normalité et l’ouvert d’équicontinuité. Il est utile de retenir les deux points de vue, car le premier se
prête aux arguments d’extraction et le second aux estimations.

Corollaire A.19. Soit F Ă OpUq uniformément bornée sur tout compact de U. Alors de toute suite
de F on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction
holomorphe.

Démonstration. Soit K ĂU compact et r ą 0 tel que Kr “ tz | distpz,Kq ď ru ĂU . Si M “ supF supKr
| f |,

l’estimée (117) donne | f 1| ď M{r sur K, donc toutes les f P F sont M{r-lipschitziennes sur K : la
famille est équicontinue. Le théorème A.17 fournit l’extraction, et le théorème A.5 l’holomorphie
de la limite. □

A.5. Mesures, dualité et convergence faible. Soit X un espace métrique localement compact sépa-
rable — pour nous, C ou P1pCq ou un compact de C. On note CcpXq l’espace des fonctions continues
à support compact et M pXq l’espace des mesures de Radon complexes.

Théorème A.20 (Riesz–Markov). Toute forme linéaire positive L sur CcpXq s’écrit de façon unique
Lpϕq “

ş

ϕdµ pour une mesure borélienne positive µ, finie sur les compacts et régulière.

Définition A.21. Une suite pµnq de mesures positives sur X converge faiblement vers µ, ce que l’on
note µn Ñ µ, si

ż

ϕdµn ÝÑ

ż

ϕdµ pour toute ϕ P CcpXq. (125)

Théorème A.22 (Banach–Alaoglu). Soit K un compact métrique. L’ensemble des mesures de pro-
babilité sur K, muni de la topologie faible, est compact et métrisable. En particulier, de toute suite
de mesures de probabilité portées par un même compact on peut extraire une sous-suite faiblement
convergente, dont la limite est encore une mesure de probabilité.

C’est sous cette forme, et presque uniquement sous cette forme, que nous utiliserons l’analyse
fonctionnelle : elle garantit l’existence de valeurs d’adhérence, à charge pour la théorie du potentiel
de montrer qu’il n’y en a qu’une. Signalons que l’hypothèse de compacité du support est indispen-
sable : la masse peut fuir à l’infini, comme le montre µn “ δn sur C.

Proposition A.23 (Critères de convergence). Soit pµnq une suite de mesures de probabilité portées
par un compact fixe K.
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(1) Si
ş

ϕdµn converge pour toute ϕ dans une partie dense de C pKq, alors pµnq converge faible-
ment.

(2) (Portmanteau) µn Ñ µ si et seulement si limsupµnpFq ď µpFq pour tout fermé F, si et seule-
ment si liminfµnpV q ě µpV q pour tout ouvert V .

(3) Si µn Ñ µ et si A est un borélien avec µpBAq “ 0, alors µnpAq Ñ µpAq.

Nous aurons également besoin, au chapitre 3, de la notion de laplacien au sens des distributions.

Définition A.24. Soit u P L1
locpUq. Son laplacien au sens des distributions est la forme linéaire

ϕ ÞÝÑ x∆u,ϕy “

ż

U
u∆ϕdLeb, ϕ P C 8

c pUq. (126)

On dit que ∆u ě 0 si x∆u,ϕy ě 0 pour toute ϕ ě 0.

Le théorème A.20 montre alors que ∆u est une mesure positive, ce qui donnera un sens à la mesure
de Riesz d’une fonction sous-harmonique. Rappelons enfin le lemme de Weyl : si ∆u “ 0 au sens
des distributions, alors u coïncide presque partout avec une fonction harmonique, en particulier C 8.

Nous utiliserons librement les théorèmes de convergence monotone et dominée, le théorème de
Fubini–Tonelli, ainsi que les deux énoncés élémentaires suivants, qui interviendront dans la démons-
tration du théorème de Brolin.

Lemme A.25 (Markov, Borel–Cantelli). Soit pΩ,A ,Pq un espace de probabilité.

(1) Si Ψ ě 0 est mesurable et t ą 0, alors PpΨ ą tq ď 1
t

ş

ΨdP.
(2) Si pAnq sont mesurables avec

ř

n PpAnq ă 8, alors presque sûrement ω n’appartient qu’à un
nombre fini de An.

A.6. Exercices.

Exercice A.26. Déduire des estimées de Cauchy (117) que si F Ă OpUq est uniformément bornée
par M sur Dpa,rq Ă U , alors toutes les f P F sont 4M

r -lipschitziennes sur Dpa,r{2q.

Exercice A.27. Soit f holomorphe sur D, continue sur D, avec | f | “ 1 sur T et f non constante.
Montrer que f s’annule dans D. (Appliquer le principe du maximum à f et à 1{ f .)

Exercice A.28. Soit f holomorphe au voisinage de Dpa,rq avec f paq “ b et f ´ b d’ordre k en a.
Montrer qu’il existe ε ą 0 tel que pour tout b1 avec |b1 ´ b| ă ε, l’équation f pzq “ b1 a exactement k
solutions dans Dpa,rq comptées avec multiplicité. En déduire la proposition A.10.

Exercice A.29. Montrer que la famille tz ÞÑ zn | n ě 1u est équicontinue sur D, mais pas sur un
voisinage de 1 dans C. Que vaut la limite sur D?

Exercice A.30. Montrer qu’une famille F Ă OpUq équicontinue en un point a est uniformément
bornée au voisinage de a dès qu’elle l’est en a. La réciproque du corollaire A.19 est-elle vraie, c’est-
à-dire une famille normale de fonctions holomorphes est-elle toujours localement uniformément
bornée?
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Exercice A.31. Soit µn la mesure uniforme sur les racines n-ièmes de l’unité. Montrer que µn
converge faiblement vers la mesure de Lebesgue normalisée de T. Montrer que µnpTq Û 0 bien
que chaque µn soit atomique : la convergence faible ne préserve aucune propriété de régularité.

Exercice A.32. Donner un exemple de suite de mesures de probabilité sur C n’admettant aucune
valeur d’adhérence faible qui soit une mesure de probabilité, et expliquer pourquoi cela ne contredit
pas le théorème A.22.
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