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Exercices à faire absolument : 3, 5, 8, 9, 7, 10.

Exercice 1. Montrer que les ensembles algébriques de A1 sont exactement les
ensembles finis. En déduire qu’une suite injective converge vers tous les points de
A1.

Exercice 2. Soit X un ensemble algébrique. Montrer que la topologie de Zariski
sur X est séparée pour l’axiome de séparation suivant : Pour tout x,y P X il existe
un ouvert U tel que x P U et y R U .

Exercice 3. Soit V Ă An, un sous-ensemble quelconque. On définit

IpV q :“ tP P KrT s : @v P V,Ppvq “ 0u . (1)

Montrer que IpV q est un idéal et que V pIpV qq est l’adhérence de V pour la to-
pologie de Zariski. En déduire que A1zt0u n’est pas un ensemble algébrique de
A1.

Exercice 4. Montrer que l’ensemble des points à coordonnées entières Zn Ă An

est Zariski dense. (Faire une récurrence).

Exercice 5. Si α P An
K est un point, montrer que Itαu est l’idéal maximal corres-

pondant au noyau du morphisme d’évaluation

evα : P P KrT s Ñ Ppαq P K. (2)

Montrer que réciproquement si X Ă An est un ensemble algébrique tel que IX est
un idéal maximal, alors X est un point.
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Exercice 6. Soit X un ensemble algébrique qui est l’union de n points. Montrer
que KrXs est un produit de n copies de K.

Exercice 7. Soit f : X Ñ Y un morphisme d’ensembles algébriques. Le sous-
ensemble Γ f Ă X ˆY de la dont les points sont de la forme px, f pxqq est appelé le
graphe de f . Montrer que c’est un ensemble algébrique et que Γ f est isomorphe
à X . On rappelle que An ˆ Am “ An`m avec

KrAn`m
s “ KrT YUs (3)

où KrAns “ KrT s et KrAms “ KrUs.

Exercice 8. Montrer que AutpA1q “ AffpA1q “
␣

z ÞÑ az ` b : a P Kˆ,b P K
(

.

Exercice 9. Un automorphisme élémentaire de A2 est un automorphisme de la
forme

f px,yq “ pax ` b,cy ` Ppxqq (4)

avec a,c ‰ 0,b P K,P P Krts. Montrer qu’un automorphisme élémentaire est bien
un automorphisme. On note E l’ensemble des automorphismes élémentaires de
A2. Montrer que c’est un sous-groupe de AutpA2q. On note q : A2 Ñ A1 la pro-
jection qpx,yq “ x. On veut montrer que pour tout f P AutpA2q, f P E ô Dg P

AutpA1q,q ˝ f “ g ˝ q.

1. Montrer le sens ñ.

2. Montrer que pour tout α P A1,q´1pαq est isomorphe à A1.

Soit f “ p f1, f2q P AutpA2q tel qu’il existe g P AutA1 tel que q ˝ f “ g ˝ q.

3. Soit h P AutpA2q de la forme hpx,yq “ pgpxq,yq. Montrer que h est un auto-
morphisme et que

h´1
˝ f px,yq “ px, f2px,yqq. (5)

4. Montrer que h´1 ˝ f induit un automorphisme sur chaque fibre de q.

5. Écrire f2px,yq sous la forme f2px,yq “ a0pxq ` a1pxqy ` a2pxqy2 ` . . . et en
raisonnant fibre à fibre, montrer que f2px,yq “ cy ` Ppxq et conclure.

Exercice 10. Soit X un ensemble algébrique et f : X Ñ X un endomorphisme.
Soit S Ă X une partie de X telle que f pSq Ă S (on dit que S est f -invariante).
Montrer que l’adhérence S de S est f -invariante.
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