
Automorphismes polynomiaux du plan
Université de Neuchâtel - 2024-2025

Marc Abboud

9 décembre 2024



1

1 Introduction
Ce document contient les notes du cours données à Neuchâtel au premier se-

mestre de l’année 2024-2025. Ces notes sont amenées à évoluer au cours du se-
mestre. Si vous remarquez des erreurs de typographie ou autre merci de me les
communique.

Le but final de ce cours est de démontrer le théorème de Jung sur la structure
du groupe d’automorphismes du plan affine. Nous suivrons la preuve de Stéphane
Lamy dans [Lam02]. Pour se faire le cours sera séparé en deux parties. Une pre-
mière partie consacrée à une introduction à la géométrie algébrique où nous sui-
vrons le livre de Shafarevich [Sha13]. Dans la deuxième partie, nous étudierons
la preuve du théorème de Jung et discuterons d’applications sur la dynamique des
automorphismes polynomiaux du plan.

Convention.–Dans tout cet ouvrage les corps considérés seront algébrique-
ment clos sauf mention explicite du contraire.



Première partie

Géométrie algébrique
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Chapitre I

Variétés algébriques

1 Ensembles algébriques

1.1 Topologie de Zariski et ensemble algébrique
Soit K un corps algébriquement clos. On note An ou An

K l’espace affine de
dimension n sur K, c’est à dire l’ensemble des points de Kn, ces points sont de la
forme α “ pα1, . . . ,αnq avec αi P K. Soit Krt1, . . . , tns “: KrT s l’anneau des poly-
nômes à n variables sur K. On notera X pour l’ensemble des variables x1, . . . ,xn.
On rappelle que cet anneau est Noetherien, en particulier tout idéal de KrT s est
finiment engendré. Pour un idéal I Ă KrT s, on définit

V pIq :“ tα P An
K : @P P I, Ppαq “ 0u . (1)

Si I,J sont deux idéaux de KrT s, on note I ` J l’idéal engendré par I et J et IJ
l’idéal défini par

IJ “ xti j : i P I, j P Juy. (2)

Lemme 1.1. On a

(1) I Ă J ñ V pIq Ą V pJq.

(2) V pIJq “ V pIq YV pJq.

(3) si pIαqαPA est une collection d’idéaux,

V

˜

ă

αPA

Iα

¸

“
č

αPA

V pIαq. (3)
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(4)

Lemme 1.2. Si I “ pP1, . . . ,Prq, alors

V pIq “ tα P An : P1pαq “ ¨ ¨ ¨ “ Prpαq “ 0u “: V pP1, . . . ,Prq. (5)

Démonstration. Notons W l’ensemble à droite de cette égalité. Comme P1, . . . ,Pr P

I, on a V pIq Ă W . Réciproquement, si α P An est tel que P1pαq “ ¨ ¨ ¨ “ Prpαq “ 0,
alors tout élément P P I s’écrit

P “ Q1P1 ` ¨¨ ¨ ` QrPr (6)

avec Qi P KrT s et donc Ppαq “ 0. Cela montre W Ă V pIq.

Définition 1.3. Tout ensemble de la forme V pIq pour I un idéal de KrT s est appelé
un ensemble algébrique de An. La topologie de Zariski sur An est la topologie dont
les fermés sont les ensembles algébriques.

Proposition 1.4. La topologie de Zariski est bien une topologie.

Démonstration. Il faut montrer les axiomes suivant :

1. H et An sont des ensembles algébriques.

2. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble al-
gébrique

3. Une union finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

Pour (1), on a V p1q “ H et V pp0qq “ An. Les points (2) et (3) découlent du lemme
1.1.

Exercice 1.5. Montrer que les ensembles algébriques de A1 sont exactement les
ensembles finis. En déduire qu’une suite injective converge vers tous les points de
A1.

Exercice 1.6. Soit V Ă An, un sous-ensemble quelconque. On définit

IpV q :“ tP P KrT s : @v P V,Ppvq “ 0u . (7)

Montrer que IpV q est un idéal et que V pIpV qq est l’adhérence de V pour la topolo-
gie de Zariski.

En déduire que A1zt0u n’est pas un ensemble algébrique de A1.
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Exercice 1.7. Montrer que l’ensemble des points à coordonnées entières Z2 Ă A2

est Zariski dense.

Proposition 1.8. Si X Ă An,Y Ă Am sont des ensembles algébriques, alors X ˆ

Y Ă An`m est un ensemble algébrique.

Démonstration. On note KrT s “ Krt1, . . . , tns et KrUs “ Kru1, . . . ,ums. Par Noe-
therianité, X “ V p f1, . . . , frq avec fi P KrT s et Y “ V pg1, . . . ,gsq avec g j P KrUs.
On identifie KrT s et KrUs avec leur image dans Krt1, . . . , tn,u1, . . . ,ums et alors il
est clair que

X ˆY “ V p f1, . . . , fr,g1, . . . ,gsq. (8)

Définition 1.9. Un ensemble algébrique X de la forme X “ V p f q pour un f P KrT s

est appelé une hypersurface.
Une hypersurface dans A2 est appelée une courbe algébrique.

1.2 Anneau des fonctions régulières d’un ensemble algébrique
Soit X Ă An un ensemble algébrique.

Définition 1.10. Une fonction régulière sur X est une fonction f : X Ñ K tel qu’il
existe F P KrT s telle que

@x P X , f pxq “ Fpxq. (9)

L’ensemble des fonctions régulières sur X est noté KrXs. Les fonctions régu-
lières induites par t1, . . . , tn P KrT s sur An sont appelées les fonctions coordonnées.

Exercice 1.11. Montrer que KrXs est un anneau. Montrer que l’on a un homo-
morphisme d’anneaux injectif K ãÑ KrXs. L’anneau KrXs a alors une structure de
K-algèbre. Montrer que KrXs est engendré par les fonctions coordonnées.

On a un homomorphisme de K-algèbre KrT s Ñ KrXs qui est par définition
surjectif. Son noyau IX est l’idéal qui consiste en les polynômes F P KrT s tel que
Fpxq “ 0,@x P X . On a alors

KrXs “ KrT s{IX . (10)

Exemple 1.12. Si X “ An, alors KrXs “ KrT s. Si X “ txu est un point, alors
KrXs “ K.
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Exemple 1.13. Soit X Ă A2 définie par t1 ¨t2 “ 1. Montrer que KrXs est isomorphe
à KrT,T ´1s.

Proposition 1.14. Soit X Ă An,Y Ă Am des ensembles algébriques, on a

KrX ˆY s “ KrXs bK KrY s. (11)

Démonstration. On définit l’homomorphisme de K-algèbre φ : KrXs bK KrY s Ñ

KrX ˆY s

φ :
ÿ

i

p fi b giqpx,yq “
ÿ

i

fipxqgipyq. (12)

L’application φ est surjective, en effet son image contient les fonctions régulières
induites par les fonctions coordonnées de An`m. On montre que φ est injective, i.e

φ

˜

N
ÿ

i“1

fi b gi

¸

“ 0 ñ @i, fi b gi “ 0 P KrXs bK KrY s. (13)

On raisonne par récurrence sur N. Si N “ 0, il n’y a rien à faire. Si N “ 1, alors

@x P X ,@y P Y, f pxqgpyq “ 0. (14)

Supposons que f ‰ 0 dans KrXs, alors il existe x0 tel que f px0q ‰ 0 et alors en
fixant x0 “ 0, on a

@y P Y, f px0qgpyq “ 0 ñ @y P Y,gpyq “ 0 ñ g P IY . (15)

Ce qui conclut le cas N “ 1. Maintenant supposons le résultat vrai pour tout ten-
seur de longueur ď N et supposons que

φ

˜

N`1
ÿ

i“1

fi b gi

¸

“ 0. (16)

On peut supposer que les fi sont K-linéairement indépendants dans KrXs, en effet
sinon on peut par exemple écrire

fN`1 “

N
ÿ

i“1

λi fi (17)

avec λi P K et alors
N`1
ÿ

i“1

fi b gi “

N
ÿ

i“1

fi b pgi ` λigNq. (18)
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et le résultat est vrai par hérédité. On peut de même supposer que les g j sont
K-linéairement indépendants dans KrY s. Soit x0 P X , alors on a pour tout y P Y ,

N`1
ÿ

i“1

fipx0qgipyq “ 0. (19)

Par l’indépendance linéaire sur K, on a
řN`1

i“1 fipx0q “ 0 comme x0 P X on obtient
que

N`1
ÿ

i“1

fi P IX (20)

et ceci contredit l’indépendance linéaire des fi sur K. Le résultat est vrai par ré-
currence.

Exemple 1.15. Si on a X “ V pIq, il n’est en général pas vrai que IX “ I. Par
exemple, si X “ V pt2

1 q Ă A2, alors IX “ pt1q. En revanche il est toujours vrai que
X “ V pIX q. Ce phénomène s’explique par le Nullstellensatz.

Théorème 1.16 (Hilbert’s Nullstellensatz, Théorème des zéros de Hilbert). Soit
K un corps algébriquement clos, si P1, . . . ,Pr P KrT s sont tels que

V pP1, . . . ,Prq “ H, (21)

alors il existe Qi P KrT s tels que

1 “
ÿ

i

QiPi. (22)

Autrement dit l’idéal engendré par P1, . . . ,Pr est l’anneau KrT s tout entier.

Voir [Lan02] ou [AM19] pour une preuve.

Corollaire 1.17. Si X “ V pP1, . . . ,Prq est un ensemble algébrique et Q P KrT s est
tel que Q P IX , alors il existe m ě 1 tel que

Qm
P pP1, . . . ,Prq . (23)

Démonstration. On rajoute une variable u à l’ensemble T et on considère le sys-
tème d’équation

P1 “ ¨¨ ¨ “ Pr “ uQ ´ 1. (24)
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Comme Q P IX , on a que ce système d’équations n’a pas de solutions dans An`1

donc par le Nullstellensatz, il existe F1, . . . ,Fr`1 P Krt1, . . . , tn,us tels que

F1pT,uqP1pT q ` ¨ ¨ ¨ ` FrpT,uqPrpT q ` Fr`1pT,uqpuQpT q ´ 1q “ 1. (25)

On peut remplacer u par 1
QpT q

dans cette équation et en multipliant QpT qm pour m
assez grand de sorte que l’on élimine les dénominateurs, on a QpT qm P pP1, . . . ,Prq Ă

KrT s.

Corollaire 1.18. Pour tout idéal I Ă KrT s, on a

IV pIq “
?

I “ tQ P KrT s : Dm ě 1Qm
P Iu . (26)

Si Y Ă X sont des ensembles algébriques, alors on a IX Ă IY . Par restriction des
fonctions régulières on a un homomorphisme de K-algèbres φXY : KrXs Ñ KrY s.

Exercice 1.19. Montrer que le noyau de φXY est exactement l’image de IY dans
krXs.

Exercice 1.20. Si α P An
K est un point, montrer que Itαu est l’idéal maximal cor-

respondant au noyau du morphisme d’évaluation

evα : P P KrT s Ñ Ppαq P K. (27)

Montrer que réciproquement si X Ă An est un ensemble algébrique tel que IX est
un idéal maximal, alors X est un point.

Si X Ă An tout sous-ensemble de X de la forme

V puq “ tx P X : upxq “ 0u (28)

est appelé une hypersurface de X .

Proposition 1.21. Soit X Ă An un ensemble algébrique, alors la topologie de
Zariski induite sur X est exactement la topologie dont les fermés sont de la forme

VX pIq “ tx P X : ipxq “ 0,@i P Iu (29)

pour I Ă KrXs un idéal.

Démonstration. Comme π : KrT s Ñ KrXs “ KrT s{IX est surjectif, si I Ă KrT s est
un idéal, alors πpIq est aussi un idéal. Tout fermé de X est de la forme V pIq X X
où I Ă KrT s est un idéal et on a

V pIq X X “ VX pπpIqq. (30)

Réciproquement, si I Ă KrXs est un idéal, alors π´1pIq est un idéal de KrT s qui
contient IX et alors V pπ´1pIqq “ VX pIq.
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1.3 Morphismes
Une application polynomiale φ : An Ñ Am est une fonction telle qu’il existe

des polynômes P1, . . . ,Pm P Krt1, . . . , tns telles que

@x P An, φpxq “ pP1pxq, . . . ,Pmpxqq . (31)

Soient X Ă An, Y Ă Am des ensembles algébriques.

Définition 1.22. Un morphisme entre X et Y est une fonction f : X Ñ Y telle qu’il
existe f1, . . . , fm P krXs tels que

@x P X , f pxq “ p f1pxq, . . . , fmpxqq. (32)

Autrement dit, un morphisme est induit par une application polynomiale An Ñ Am

qui envoie X dans Y . La composée de deux morphismes est encore un morphisme.
Tout sous-ensemble de X de la forme f ´1ptyuq est appelé une fibre de f .

Si X “ Y , on dira que f est un endomorphisme de X . Si f est un endomor-
phisme inversible pour la composition, on dira que f est un automorphisme de
X .

Lemme 1.23. Si Y Ă Am et φ : X Ñ Am un morphisme donné par P1, . . . ,Pm, alors
φ induit un morphisme X Ñ Y si et seulement si

@Q P IY , QpP1, . . . ,Pmq “ 0 P KrXs. (33)

Exemple 1.24. Un morphisme X Ñ A1 est exactement une fonction régulière sur
X .

Exemple 1.25. La projection px,yq ÞÑ x est un morphisme de txy “ 1u vers A1.
On peut généraliser cet exemple de la façon suivante : Si X Ă An est un ensemble
algébrique et F P KrXs. On considère l’ensemble algébrique X 1 Ă X ˆ A1 défini
par l’équation uF ´ 1 “ 0. Alors la projection X 1 Ñ X est un morphisme.

Exemple 1.26. Soit SD Ă A3 la surface définie par

x2
` y2

` z2
“ xyz ` D (34)

avec D P K. Si on fixe y,z, on a une équation de degré 2 en x. On peut définir σx
qui permute les deux solutions en x à y,z fixé. Cela donne

σxpx,y,zq “ pyz ´ x,y,zq. (35)

C’est bien un automorphisme de SD et on a σ2
x “ id. De façon similaire on définit

les automorphismes σy,σz.
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Tout morphisme φ : X Ñ Y induit un homomorphisme de K-algèbres φ˚ :
KrY s Ñ KrXs de tiré-en-arrière (pullback en anglais) défini par

@P P KrY s, φ
˚P :“ P ˝ φ. (36)

Réciproquement, tout homomorphisme de K-algèbres f : KrY s Ñ KrXs est l’ho-
momorphisme de tiré-en-arrière d’un morphisme φ : X ÑY . En effet, soit t1, . . . , tm
les fonctions coordonnées sur Am Ą Y , alors f ptiq est une fonction régulière sur X
donc il existe Pi P KrT s tel que f ptiq “ Pi sur X . On a alors que f “ φ˚ avec

φ “ pP1, . . . ,Prq (37)

En effet, si Qpt1, . . . , tmq P Krt1, . . . , tms, alors

QpP1, . . . ,Pmq “ Qp f pt1q, . . . , f ptmqq “ f pQpt1q, . . . ,Qptmqq . (38)

En particulier, si Q P IY , alors pour tout x P X ,QpP1, . . . ,Pmqpxq “ 0.

Corollaire 1.27. Tout morphisme φ : X Ñ Y induit une fonction continue pour la
topologie de Zariski.

Définition 1.28. Un morphisme φ : X Ñ Y d’ensembles algébriques est un iso-
morphisme s’il admet un inverse, c’est à dire s’il existe ψ : Y Ñ X un morphisme
tel que φ ˝ ψ “ idY et ψ ˝ φ “ idX .

Proposition 1.29. Deux ensembles algébriques X ,Y sont isomorphes si et seule-
ment si KrXs » KrY s en tant que K-algèbres.

Démonstration. Si φ : X Ñ Y est un isomorphisme d’inverse φ´1, alors les mor-
phismes de tiré-en-arrière en arrière φ˚ et pφ´1q˚ induisent des isomorphismes de
K-algèbres entre KrXs et KrY s.

Réciproquement, si f : KrXs Ñ KrY s est un isomorphisme de K-algèbres, alors
on a vu que f “ φ˚ et f ´1 “ ψ˚ avec φ,ψ des morphismes entre X et Y . On a que
φ et ψ sont des isomorphismes, inverse l’un de l’autre.

Exemple 1.30. Soit C Ă A2 la courbe définie par x “ yk, montrer que C est iso-
morphe à A1 par

f px,yq “ x et gptq “ ptk, tq. (39)

Exemple 1.31. La projection f px,yq “ x de txy “ 1u vers A1 n’est pas un isomor-
phisme car f n’est pas surjective, aucun point n’est envoyé sur 0.
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Exercice 1.32. Montrer que AutpA1q “ AffpA1q “
␣

z ÞÑ az ` b : a P Kˆ,b P K
(

.

Exercice 1.33. Un automorphisme élémentaire de A2 est un automorphisme de la
forme

f px,yq “ pax ` b,cy ` Ppxqq (40)

avec a,c ‰ 0,b P K,P P Krts. Montrer qu’un automorphisme élémentaire est bien
un automorphisme. On note E l’ensemble des automorphismes élémentaires de
A2. Montrer que c’est un sous-groupe de AutpA2q. On note q : A2 Ñ A1 la pro-
jection qpx,yq “ x. On veut montrer que pour tout f P AutpA2q, f P E ô Dg P

AutpA1q,q ˝ f “ g ˝ q.
1. Montrer le sens ñ. Soit f “ p f1, f2q P AutpA2q tel qu’il existe g P AutA1

tel que q ˝ f “ g ˝ q.
2. Montrer que pour tout α P A1,q´1pαq est isomorphe à A1.
3. Montrer qu’on peut trouver h P AutpA2q de la forme hpx,yq “ ph1px,yq,yq

tel que
h´1

˝ f px,yq “ px, f2px,yqq. (41)

4. Montrer que h´1 ˝ f induit un automorphisme sur chaque fibre de q.
5. Écrire f2px,yq sous la forme f2px,yq “ a0pxq ` a1pxqy ` a2pxqy2 ` . . . et en

raisonnant fibre à fibre, montrer que f2px,yq “ cy ` Ppxq et conclure.

On dit qu’un morphisme est dominant si son image est dense.

Proposition 1.34. Un morphisme f : X Ñ Y d’ensembles algébriques est domi-
nant si et seulement si f ˚ : KrY s Ñ KrXs est injectif.

Démonstration. Si f ˚ n’est pas injectif alors il existe u P KrY s dans le noyau de
f ˚. On vérifie alors que f pXq Ă V puq Ĺ Y et donc f pXq n’est pas dense dans Y .

Réciproquement, si f pXq n’est pas dense dans Y , alors il existe une fonction
régulière P P KrY s telle que f pXq Ă VY pPq et alors on a P P ker f ˚.

Proposition 1.35. Une K-algèbre A est l’anneau des fonctions d’un ensemble
algébrique X si et seulement si elle ne contient pas de nilpotent et est de type fini.

Démonstration. Si A “ krXs, alors A une K-algèbre quotient d’un anneaux de
polynômes KrT s donc est de type fini. Il est clair que krXs ne contient pas de
nilpotents.

Réciproquement, on écrit A “ KrT s{I et soit X l’ensemble algébrique X “

V pIq. On veut montrer que KrXs “ A c’est à dire que I “ IX . Soit F P IX , alors par
le Nullstellensatz (Théorème 1.16) il existe m ě 1 tel que Fm P I. Si F R I, alors F
est un nilpotent dans A “ KrT s{I et c’est absurde. Donc IX Ă I et aussi I Ă IX .
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Exercice 1.36. Soit X un ensemble algébrique et f : X Ñ X un endomorphisme.
Soit S Ă X une partie de X telle que f pSq Ă S (on dit que S est f -invariante).
Montrer que l’adhérence S de S est f -invariante.

1.4 Composantes irreductibles et fonctions rationnelles
Définition 1.37. un ensemble algébrique est réductible s’il existe deux fermés
strict Y1,Y2 Ĺ X tels que

X “ Y1 YY2. (42)

Elle est dite irréductible sinon.

Théorème 1.38. Tout ensemble algébrique X est une union finie de fermés irré-
ductibles. Cette décomposition est unique.

Démonstration. Si ce n’est pas le cas alors il existe un ensemble algébrique X
pour laquelle le théorème est faux. La variété X ne peut pas être irréductible donc
on écrit X “ X1 Y X2 avec Yi des fermés stricts et le théorème est faux pour un
des Xi, par exemple X1 et on peut recommencer avec X1. On construit alors une
suite infine strictement décroissante de fermés X Ľ X1 Ľ X2 Ľ ¨¨ ¨ . En passant aux
idéaux, on obtient une suite strictement croissante infini d’idéaux

IX Ĺ IX1 Ĺ IX2 Ĺ ¨¨ ¨ (43)

ce qui contredit le fait que KrXs est Noetherien.
Pour l’unicité, voir Theorem 1.5 de [Sha13].

Définition 1.39. Si X est un ensemble algébrique qui se décompose de façon
unique en union finie de fermés irréductibles

X “ X1 Y X2 ¨ ¨ ¨ Y Xs (44)

on appelle chaque Xi une composante irréductible de X .

Exemple 1.40. si X “ V pxyq Ă A2, alors

X “ V pxq YV pyq. (45)

Soit A un anneau et I Ă A un idéal de A. On dit que I est un idéal premier si
pour tout x,y P A, xy P I ñ x P I ou y P I. C’est équivalent à ce que A{I est un
anneau intègre.
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Proposition 1.41. Soit X un ensemble algébrique et Y Ă X un fermé, alors Y est
irréductible si et seulement si IY est premier.

Démonstration. Si P,Q P KrXs sont des fonctions régulières non nulles sur Y mais
telles que PQ P IY , alors

Y “ VY pPq YVY pQq (46)

n’est pas irréductible. Réciproquement, si Y “ Y1 YY2, alors il existe Pi régulière
sur X telle que Pi est nulle sur Yi mais non nulle sur Yj et alors PiPj P IY donc IY
n’est pas un idéal premier.

Exercice 1.42. Une hypersurface V p f q Ă An est irréductible si et seulement si
f P KrT s est irréductible.

Proposition 1.43. Un produit d’ensembles algébriques irreductibles est irréduc-
tible.

Démonstration. Utiliser la proposition suivante et la proposition 1.14.

Proposition 1.44. Un ensemble algébrique X est irréductible si et seulement si
KrXs est intègre.

Démonstration. Par la proposition 1.41, on a que X est irréductible si et seulement
si IX est premier si et seulement si KrXs “ KrT s{IX est intrègre.

Définition 1.45. Soit X un ensemble algébrique irréductible, on note KpXq le
corps des fractions de KrXs, on l’appelle le corps des fonctions rationnelles de X .

Une fonction rationnelle φ P KpXq est régulière au point x P X si on peut écrire
φ “

f
g avec f ,g P KrXs avec gpxq ‰ 0. Dans ce cas on note φpxq “

f pxq

gpxq
la valeur

de φ en x.

Proposition 1.46. Si φ P KpXq est régulière en tout point de X, alors φ P KrXs.

Démonstration. Pour tout x P X , on peut écrire φ “
fx
gx

avec fx,gx P KrXs et gxpxq ‰

0. On note I l’idéal engendré par pgx,x P Xq. Par Notherianité, I est finiment engen-
dré donc il existe un nombre fini de points x1, . . . ,xr P X tel que I “ pgx1, . . . ,gxrq.
On a V pIq “ H car pour tout x P X ,gxpxq ‰ 0. Par le Nullstellensatz (Théorème
1.16), il existe hi P KrXs tel que

h1gx1 ` ¨¨ ¨ ` hrgxr “ 1. (47)
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En multipliant chaque côté de cette équation par φ en utilisant le fait que φ “
fxi
gxi

,
on a

φ “ h1 fx1 ` ¨¨ ¨ ` hr fxr P KrXs. (48)

Pour toute fonction rationnelle φ P KpXq, l’ensemble des points en lesquels φ

est régulière est ouvert et non vide. En effet, si on écrit φ “
f
g , alors φ est régulière

sur le complémentaire du fermé tg “ 0u. Pour toute représentation φ “
fi
gi

, φ est
régulière sur Ui, le complémentaire de tgi “ 0u et l’ensemble des points où φ est
régulière est par définition

U “
ď

i

Ui (49)

qui est ouvert. On appelle cet ouvert le domaine de définition de φ et on le note
Dompφq. De plus, si φ1, . . . ,φr sont des fonctions rationnelles alors Dompφ1q X

¨ ¨ ¨ X Dompφrq est un ouvert non vide de X . Cela vient du lemme suivant

Lemme 1.47. Si X est un ensemble algébrique irréductible et U1, . . . ,Ur sont des
ouverts, alors

U1 X ¨¨ ¨ XUr (50)

est non vide.

Démonstration. Soit Yi le complémentaire de Ui, si l’intersection est vide, alors
Ť

iYi “ X mais alors X n’est pas irréductible.

Cela veut dire que l’on peut toujours comparer des fonctions rationnelles sur
un ouvert. On verra plus tard qu’en fait une fonction rationnelle est une classe
d’équivalence de fonctions régulières avec f » g ô il existe un ouvert U tel que
f|U “ g|U . Pour l’instant on énonce le résultat suivant.

Lemme 1.48. Soit X un ensemble algébrique irréductible et φ P KpXq telle que
φpxq “ 0 pour tout x P U avec U ouvert, alors φ “ 0.

Démonstration. Si φ ‰ 0, alors on écrit φ “
f
g . Et on peut décomposer X en

X “ t f “ 0u Y tg “ 0u (51)

ce qui contredit l’irréductibilité de X .
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1.5 Applications rationnelles
Définition 1.49. Soit X un ensemble algébrique irréductible et Y Ă Am un en-
semble algébrique. Une application rationnelle φ : X 99KY est la donnée de φ1, . . . ,φm P

KpXq tels que pour tout x P Dompφ1q X ¨ ¨ ¨ X Dompφmq

pφ1pxq, . . . ,φmpxqq P Y. (52)

On dit que φ est régulière au point x si tous les φi le sont et on appelle φpxq P Y
l’image de x. L’image de φ est l’ensemble

φpXq “ tφpxq : x P X et φ est régulière en xu . (53)

L’ensemble des points où φ est régulière est appelé le domaine de définition de
φ et c’est un ouvert non vide.

On dit que φ : X 99K Y est dominant si φpXq est dense dans Y (en particulier
Y est irréductible). Pour toute fonction régulière f P KrY s,φ˚ f est une fonction
rationnelle de X . En effet, si f est donnée par la fonction polynomiale upt1, . . . , tmq,
alors

φ
˚ f “ upφ1, . . . ,φmq. (54)

On a donc un homomorphisme d’anneaux φ˚ : KrY s Ñ KpXq. Ce morphime est
injectif en effet si f P KrY s est telle que φ˚ f “ 0, alors φpXq Ă V p f q et cela contre-
dit le fait que φpXq est dense. On a donc que φ induit une extension de corps
φ˚ : KpY q ãÑ KpXq. C’est en fait une équivalence, φ est dominante si et seulement
si φ˚ : KrY s Ñ KpXq est injectif.

Si φ,ψ sont des applications rationnelles dominantes, il est facile de voir que
la composée φ ˝ ψ l’est aussi et on a

pφ ˝ ψ
˚
q “ ψ

˚
˝ φ

˚. (55)

Proposition 1.50. Soient X ,Y des ensembles algébriques irréductibles, et f :
KpY q ãÑ KpXq un homomorphisme de K-algèbres, alors il existe une unique ap-
plication rationnelle dominante φ : X 99K Y telle que

φ
˚

“ f (56)

Démonstration. La preuve est analogue au cas des morphismes pour les ensembles
algébriques. L’unicité vient du fait que si φ,ψ : X 99K Y satisfont le lemme, alors
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en appliquant φ˚ ´ ψ˚ à chaque fonction coordonnées, on obtient que pour sur
Dompφq X Dompψq i “ 1, . . . ,m,φipxq “ ψipxq et par le lemme 1.48, on a φi “ ψi.

Pour l’existence, on note φi “ f ptiq où t1, . . . , tm sont les fonctions coordonnées
sur Y . On définit φ : pφ1, . . . ,φmq, alors φ est une application rationnelle φ : X 99KY .
On a φ˚ “ f car φ˚ et f sont des homomorphismes de K-algèbres qui coïncident
sur les fonctions coordonnés. Il vient que φ est dominant car f est injectif et φ˚ “

f .

Définition 1.51. Une application rationnelle φ : X 99K Y est birationnelle si elle
est dominante et s’il existe ψ : Y 99K X rationnelle dominante telle que

φ ˝ ψ “ idY , ψ ˝ φ “ idX . (57)

On dit que X est birationnelle à Y s’il existe une application birationnelle entre X
et Y .

Un ensemble algébrique irréductible birationnel à An est dit rationnel.

Proposition 1.52. Soient X ,Y deux ensembles algébriques irréductibles. X est
birationnelle à Y si et seulement si KpXq et KpY q sont K-isomorphes

Démonstration. Découle directement du lemme 1.50.

1.6 Dimension
On définit ici la notion de dimension d’un ensemble algébrique, si K “ C, on

retrouve la définition de géométrie différentielle.

Définition 1.53. Soit X un ensemble algébrique irréductible, la dimension de X
est défini comme la longueur maximale de chaîne de fermés irréductibles strict
dans X :

dimX :“ maxtn ě 0 : DY0 Ĺ Y1 Ĺ ¨¨ ¨ Ĺ Yn “ X ,Yi Ă X fermé irréductibleu .
(58)

Si X est un ensemble algébrique quelconque et X “ X1 Y ¨¨ ¨Xr sa décomposition
en composantes irréductibles, alors on définit

dimX :“ max
i

dimXi. (59)

La dimension d’un anneau intègre A est la longueur maximale d’une châine
d’idéaux premiers emboîtés :

dimA “ max
␣

n ě 0 : DI0 Ľ I1 Ľ ¨¨ ¨ Ľ In “ t0u, I j Ă A idéal premier
(

. (60)
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Si p Ă A est un idéal premier, la hauteur de p est défini comme la longueur maxi-
male d’une chaîne d’idéaux premiers emboîtés :

hauteurppq “ max
␣

n ě 0 : Dp0 Ľ p1 Ľ ¨¨ ¨ Ľ pn “ t0u,p j Ă A idéal premier
(

.
(61)

Proposition 1.54. Soit A un anneau intègre qui est une K-algèbre de type fini,
alors

dimA “ tr.degpFracpAq{Kq (62)

et pour tout idéal premier p, on a

hauteurppq ` dimA{p “ dimA. (63)

En particulier si X est un ensemble algébrique irréductible, alors

dimX “ dimKrXs “ tr.degKpXq{K. (64)

Démonstration. Voir [AM19].

Corollaire 1.55. Pour tout n ě 0,

dimAn
“ n (65)

Démonstration. On a KpAnq “ Kpt1, . . . , tnq et donc tr.degKpAnq{K “ n.

Exercice 1.56. Toute hypersurface de An est de dimension n ´ 1.

2 Variétés projectives et quasiprojectives

2.1 L’espace projectif
L’espace projectif de dimension n sur un corps K est défini de la façon sui-

vante. C’est le quotient de Kn`1zt0u par la relation d’équivalence suivante pξ0, . . . ,ξnq »

pη0, . . . ,ηnq si et seulement si il existe λ P Kzt0u tel que pour i “ 0, . . . ,n,ξi “ ληi.
On notera

rξ0 : . . . : ξns (66)

la classe d’équivalence de pξ0, . . . ,ξnq.
Soit S “ S0, . . . ,Sn un ensemble de variables, il n’est pas possible en général

d’évaluer un polynôme P P KrSs en ξ P Pn. En effet, il faudrait que Ppξq ne dé-
pende pas du choix de représentants pour ξ et cela n’est possible que pour les
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polynômes constants. En revanche, si P est un polynôme homogène de degré d,
c’est à dire que

@λ P K, PpλSq “ λ
dPpSq. (67)

alors il est possible de définir le lieu de zéro de P dans Pn. En effet, si Ppξ0, . . . ,ξnq “

0, alors
Ppλξ0, . . . ,λξnq “ λ

dPpξ0, . . . ,ξnq “ 0. (68)

On peut alors étendre la définition à tout polynôme P de krSs en définissant Ppξq “

0 si et seulement si Pkpξq “ 0 pour k “ 0, . . . ,degpPq où Pk est la composante
homogène de P de degré k.

Soit I Ă KrSs un idéal. On dit que I est un idéal homogène si pour tout P P I,
chaque composante homogène de P est dans I. C’est équivalent à ce que I soit
engendré par des polynômes homogènes. On définit pour tout idéal homogène I,

V pIq :“ tξ P Pn : Ppξq “ 0,@P P Iu . (69)

Définition 2.1. La topologie de Zariski sur Pn est celle dont les fermés sont de la
forme V pIq pour I un idéal homogène de krSs.

Un sous-ensemble fermé de Pn défini par une seule équation F “ 0 avec F
homogène est appelée une hypersurface de Pn. Le degré de l’hypersurface est
égal au degré de F . Une hypersurface de degré 2 est appelée une quadrique.

Remarque 2.2. Il existe des idéaux homogènes I Ă KrSs tel que V pIq “ H, par
exemple I “ pS0, . . . ,Snq. Ils sont caractérisés par le lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit I Ă KrSs un idéal homogène, alors V pIq “ H si et seulement si
I contient tous les monômes de degré s pour un s ě 0.

Démonstration. Si I contient tous les monômes de degrés s pour un certain s ě 0,
alors si s “ 0, I “ krSs et le résultat est vrai et si s ě 1, alors I contient Ss

i pour
i “ 0, . . . ,n l’intersection des V pSiq est vide.

Réciproquement, soit F1, . . . ,Fr des polynômes homogènes qui engendrent I.
On définit ti “

Si
S0

pour i “ 1, . . . ,n. Par hypothèse, le système d’équation

Fip1, t1, . . . , tnq “ 0 (70)

n’a pas de solutions dans An. Donc par le Nullstellensatz, il existe gipt1, . . . , tnq P

KrT s tels que

h1pt1, . . . , tnqF1p1, t1, . . . , tnq ` ¨ ¨ ¨ ` hrpt1, . . . , tnqFrp1, t1, . . . , tnq “ 1. (71)
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En remplaçant ti par Si
S0

et en multipliant par une certaine puissance Sl0
0 , on obtient

que Sl0
0 P I. De façon analogue on montre qu’il existe li ě 1 tel que Sli

i P I. Soit
l “ maxpliq et s “ pl ´ 1qpn ` 1q ` 1. Tout mônome de degré s est de la forme

Sa0
0 ¨ ¨ ¨San

n (72)

avec a0 `¨¨ ¨`an “ s. Il existe alors nécessairement un indice k tel que ak ě l ě lk
et donc tout monôme de degré s est dans I.

De la même façon que pour l’espace affine, pour tout fermé X Ă Pn, on peut
définir un idéal homogène IX défini par

IX “ tP P KrSs : @x P X ,Ppxq “ 0u . (73)

Par Noetherianité, il est engendré par un nombre fini de polynômes homogènes.
On appelle S “ pS0, . . . ,Snq les coordonnées homogènes de Pn. Pour tout i “

0, . . . ,n, l’ouvert Ui :“ tSi ‰ 0u est en bijection avec An par

φi : rξ0 : . . . : ξns P Ui ÞÑ

ˆ

ξ0

ξi
, . . . ,

ξi´1

ξi
,
ξi´1

ξi
, . . . ,

ξn

ξi

˙

(74)

de réciproque

ψi : px0, . . . ,xi´1,xi`1, . . . ,xnq P An
ÞÑ rx0 : ¨ ¨ ¨ : xi´1 : 1 : xi`1 : ¨ ¨ ¨ : xns P Ui. (75)

On notera parfois Ui “ An
i par cette identification. On appelle les ouverts Ui les

cartes affines de Pn. On a Pn “ YiUi.

Proposition 2.4. Pour tout i “ 0, . . . ,n les applications φi et ψi sont continues
pour la topologie de Zariski.

Démonstration. On montre le résultat pour i “ 0 pour faciliter les notations. Si
X Ă Pn est un fermé de Zariski, il est défini par un nombre fini de polynômes
homogènes F1, . . . ,Fr et on a alors pour tout ξ P U0,

Fipξ0, . . . ,ξnq “ 0 ô Fip1,
ξ1

ξ0
, . . . ,

ξn

ξ0
q “ 0. (76)

où le membre de droite est obtenue en divisant par ξ
degFi
0 on a donc que φ0pXq “

V p f1, . . . , frq où
fi “ Fip1, t1, . . . , trq. (77)
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Réciproquement, si X Ă An est un fermé défini par les équation f1, . . . , fr, on
définit Fi l’homogénéisé de fi par

FipS0, . . . ,Snq :“ Sdeg fi
0 fip

S1

S0
, . . . ,

Sn

S0
q. (78)

C’est un polynôme homogène de degré deg fi et on a que ψ0pXq “ V pF1, . . . ,FrqX

Ui.

On considèrera à present que An Ă Pn via ψ0 et de même pour tout ensemble
algébrique X .

Lemme 2.5. Si X Ă An Ă Pn est un ensemble algébrique défini par des équations
f1, . . . , fr, alors V pF1, . . . ,Frq est la clôture de X dans Pn pour la topologie de
Zariski où Fi est l’homogénéisé de fi. En particulier, la topologie de Zariski sur
An est la topologie de Zariski de Pn restreinte à An.

Démonstration. On note X l’adhérence de X dans Pn. Par la preuve de la pro-
position 2.4, on a que X Ă V pF1, . . . ,Frq. Réciproquement, si F est un polynôme
homogène qui s’annule sur X , alors

f :“ Fp1, t1, . . . , tnq (79)

est un polynôme de KrT s qui s’annule sur X avec ti “
Si
S0

. On a donc que

f “
ÿ

i

gi fi (80)

dans KrT s et on obtient que F P pF1, . . . ,Frq en homogénéisant.

Exemple 2.6. En particulier, en appliquant ce lemme avec l’idéal I “ p1q “ KrT s,
on a que An

“ Pn. Autrement dit An est dense dans Pn.

<++>

Définition 2.7. Une variété quasiprojective est un ouvert d’un fermé de Pn. Elle
est irréductible si elle ne s’écrit pas comme une union finie de fermé.

Tous les résultats de la partie 1.4 sont vrais pour une variété quasiprojective
en recopiant les preuves mot à mot. On énonce juste le résultat suivant

Lemme 2.8. Soit X Ă Pn une variété quasiprojective X est irréductible si et seule-
ment si X est irréductible.
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Démonstration. Si X “ Y1 YY2 est réunion de deux fermés, alors X “ Y 1 YY 2 est
aussi réductible.

Réciproquement, si X “ Y1 YY2, alors Yi X X est un fermé de X et X “ pY1 X

Xq Y pY2 X Xq.

Exemple 2.9. Tout fermé de Pn est une variété quasiprojective. Tout ensemble
algébrique est une variété quasiprojective.

Corollaire 2.10. Pour tout n ě 0, Pn est irréductible.

Démonstration. On sait que An est irréductible par la proposition 1.44 et alors
Pn “ An par le lemme 2.5.

2.2 Fonctions régulières
Si f est une fraction de polynôme homogène

f “
PpS0, . . . ,Snq

QpS0, . . . ,Snq
(81)

il n’est pas possible en général de définir la valeur de f en x P Pn même si Qpxq ‰ 0
car elle ne peut pas dépendre du représentant de x. En revanche si f est homogène
de degré 0, c’est à dire si P,Q sont homogènes de même degré, alors on peut voir
f comme une fonction en x P Pn.

Définition 2.11. Soit X Ă Pn une variété quasiprojective, une fonction f : X Ñ K
est régulière en x P X s’il existe un voisinage ouvert U Ă X de x tel que on peut
écrire f “ P

Q avec P,Q homogène de même degré et Q ‰ 0 sur U . On dit que f est
régulière si elle est régulière en tout point de x P X . On note KrXs pour l’anneau
des fonctions régulières sur X .

Proposition 2.12. Si X Ă An est un ensemble algébrique, alors la définition des
fonctions régulières est compatible avec la définition pour les ensembles algé-
briques.

Démonstration. On considère X Ă An “ U0 Ă Pn. Si f est une fonction régu-
lière au sens des ensembles algébriques, alors f est la restriction d’un polynôme
Ppt1, . . . , trq et on a

f “
Sdeg f

0 Pp
S1
S0
, . . . , Sn

S0
q

Sdegp f q

0

. (82)
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Donc f est bien régulière au sens des variétés quasiprojective.
Réciproquement, en déhomogéneisant on a pour tout x P X Ă An qu’il existe

un ouvert x P Ux de X tel que sur Ux, on a

qx f “ px (83)

où px,qx sont des fonctions régulières de X et qx ne s’annule pas sur U . On peut
supposer que (83) est vraie sur tout X en multipliant qx et px par une fonction
régulière qui est nulle sur XzUx et qui ne s’annule pas en x, en effet dans ce cas
(83) devient 0 “ 0 sur XzUx. Maintenant, comme dans la preuve de la proposition
1.46, par Noetherianité et le Nullstellensatz il existe x1, . . . ,xr P X et des fonctions
régulières h1, . . . ,hr tels que

ř

i hiqxi “ 1 et en multipliant par f “
pxi
qxi

, on a

f “
ÿ

i

hi pxi (84)

et donc f est une fonction régulière au sens des ensembles algébriques.

Exercice 2.13. Montrer que KrPns “ K.

Exercice 2.14. Montrer que KrA2ztp0,0qus “ Krx,ys.

Définition 2.15. Soit X une variété quasiprojective. Une application f : X Ñ Am

est régulière si pour chaque projection Am Ñ A1 “ K, la composée est une fonc-
tion régulière.

Définition 2.16. Soient X ,Y Ă Pm des variétés quasiprojectives, un morphisme
f : X Ñ Y est une fonction telle que pour tout x P X , il existe un ouvert x P U de
X tel que f pUq Ă Am

i et f : U Ñ Am
i est régulière.

Exercice 2.17. Montrer que la propriété de régularité est indépendante du choix
de la carte affine Am

i .

Si f : X Ñ Y est un morphisme de variétés quasiprojectives, alors f induit un
homomorphisme de K-algèbres

f ˚ : KrY s Ñ KrXs. (85)

On peut alors définir la notion d’isomorphisme, d’endomorphisme et d’auto-
morphismes comme dans le cas des ensembles algébriques. On donne maintenant
la définition d’une variété affine.
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Définition 2.18. Une variété affine est une variété quasiprojective isomorphisme à
un ensemble algébrique X Ă An. Une variété projective est une variété projective
isomorphe à un fermé de Pn.

Exemple 2.19. Soit Gm “ A1zt0u, alors Gm est un ensemble algébrique car iso-
morphe à txy “ 1u Ă A2 par le morphisme px,yq ÞÑ x de réciproque t ÞÑ pt,1{tq.

Exercice 2.20. En utilisant l’exercice 2.14, montrer que A2ztp0,0qu n’est pas un
ensemble algébrique.

Lemme 2.21. Tout point x P X d’une variété quasiprojective possède un voisinage
ouvert isomorphe à une variété affine.

Démonstration. On a X Ă Pn, on suppose que x P An
0 ce qui est toujours possible

par permutation des coordonnées homogènes. Par définition des variétés quasi-
projective, on a

X X An
0 “ Y zZ (86)

où Y,Z Ă An
0 sont fermés. Comme x P Y zZ, il existe une fonction polynomiale P

sur An
0 telle que P “ 0 sur Z et Ppxq ‰ 0. On note DpPq “ Y zV pPq, alors DpPq

est un voisinage ouvert de x dans X . On montre qu’il est affine. Considérons la
sous-variété affine W de An`1 définie par

f1pt1, . . . , tnq “ ¨ ¨ ¨ “ frpt1, ¨ ¨ ¨ , tnq “ 0 et tn`1 ¨ Ppt1, . . . , tnq “ 1. (87)

Pour tout px1, . . . ,xn`1q P W , on doit avoir Ppx1, . . . ,xnq ‰ 0 par la dernière équa-
tion. On a donc un morphisme

φ : px1, . . . ,xn`1q P W ÞÑ px1, . . . ,xnq P DpPq (88)

qui admet l’inverse

ψ : px1, . . . ,xnq P DpPq ÞÑ

ˆ

x1, . . . ,xn,
1

Ppx1, . . . ,xnq

˙

P W. (89)

Définition 2.22. Si X est une variété affine, alors tout ouvert de X de la forme
Dp f q “ XzV p f q pour f P KrXs est appelé un ouvert principal de X .

Proposition 2.23. Soit X une variété affine, tout ouvert U Ă X contient un ouvert
principal.
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Démonstration. Soit Z “ UzX , alors on choisit P P IZ une fonction régulière sur
X qui s’annule sur Z et on a DpFq Ă U .

Exercice 2.24. Montrer qu’un ouvert principal est affine et qu’on a

KrDp f qs “ KrXsr f ´1
s. (90)

On termine cette section par la proposition suivante. On dit qu’une propriété
est P locale sur X si P est vraie sur X est équivalent à pour tout recouvrement
ouvert X “

Ť

α
Uα de X , P est vraie sur Uα.

Proposition 2.25. Soit X une variété quasiprojective et Y Ă X une sous-partie,
alors Y est fermé dans X si et seulement si pour tout recouvrement ouvert X “
Ť

α
Uα, Uα X Y est fermé dans Uα. Autrement dit être fermé est une propriété

locale.

Démonstration. Si Y Ă X est fermé, alors Y XU est fermé dans U pour tout ouvert
U Ă X car la topologie de U est la topologie de X restreinte à U .

Réciproquement, soit X “
Ť

α
Uα un recouvrement ouvert tel que Y XUα soit

fermé dans Uα, alors il existe Tα Ă X fermé tel que Y XUα “ Tα XUα par défini-
tiion de la topologie restreinte. On a aussi que XzUα “: Zα est fermé dans X . On
montre que

Y “
č

α

pTα Y Zαq (91)

En effet, si y P Y , alors pour tout α on a ou bien y P Uα et alors y P Uα XY Ă Tα

ou bien y R Uα ñ y P Zα. Réciproquement, si y P
Ş

α
pTα Y Zαq alors il existe β tel

que y P Uβ. On sait que y P Tβ Y Zβ mais Zβ est le complémentaire de Uβ ce qui
impose Y P Tβ. On a alors y P Uβ X Tβ Ă Y .

2.3 Fonctions rationnelles
Soit X une variété quasiprojective irréductible. On définit l’ensemble F dont

les éléments sont de la forme pU, f q avec U Ă X un ouvert et f : U Ñ K une
fonction régulière. On définit la relation d’équivalence suivante sur F :

pU, f q » pV,gq ô f|UXV “ g|UXV . (92)

Notez qu’on sait par le lemme 1.47 que deux ouverts de X ont toujours une inter-
section non vide.
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Définition 2.26. Une fonction rationnelle sur X est une classe d’équivalence d’élé-
ments de F . L’ensemble des fonctions rationnelles forment un corps que l’on note
KpXq. Le corps des fonctions de X .

Preuve que KpXq est un corps. La somme et le produit sont donnés par

pU, f q ¨pV,gq “ pU XV, f|UXV ¨g|UXV q et pU, f q`pV,gq “ pU XV, f|UXV `g|UXV q.
(93)

Le seul point non trivial est que tout élément non nul de KpXq est inversible.
Soit f P KpXqz0, il existe un ouvert U Ă X tel que f est régulière sur U et f ‰ 0.
Soit Z “ VU p f q le fermé dans U où f s’annule, alors f et 1{ f sont régulières sur
UzZ et sont inverses l’une de l’autre dans KpXq.

Lemme 2.27. Si X est une variété quasiprojective U Ă X est un ouvert non vide,
alors

KpUq “ KpXq. (94)

Démonstration. Cela vient du fait que tout ouvert de U est l’intersection d’un
ouvert de X avec U .

Lemme 2.28. Soit X Ă Pn une variété projective irréductible, soit OX le sous-
anneau de KpS0, . . . ,Snq constitués des éléments de la forme

P
Q

(95)

où P,Q sont homogènes de même degrés et Q R IX et soit MX l’idéal engendré par
IX dans OX , alors KpXq est isomorphe au corps OX {MX .

Démonstration. On a un morphisme d’anneaux OX Ñ KpXq. Maintenant, si P
Q

est dans le noyau, alors il existe un ouvert U où P “ 0. Mais par la proposition
1.48, on a que P “ 0 sur X , donc P

Q P MX . Réciproquement, si f est une fonction
régulière sur U , alors

f “
P
Q

(96)

où P,Q sont des fractions rationnelles homogènes de même degré et Q R IU . Mais
alors Q R IX car U Ă X est ouvert et le morphisme d’anneaux est surjectif.

Lemme 2.29. Soit X une variété affine, alors la définition des fonctions ration-
nelles pour les variétés affines et quasiprojectives coïncident.
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Démonstration. Si P,Q sont des fonctions régulières sur X , alors P
Q est régulière

sur DpQq par la proposition 2.12 donc P
Q est une fonction rationnelle au sens des

variétés quasiprojectives. Réciproquement, soit U un ouvert de X et f P KrUs. Par
la proposition 2.23, on peut supposer que U “ DpQq pour Q P KrXs et alors par
l’exercice 2.24, on a qu’il existe P P KrXs tel que

f “
P
Q
. (97)

Définition 2.30. Soient X ,Y des variétés quasiprojectives avec X irréductible, une
application rationnelle f : X 99KY est une classe d’équivalence d’éléments pU, f q

où U Ă X est un ouvert et f : U Ñ Y est un morphisme pour la relation d’équiva-
lence

pU, f q » pV,gq ô f|UXV “ g|UXV . (98)

Si f : X 99K Y est une application rationnelle, alors le plus grand ouvert sur
lequel f est défini est

U f “
ď

f „pV,gq

V (99)

On appelle cet ouvert le domaine de définition de f ou son ouvert de définition.
Son complémentaire est un fermé appelé le lieu d’indétermination de f .

On appelle f pU f q Ă Y l’image de X par f . Une application rationnelle est
dominante, si son image est dense.

Proposition 2.31. Pour X ,Y des variétés affines, la définition des applications
rationnelles f : X 99K Y pour les ensembles algébriques et les variétés quasipro-
jectives coïncident.

Démonstration. Découle du lemme 2.29.

Définition 2.32. Soient X ,Y des variétés quasiprojectives irréductibles. Une ap-
plication f : X 99KY est birationnelle si elle est dominante et s’il existe g : Y 99KX
dominante telle que

g ˝ f “ idX et f ˝ g “ idY . (100)

On dit que deux variétés quasiprojectives sont birationnelles, s’il existe une appli-
cation birationnelle entre les deux.

Une variété quasiprojective est dite rationnelle si elle est birationnelle à Pn.
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Proposition 2.33. Soient X ,Y des variétés quasiprojectives irréductibles, tout ap-
plication rationnelle dominante f : X 99KY induit un morphisme de corps appelé
tiré-en-arrière f ˚ : KpY q Ñ KpXq. Réciproquement, tout K-morphisme de corps
KpY q Ñ KpXq provient d’un morphisme de tiré-en-arrière.

En particulier, deux variétés quasiprojectives irréductibles sont birationnelles
si et seulement elles ont même corps de fonctions.

Démonstration. Par le lemme 2.21, il existe des ouverts affines U Ă X et V Ă Y .
Par irréductibilité, l’ensemble des applications rationnelles dominantes f : X 99K
Y est le même que l’ensemble des applications rationnelles dominantes g : U 99K
V . Par définition du corps des fonctions, on a KpUq “ KpXq et KpV q “ KpY q et le
résultat découle de la proposition 1.50 et 1.52.

2.4 Dimension
De la même façon que dans le cadre affine, on définit la dimension d’une

variété quasiprojective X comme la plus grande longueur d’une chaîne de fermés
strictement croissante de X . Attention, contrairement au cas affine, la proposition
1.54 n’est pas vraie en quasiprojectif, prenez par exemple X “ Pn.

Lemme 2.34. Soit X une variété quasiprojective irréductible, et pUiq un recou-
vrement ouvert de X, c’est à dire X “

Ť

iUi, alors

dimX “ sup
i

dimUi (101)

Démonstration. Comme Ui Ă X , on a dimX ě supi dimUi. Réciproquement, si
Z0 Ĺ Z1 Ĺ ¨¨ ¨ Ĺ Zn une suite de fermés irréductibles de longueur maximale de X .
Il existe U P pUiq tel que Z0 XU ‰ H. La suite U X Z0 Ĺ U X Z1 Ĺ ¨¨ ¨ Ĺ U X Zn
est une suite de fermés irréductibles de U . En effet, U X Z j est dense dans Z j par
irréductibilité et donc si U X Z j “ U X Z j`1 on aurait Z j “ Z j`1, c’est absurde.
Donc dimX ď dimU et on a le résultat.

Proposition 2.35. Pour toute variété irréductible quasiprojective X, on a

dimX “ tr.degKpXq. (102)

En particulier, si U Ă X est un ouvert, alors dimU “ dimX.

Démonstration. Par le lemme 2.21, on peut trouver un recouvrement de X par
ouvert affine. Or pour tout ouvert affine U par la proposition 1.54, on a dimU “

tr.degKpUq “ tr.degKpXq, car KpXq “ KpUq. Par le lemme 2.34, on a le résultat.
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Corollaire 2.36. Pour tout n ě 0, on a dimPn “ n.

Démonstration. On utilise la proposition 2.35 avec An Ă Pn.

Corollaire 2.37. Soit f : X 99K Y une application rationnelle dominante, alors
dimX ě dimY .

Démonstration. On sait que f induit une extension de corps f ˚ : KpY q ãÑ KpXq

par la proposition et donc tr.degKpXq{K ě tr.degKpY q{K.

Définition 2.38. Soit X une variété quasiprojective irréductible, et Y une sous-
variété fermée irréductible. La codimension de Y dans X est codimpY,Xq “ dimX ´

dimY .

On admettra le fait suivant (voir [Har77] définition p.86 et exercice II.3.20
(d)).

Proposition 2.39. La codimension de Y dans X est égale à

maxtn ě 0 : DY0 “ Y Ĺ Y1 Ĺ ¨¨ ¨ Ĺ Yn “ X ,Yi irréductiblesu (103)

En particulier, une variété quasiprojective contient des sous-variétés de toutes
codimension.

Proposition 2.40 (Dimension des fibres). Soit f : X Ñ Y un morphisme dominant,
alors pour tout y P f pXq

dim f ´1
pyq ě dimX ´ dimY. (104)

Démonstration. Soit Z une composante irréductible de f ´1pyq, alors on montre
que codimpZ,Xq ě dimY “ codimpy,Y q. On montre en fait de façon plus général
que si Y 1 Ă Y est un fermé irréductible avec f pXq XY ‰ H et Z Ă f ´1pY 1q est
une composante irréductible, alors codimpZ,Xq ď codimpY 1,Y q. On raisonne par
récurrence sur codimpZ,Xq. Si elle vaut 0, alors Z “ X et il n’y a rien à faire.
Soit c “ codimpZ,Xq et Z1 Ą Z un fermé irréductible de codimension c ´ 1 (Z1
existe par la proposition 2.39), alors on a f pZq Ĺ f pZ1q car sinon ces deux en-
sembles irréductibles seraient égaux et Z Ă Z1 ne serait pas une composante irré-
ductible de f ´1pY 1q. Donc codimpZ,Xq “ codimpZ1,Xq ` 1 ď codimp f pZ1q,Y q `

1 ď codimpY 1,Y q.
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3 Produits et morphismes de variétés quasiprojec-
tives

3.1 Produits
On a vu la définition du produit de variétés affines dans la section 1, on sait

que c’est encore une variété affine. Soient X ,Y des variétés quasiprojectives, on
définit le produit X ˆY par

tpx,yq : x P X ,y P Y u . (105)

Il n’est pas clair à priori que X ˆY soit encore une variété quasiprojective.

Théorème 3.1. Soient X ,Y des variétés quasiprojectives, il existe à isomorphisme
près une unique structure de variété quasiprojective sur X ˆY telle que pour tout
ouvert U Ă X ,V Ă Y,U ˆV Ă X ˆY est un ouvert et si U,V sont affines, alors
c’est un ouvert affine isomorphe à U ˆV en tant que variété affine.

Preuve de l’unicité. On prouve d’abord l’unicité, soit φ : X ˆY ãÑ PN et ψ : X ˆ

Y ãÑ PM deux fonctions injectives dont l’image est une variété quasiprojective,
alors ψ˝φ´1 induit un isomorphisme entre φpX ˆY q et ψpX ˆY q. En effet, il suffit
de montrer que pour tout px,yq P X ˆY , il existe des ouverts px,yq P W1 Ă φpX ˆY q

et px,yq P W2 Ă ψpX ˆ Y q tels que ψ ˝ φ´1 induit un isomorphisme de W1 vers
W2. Pour se faire on prend U Ă X un voisinage ouvert affine de x P X et V Ă Y
un voisinage ouvert affine de y P Y . Alors W1 “ φpU ˆ V q et W2 “ ψpU ˆ V q

conviennent car ils sont tous les deux isomorphes à U ˆV .

Pour l’existence, il suffit de construire le produit de Pn ˆ Pm. On pose

N “ pn ` 1qpm ` 1q ´ 1. (106)

On définit

φpru0 : ¨ ¨ ¨ : uns, rv0 : ¨ ¨ ¨ : vmsq “
“

uiv j : i “ 0, . . . ,n, j “ 0, . . . ,m
‰

(107)

Proposition 3.2. L’application φ est injective et d’image la sous-variété de PN

d’équation
wi jwkl “ wk jwil, @0 ď i,k ď n,0 ď j, l,ď m (108)

où wi j sont les coordonnées homogènes sur PN de sorte que wi jpφpu,vqq “ uiv j.
De plus, si AN

i j est une des cartes affines de PN , alors W X AN
i j est isomorphe à

An ˆ Am.
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Démonstration. Il est facile de vérifier que l’image de φ est contenue dans W où
W Ă PN est la sous-variété projective définie par les équations données par (108).

Soient px,yq P X ˆY , on peut supposer que w00pφpx,yqq ‰ 0, c’est à dire x0y0 ‰

0, alors pour tout 1 ď k ď n,1 ď l ď m, on a

yl “
w0l

x0
, xk “

wk0

y0
. (109)

De sorte que

x “ rw00 : w10 : ¨ ¨ ¨ : wn0, y “ rw00 : w01 : ¨ ¨ ¨ : w0ms . (110)

Ce qui prouve que φ est injective et montre aussi que l’image de φ est bien W , car
on vient de constuire un antécédent de W par φ.

Maintenant, on montre la dernière assertion pour i “ j “ 0 (les autres cas sont
analogues mais plus fastidieux à rédiger). On considère W XAN

00. Ainsi, on impose
wi j “ 1 dans (108) ce qui signifie aussi qu’on impose x0 “ y0 “ 1 dans An

0 et Am
0 .

Cela donne
wkl “ wk0 ¨ w0l “ xk ¨ yl (111)

pour 0 ď k ď n,0 ď l ď m. En particulier, w0l “ yl et wk0 “ xk. Ainsi, KrW X AN
00s

est isomorphe à

Krx1, . . . ,xns ˆ Kry1, . . . ,yms “ KrAn
0 ˆ Am

0 s. (112)

L’application φ est appelée le plongement de Segre et son image est appelée la
variété de Segre. On peut caractériser les sous-variétés projectives de Pn ˆ Pm par
le plongement de Segre.

Théorème 3.3. Une sous-variété de Pn ˆ Pm est projective si et seulement si elle
définie par des équations de la forme

Gkpu0, . . . ,un;v0 . . . ,vmq, k “ 1, . . . ,r (113)

où chaque Gk est un polynôme homogène en les variables u0, . . . ,un de degré du
et homogène en les variables v0, . . . ,vm de degré dv. On appelle un tel polynôme
un polynôme bihomogène.

De même, une sous variété de Pn ˆ Am est fermée si et seulement si elle est
définie par des équations de la forme

Gkpu0, . . . ,un,v1, . . . ,vmq (114)

où Gk est homogène en les variables u0, . . . ,un.
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Démonstration. On montre le résultat pour Pn ˆ Pm. Soit W la variété de Segre
dans PN . Une sous-variété fermée Z Ă W est définie par les équations de W et un
nombre fini d’équation homogènes

Gkpw00, . . . ,wnmq “ 0, k “ 1, . . . ,r. (115)

En substituant wi j “ uiv j, on voit que Gk a la forme (113) avec même degré d’ho-
mogénéité pour u0, . . . ,un et v0, . . . ,vm. Réciproquement, tout polynôme bihomo-
gène de même degré pour les variables u et v est un polynôme homogène en les
variables wi j après la substitution wi j “ uiv j.

Maintenant, si Z ĂW est donnée par un système d’équations de la forme (113),
alors soit k “ 1, . . . ,r, on note du,dv le degré d’homogénéité de Gk par rapport
aux variables u0, . . . ,un et v0, . . . ,vm respectivement. Si du ą dv, alors le système
d’équation Gk “ 0 est équivalent au système défini par les équations

@ j “ 0, . . . ,m, vdu´dv
j Gk “ 0. (116)

qui est bien une sous-variété fermée de Pn ˆ Pm par ce qui précède.

Soit X une variété quasiprojective, la diagonale ∆X de X ˆ X est le sous-
ensemble dont les éléments sont de la forme px,xq pour x P X .

Corollaire 3.4. Pour toute variété quasiprojective X, la diagonale ∆X est fermée
dans X ˆ X.

Démonstration. On suppose X Ă Pn, alors

∆X “ ∆Pn X pX ˆ Xq. (117)

Donc il suffit de montrer que ∆Pn “: ∆ est fermée dans Pn ˆ Pn et c’est le cas car
∆ est définie par les équations

uiv j “ u jvi, @0 ď i, j ď n (118)

où u0, . . . ,un et v0, . . . ,vn sont les coordonnées homogènes sur le premier et le
deuxième Pn respectivement.

3.2 Image d’une variété projective par un morphisme
Définition 3.5. Soit f : X Ñ Y un morphisme de variétés quasiprojectives. On
définit le graphe de f comme le sous-ensemble Γ f Ă X ˆY par

Γ f :“ tpx, f pxqq Ă X ˆY : x P Xu . (119)
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Proposition 3.6. Le graphe Γ f d’un morphisme de variétés quasiprojectives f :
X Ñ Y est une sous-variété fermée de X ˆY .

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat quand Y “ Pm. En effet, si Y Ă Pm,
alors f induit un morphisme f : X Ñ Pm et Γ f “ Γ f Ă X ˆ Y Ă X ˆ Pm. Soit
i : Pm Ñ Pm le morphisme identité, on considère

p f , iq : X ˆ Pm
Ñ Pm

ˆ Pm. (120)

Alors Γ f est l’image réciproque de la diagonale ∆Pm par p f , iq et le résultat découle
du corollaire 3.4.

Proposition 3.7. Soit X une variété projective et Y une variété quasiprojective, la
projection sur la seconde coordonnée p2 : X ˆY Ñ Y envoie fermés sur fermés.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat lorsque X “ Pn, en effet si X Ă Pn

est fermé alors tout fermé de X ˆY est un fermé de Pn ˆY . Ensuite, vu que le fait
d’être fermé est une propriété locale, c’est à dire qu’une partie Z Ă Y est fermée
si et seulement si pour tout ouvert U Ă Y , Z XU est fermé dans U , il suffit par
le lemme 2.21 de montrer le résultat quand Y est affine. Or si Y Ă Am est fermé,
alors Z Ă Y est fermé si et seulement si Z est fermé dans Am. Donc on peut aussi
supposer que Y “ Am.

Soit Z un fermé de Pn ˆ Am. Par le théorème 3.3, Z est défini par un système
d’équations

Gkpu;yq, k “ 1, . . . ,r (121)

où u est un système de coordonnées homogènes pour Pn et y un système de coor-
données affines pour Am et Gk est homogène en u. Soit p : Z Ñ Am la restriction
de la projection à Z. Pour y0 P Am, p´1py0q est le fermé de Pn défini par

Gkpu;y0q “ 0, k “ 1, . . . ,r. (122)

Donc y0 P ppZq si et seulement si le système (122) a une solution dans Pn. Il faut
donc montrer que l’ensemble des y0 P Am tels que le système (122) a une solution
dans Pn est fermé dans Am. Par le lemme 2.3, le système (122) a une solution dans
Pn si et seulement si l’idéal engendré par Gkpu;y0q pour k “ 1, . . . ,r ne contient
pas Is pour tout s ą 0 où Is est l’idéal engendré par tous les monômes de degré s.
Il suffit donc de montrer que pour tout s ą 0, l’ensemble Ts Ă Am de point y0 P Am

tels que
Is Ć xG1pu;y0q, . . . ,Grpu;y0qy “: Iy0 (123)
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est fermé. Soit dk le degré d’homogénéité de Gk par rapport à u. Soient pMαqα

l’ensemble des monômes de degré s, la condition Is Ă Iy0 signifie que

@α, Mα
“

r
ÿ

k“1

Gkpu;y0qFα

k puq (124)

avec Fα

k homogène de degré s ´ dk. On note pNβ

k qβ l’ensemble des monômes de
degré s ´ dk pour k “ 1, . . . ,r. Donc (124) est équivalent au fait que le K espace
vectoriel engendré par les Gkpu;y0qNβ est égal au K espace vectoriel des poly-
nômes homogènes de degré s que l’on note S. Donc Is Ć Iy0 est équivalent au
fait que cet espace vectoriel n’est pas S tout entier. Pour trouver une condition
polynomiale sur Am, on écrit

@β, Gkpu;y0qNβ

k “
ÿ

α

aαβpy0qMα. (125)

On obtient une matrice aαβ dont les coefficients sont des polynômes en y0. Pour

que la famille pGkpu;y0qNβ

k n’engendre pas tout S il faut et il suffit que tous les
mineurs de taille dimS ˆ dimS soit nuls. Cela donne les équations qui définissent
Ts.

Théorème 3.8. Soit X une variété projective et Y une variété quasiprojective,
alors si f : X Ñ Y est un morphisme, f pXq est fermée dans Y .

Démonstration. L’image f pXq est égale à p2pΓ f q où Γ f est le graphe de f et p2 :
X ˆY Ñ Y est la projection sur le facteur Y . Le résultat provient des propositions
3.6 et 3.7.

Corollaire 3.9. Si X est une variété projective irréductible, alors KrXs “ K.

Démonstration. Une fonction régulière correspond à un morphisme f : X Ñ A1.
Comme X est irréductible, son image l’est également et par le théorème 3.8, f pXq

est un fermé de A1. Comme dimA1 “ 1, on a f pXq “ A1 ou bien f pXq est un
point. Si f pXq “ λ P K, alors f correspond à la fonction régulière constante égale
à λ. On montre que f pXq “ A1 est impossible. Sinon, f s’étend en un morphisme
f : X Ñ A1 Ă P1 et l’image f pXq “ A1 Ă P1 ne serait pas un fermé de P1, c’est
absurde.

Corollaire 3.10. Tout morphisme X Ñ Y où X est projective et Y est affine envoie
X sur un point.
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Démonstration. Cela découle directement du corollaire 3.9.

Dans tout le reste de ces notes, une variété dénotera une variété quasiprojec-
tive.



Chapitre II

Propriétés locales

1 Anneau local en un point
Soit X une variété et x P X

Définition 1.1. Un germe de fonctions régulières en x est une classe d’équivalence
d’éléments de la forme pU, f q où U est un voisinage ouvert de x et f P KrUs pour
la relation d’équivalence suivante

pU, f q „ pV,gq ô f|UXV “ g|UXV . (1)

L’ensemble des germes de fonctions régulières en x est un anneau appelé l’anneau
local de X en x et on le note OX ,x.

Un anneau est dit local s’il admet un unique idéal maximal.

Remarque 1.2. Si X est irréductible, alors on a une inclusion naturelle OX ,x Ă

KpXq.

Proposition 1.3. Si X est une variété affine et x P X, alors

OX ,x “ KrXsmpxq (2)

le localisé de KrXs par rapport à l’idéal maximal mpxq des fonctions qui s’an-
nulent en x.

En particulier, pour toute variété Y , OY,y est un anneau local Noetherien. Si
mY,y est son idéal maximal alors OY,y{mY,y “ K.

35
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Démonstration. Soit pU, f q P OX ,x, alors on peut supposer que U “ DpQq est un
ouvert principal par la proposition 2.23, alors on a

f “
P

Qd (3)

avec P P KrXs et Q P KrXszmpxq car x P DpQq pour une certaine puissance d. Réci-
proquement tout élément de KrXsmpxq définit un un germe de fonctions régulières
en x. On note mX ,x l’idéal engendré par mpxq dans OX ,x, c’est un idéal maximal
car tout élément qui n’est pas dans cet idéal est inversible dans OX ,x ce qui prouve
également que l’anneau OX ,x est local. En fait, on a le morphisme d’évaluation

evx : KrXs Ñ K (4)

qui est surjectif et son noyau est exactement l’idéal maximal mpxq. On peut donc
étendre evx : KrXsmx Ñ K et mX ,x est le noyau de ce morphisme, on retrouve le
fait que c’est un idéal maximal et que OX ,x{mX ,x “ K.

Maintenant si Y est une variété quasiprojective, alors pour tout y P Y on a
OY,y “ OU,y pour U un voisinage ouvert affine de y d’où le résultat.

Proposition 1.4. Soit X une variété quasiprojective irréductible, alors pour tout
x P X, l’anneau local OX ,x est de dimension dimX.

Démonstration. On peut supposer que X est affine par la proposition 2.35. On a
alors que OX ,x “ KrXs{mpxq où mpxq est l’idéal maximal défini par x dans KrXs.
On a alors que la dimension de OX ,x est égale à la hauteur de mpxq et par la
proposition 1.54, on a

dimKrXs “ hauteurmpxq ` dimKrXs{mpxq (5)

et comme KrXs{mpxq “ K on conclut.

2 Espace tangent et cotangent
On définit dans cette partie la notion d’espace tangent et cotangent en un point

d’une variété algébrique. C’est la notion analogue à l’espace tangent en géométrie
différentielle. On verra d’abord une première définition pour les variétés affines
qui dépendra d’un plongement dans un espace affine puis on montrera que cette
construction est en fait intrinsèque
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2.1 Une première définition de l’espace tangent
Soit X Ă An une variété affine et x P X . On définit l’espace tangent de X en x

comme l’union de toutes les droites de An tangentes à X en x. Par changement de
coordonnées on peut supposer que x “ 0 est l’origine de An. Une droite L de An

passant par 0 est alors de la forme

L “ tta : t P Ku (6)

avec a P An fixé. Soit F1, . . . ,Fr un système d’équations de X . L’ensemble X X L
est par définition le lieu défini par l’équation

F1ptaq “ ¨ ¨ ¨ “ Frptaq “ 0. (7)

Chaque polynôme est vu comme un polynôme à une variable en t, ce lieu de zéro
est le lieu de zéro du PGCD de ces polynômes qu’on note G. On a nécessairement
que t “ 0 est un racine de G car x P X X L.

Définition 2.1. La multiplicité d’intersection de L avec X en x est la multiplicité
de la racine t “ 0 dans le polynôme G. Si G “ 0 (i.e L Ă X) on définit la multiplicité
comme `8.

Une droite est tangente en x si cette multiplicité est ě 2

Remarque 2.2. Si IX est l’idéal de définition de X , alors le polynôme G est en fait
un générateur de l’idéal

tFptaq : F P IX u (8)

et donc la multiplicité ne dépend pas du choix des générateurs.

Exemple 2.3. Soit C “
␣

y “ x2
(

et L “ y “ 0, alors L est tangente à C en l’origine
car

L “ ttp1,0q : t P Ku (9)

et
py ´ x2

qpt,0q “ ´t2. (10)

On cherche maintenant à trouver un critère pour savoir si L est tangente à X
en x. Avec nos choix de coordonnées x “ 0 est l’origine de An donc si F1, . . . ,Fr
sont des équations de X , elles ont un terme constant nul. On écrite Fi “ Ai ` Gi où
Ai est le terme linéaire de Fi et Gi la partie de degré ě 2, alors

Fiptaq “ tAipaq ` Giptaq (11)
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et Giptaq est divisible par t2. Donc Fiptaq est divisible par t2 si et seulement si
Aipaq “ 0. La condition de tangence est donc

A1paq “ ¨ ¨ ¨ “ Arpaq “ 0. (12)

Définition 2.4. L’espace tangent de x P X Ă An est le sous-espace de An union
des droites tangentes à X en x. On le note ΘX ,x.

Définition 2.5. Si X Ă An est donné par des équations f1, . . . , fr, alors on définit
la matrice Jacobienne de X en P par rapport à p f1, . . . , frq comme

ˆ

B fi

Bx j
pPq

˙

1ďiďr
1ď jďn

. (13)

L’espace tangent de X en x est alors px`q le noyau de cette matrice, il ne dépend
pas du choix des générateurs.

Remarque 2.6. L’équation (12) montre que ΘX ,x est un sous-espace affine de An.

Exemple 2.7. L’espace tangent de An en tout point est An.
Si F P KrT s et X “ tF “ 0u Ă An l’hypersurface associée telle que 0 P X , alors

le terme linéaire de F est

A “

n
ÿ

i“1

BF
Bxi

p0qxi (14)

et on voit que si A ‰ 0,dimΘX ,0 “ n ´ 1 et sinon ΘX ,0 “ An.

2.2 Une définition intrinsèque de l’espace tangent
La définition de l’espace tangent vu dans la partie précédente a le défaut que

les définitions dépendent de l’espace affine ambiant dans lequel est plongé X . En
particulier, il n’est pas clair que l’espace tangent est préservé par isomorphisme.
On va montrer qu’en fait la définition est bien intrinsèque et on pourra alors la
généraliser pour toute variété.

Soit F P KrT s un polynôme et x P An, F a un développement de Taylor en x :

F “ Fpxq ` Fp1q
pT q ` Fp2q

pT q ` ¨ ¨ ¨ ` Fpdq
pT q. (15)

où FpiqpT q est la composante homogène de degré i. La partie linéaire Fp1qpT q est
la différentielle de F en x, on la note dxF et elle est égale à

dxF “

n
ÿ

i“1

BF
Bxi

pxqpTi ´ xiq. (16)
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On peut vérifier que

dxpF ` Gq “ dxpFq ` dxpGq, (17)
dxpFGq “ FdxpGq ` GdxpFq. (18)

Avec ces notations, la condition de tangence de (12) devient

dxF1 “ ¨¨ ¨dxFr “ 0 (19)

où F1, . . . ,Fr sont des équations définissant X .
On veut maintenant définir dxg pour g dans KrXs de sorte que (17) et (18)

soient vérifiées. En fait dxg va être défini comme un forme linéaire sur l’espace
tangent de X en x. En effet, soit G P KrT s tel que G|X “ g, alors on définit

dxg “ pdxGqΘX ,x . (20)

Cette défintion est correcte car deux représentants de g diffèrent d’un élément de
IX de la forme A1F1 ` ¨¨ ¨ ` ArFr et comme F1pxq “ ¨ ¨ ¨ “ Frpxq “ 0, on a

dxpA1F1 ` ¨¨ ¨ ` ArFrq “ A1pxqdxF1 ` ¨¨ ¨ ` ArpxqdxFr (21)

et par (19),
dx pA1F1 ` ¨¨ ¨ ` ArFrq|ΘX ,x

“ 0. (22)

Définition 2.8. La forme linéaire dxg est appelé la différentielle de g en X .

On a donc un homorphisme linéaire dx : KrXs Ñ Θ˚
X ,x où Θ˚

X ,x est le dual de
ΘX ,x. Comme pour tout α P K,dxα “ 0 on peut se restreindre à

dx : mpxq Ñ Θ
˚
X ,x (23)

où mpxq Ă KrXs est l’idéal maximal défini par x.

Théorème 2.9. L’application dx induit un isomorphisme linéaire entre mpxq{mpxq2

et Θ˚
X ,x.

Démonstration. On a que l’image de dx est tout Θ˚
X ,x, en effet toute forme linéaire

φ sur Θ˚
X ,x s’étend une forme linéaire G sur An et on a dxG “ φ. On montre que le

noyau est bien mpxq2, on peut supposer que x “ 0 est l’origine de An. Soit g Pmpxq

tel que dxg “ 0 et soit G P KrT s induisant g. On a que dxG est nulle sur Θ˚
X ,x, donc

par (19) on a
dxG “ λ1dxF1 ` ¨¨ ¨ ` λrdxFr (24)
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avec λi P K pour F1, . . . ,Fr des équations définissant X . Soit G1 “ G ´ λ1F1 ´

¨¨ ¨ ´ λrFr. On a que G1 n’a pas de terme constant et pas de terme linéaire. Donc
G1 P pT1, . . . ,Tnq2 où T1, . . . ,Tn sont les coordonnées affines de An. Si on note
ti “ Ti|X , alors g P pt1, . . . , tnq2 “ mpxq2.

On appelle mpxq{mpxq2 l’espace cotangent de X en x. Si f : X Ñ Y est un
morphisme de variétés affines, alors si f pxq “ y on a un homomorphisme de K-
algèbres f ˚ : KrY s Ñ KrXs avec f ˚pmpyqq Ă mpxq et f ˚pmpyq2q Ă mpxq2. On a
donc une application

f ˚ : mpyq{mpyq
2

Ñ mpxq{mpxq
2. (25)

Par le théorème 2.9, on a donc que f induit une application linéaire

dx f : ΘX ,x Ñ ΘY,y. (26)

Cette application est appelée la différentielle de f en x.

Corollaire 2.10. Si X Ñ Y est un isomorphisme de variétés affines, alors les es-
paces tangents en chaque point sont isomorphes par cet isomorphisme.

On a donc bien une définition locale et intrinsèque de l’espace tangent d’une
variété en un point.

Théorème 2.11. L’espace tangent ΘX ,x d’une variété affine X en un point x est
un invariant local, c’est l’espace vectoriel dual du K-espace vectoriel mX ,x{m2

X ,x
où ici mX ,x est l’idéal de l’anneau local en x.

Démonstration. On va montrer comment déterminer Θx en fonction de l’annneau
local Ox. Si F{G est une fonction rationnelle avec F,G P KrT s avec Gpxq ‰ 0,
alors on a

dxpF{Gq “
GpxqdxF ´ FpxqdxG

G2pxq
. (27)

On peut voir tout élément f P Ox comme la restriction d’une fonction rationnelle
F{G et on peut alors définir la différentielle de f comme

dx f “ dxpF{Gq|Θx . (28)

Le théorème 2.9 s’énonce de la même manière avec l’idéal maximal mx de l’an-
neau local Ox et on a que dx induit un isomorphisme K-linéaire dx : mx{m2

x »

Θ˚
x .

Définition 2.12. Soit X une variété quasiprojective et x P X , l’espace tangent de x
en X est défini comme l’espace vectoriel dual du K-espace vectoriel mx{m2

x .
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3 Points lisses
Dans cette partie on va étudier la dimension que peut avoir l’espace tangent

d’une variété en un point et définir la notion de points lisses. C’est une notion lo-
cale, alors on donnera d’abord une définition pour les variétés affines qui à priori
dépendera du plongement dans An avant de montrer que c’est une définition in-
trinsèque.

Définition 3.1. Soit X Ă An une variété affine donnée par des équations f1, . . . , fr,
soit x P X . On dit que x est un point lisse de X si et seulement si sa matrice Ja-
cobienne par rapport à f1, . . . , fr est de rang n ´ dimX ou de façon équivalente si
dimK ΘX ,x “ dimX .

On dit que X est lisse si elle est lisse en tout point.

Définition 3.2. Soit A un anneau local Noetherien avec idéal maximal m et corps
résiduel K “ A{m, alors on dit que A est régulier si dimK m{m2 “ dimA.

Proposition 3.3. Soit X Ă An une variété affine et x P X un point, alors X est lisse
en x si et seulement si OX ,x est régulier.

Démonstration. On sait que l’espace tangent ΘX ,x est défini comme le noyau de
la matrice Jacobienne de X en x par rapport à un ensemble d’équations de X . Soit
r le rang de cette matrice, comme la matrice Jacobienne induit une application
linéaire Rn Ñ Rn on a

n “ r ` dimΘX ,x. (29)

Comme dimmx{m2
x “ dimΘX ,x et dimOX ,x “ dimX par la proposition 1.4 on

conclut.

On voit que la notion de régularité de l’anneau local est une notion locale, on
peut donc l’utiliser pour définir la lissité.

Définition 3.4. Soit X une variété quasiprojective, alors X est lisse en x si et
seulement si l’anneau local θX ,x est régulier, un point où X n’est pas lisse est dit
un point singulier. On dit que X est lisse si elle est lisse en tout point et qu’elle est
singulière sinon.

Proposition 3.5. Soit A un anneau local Noetherien avec idéal maximal m et
corps résiduel k “ A{m, on a dimkm{m2 ě dimA.

Démonstration. Voir [AM19] Corollaire 11.15 p.121.
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Proposition 3.6. Soit X une variété quasiprojective, alors pour tout x P X

dimK mx{m2
x ě dimX (30)

et le lieu où il y a égalité est ouvert. Autrement dit l’ensemble des points singuliers
de X est fermé.

Démonstration. L’inégalité vient des propositions 1.4 et 3.5. Cette énoncé est lo-
cal donc on peut se restreindre au cas où X Ă An est affine. On a que ΘX ,x est le
noyau de la matrice Jacobienne de X en x par rapport à un ensemble d’équations de
X et l’égalité dimK mx.m

2
x “ dimX correspond au point où la matrice Jacobienne

est de rang maximal égal à n ´ dimX . Il suffit donc de montrer que les points où
la matrice Jacobienne est de rang ď n ´ dimX ´ 1 est fermé. Or cela revient à ce
que tous les mineurs de taille pn ´ dimXq ˆ pn ´ dimXq soient nuls, ce qui donne
les équations des points singuliers.

Définition 3.7. Soit X une variété algébrique de dimension n et x P X un point
lisse. On dit que u1, . . . ,un P OX ,x sont des coordonnées locales si pour tout i,ui P

mx et leur image forment une base de mx{m2
x .

Théorème 3.8. Si u1, . . . ,un sont des coordonnées locales en un point lisse x P X,
alors ils engendrent mx.

Démonstration. Voir [Sha13] Theorem 2.5.

Ce théorème est très important pour la raison suivante : Soit f P OX ,x, alors on
peut exprimer f de façon unique en une série formelle en les u1, . . . ,uk.

3.1 Séries formelles
Dans cette partie nous fournirons assez peu de preuves et on donnera les réfé-

rences dans [Sha13]. Soit X une variété, x P X un point lisse et pu1, . . . ,unq des co-
ordonnées locales en x. Soit f P OX ,x, alors f pxq “ α0 P K et alors f pxq ´ α0 P mx.
Ainsi, comme pu1, . . . ,unq est une base du K-espace vectoriel mx{m2

x , il existe
α1, . . . ,αn P K tels que

f2 :“ f ´ α0 ´

n
ÿ

i“1

αiui P m2
x . (31)
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On peut donc ainsi écrire f2 “
řr

i“1 gihi avec gi,hi P mx. On peut donc trouver
βi j,γi j P K tels que

gi ´

r
ÿ

j“1

βi ju j P m2
x , hi ´

r
ÿ

j“1

γi ju j P m2
x . (32)

En écrivant
ř

i

´

ř

j βi ju j

¯´

ř

j γi ju j

¯

“
ř

k,l αklukul , on a

f3 “ f ´ α0 ´
ÿ

i

αiui ´
ÿ

k,l

αklukul P m3
x . (33)

En continuant ainsi, on trouve des polynômes homogènes fn de degré n tels que

f ´ f0 ´ f1 ´ ¨¨ ¨ ´ fn P mn`1
x . (34)

Définition 3.9. Soit T “ pT1, . . . ,Tnq des variables, l’anneau des séries formelles
KrrT ss est l’ensemble des éléments de la forme

F0 ` F1 ` ¨¨ ¨ ` Fn ` ¨¨ ¨ (35)

tel que pour tout i,Fi est homogène de degré i. Un élément de KrrT ss est appelé
une série formelle. La multiplication et l’addition sont définies de la même façon
que pour les polynômes.

Si f P OX ,x, une expansion de Taylor de f est la donnée de polynômes homo-
gènes fkpu1, . . . ,unq en les ui de degré k tels que

f ´ f0pu1, . . . ,unq ´ ¨ ¨ ¨ ´ fkpu1, . . . ,unq P mk`1
x . (36)

Proposition 3.10. Soit X une variété, x P X un point lisse et pu1, . . . ,unq des coor-
données locales en x, alors tout f P OX ,x admet une unique expansion de Taylor.
Autrement dit on a un homomorphisme de K-algèbres injectifs

OX ,x ãÑ KrrT ss (37)

qui envoie ui sur Ti.

On peut en fait montrer la chose suivante : on peut définir la topologie mx-
adique sur OX ,x par la distance dxp f ,gq “ et´maxně0:p f ´gqPmn

xu, on peut montrer
que mn

x sont fermés et ouverts pour cette topologie et le complété yOX ,x de OX ,x par
rapport à cette distance est exactement KrrT ss.

On admettra le fait suivant

Proposition 3.11. L’anneau KrrT ss est factoriel.
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4 Propriétés des points lisses

4.1 Sous-variétés de codimension 1
Théorème 4.1. Si X est une variété et x P X est un point lisse, alors OX ,x est un
anneau factoriel.

Démonstration. Voir [Sha13] Theorem 2.11.

De ce théorème on va déduire un résultat très important pour la suite, si X est
une variété lisse et Y Ă X une sous-variété de codimension 1, alors Y est définie
localement par une seule équation.

Définition 4.2. Soit X une variété, x P X et Y Ă X une sous-variété. On dit que
f1, . . . , fm P OX ,x sont des équations locales de Y en x s’il existe un ouvert affine
U Q x tel que f1, . . . fm P KrUs et

IY XU “ p f1, . . . , fmq. (38)

On aurait pu aussi définir tout localement, si Y est une sous-variété de X , son
idéal de définition dans OX ,x est

IY,x “ t f P OX ,x : DU Q x, f P KrUs, fUXY ” 0u . (39)

Lemme 4.3. Des germes f1, . . . , fm P OX ,x sont des équations locales de Y Ă X en
x si et seulement si IY,x “ p f1, . . . , fmq.

Démonstration. On peut supposer X affine, si p f1, . . . , fmq “ IY , alors on a p f1, . . . , fmq “

IY,x. En effet, si g P IY,x, alors il existe un ouvert U “ Dphq principal de X conte-
nant x tel que g est régulier sur U . On a alors que IY XDphq “ p f1, . . . , fmq est l’idéal
engendré par f1, . . . , fm dans KrXsr1{hs ce qui prouve que g P p f1, . . . , fmq.

Réciproquement, si p f1, . . . , fmq “ IY,x et soit U Ă X un ouvert affine contenant
x tel que les fi soient réguliers sur U . Soit g P IY XU soit gx le germe qu’elle définit
en x, on a alors dans OX ,x que g “ h1 f1 ` ¨¨ ¨ ` hm fm. Soit Dphq Ă U un ouvert
principal tel que chaque hi soit régulier sur Dphq, on a alors qu’il existe m ě 0 tel
que

g “
h1 f1 ` ¨¨ ¨ ` hm fm

hm (40)

et donc g P p f1, . . . , fmqDphq. Si on effectue ce procédé pour g1, . . . ,gs des géné-
rateurs de IY sur X , on obtient un ouvert principal U sur lequel p f1, . . . , fmq “

IY XU .
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Théorème 4.4. Soit Y Ă X une sous-variété irréductible de codimension 1, alors
pour tout x P X lisse, Y admet une équation locale en x, i.e l’idéal IY,x est principal.

Démonstration. On peut supposer X affine. Soit f P IY,x, comme OX ,x est factoriel
on décompose f en facteurs irréductibles. Un de ces facteurs doit s’annuler sur
Y , quitte à remplacer X par un plus petit ouvert affine on peut supposer que g est
régulier sur X . Comme Y Ă V pgq et que Y est de codimension 1, on a que

V pgq “ Y YY 1. (41)

Si x P Y 1, alors il existe des fonctions h,h1 régulières sur X qui s’annulent en x
telles que hh1 “ 0 sur V pgq mais h,h1 ‰ 0 sur V pgq. Par le Nullstellensatz on a
alors que g divise phh1qr pour un certain entier r ě 1 mais donc également dans
OX ,x. Comme g est irréductible, g doit diviser par exemple h. Mais alors h “ 0
sur V pgq et c’est absurde. Donc x R Y 1 et quitte à restreindre X , on peut supposer
Y “ V pgq. Maintenant, si u P KrXs s’annule sur Y “ V pgq, alors g doit diviser uℓ

et donc g divise u dans OX ,x et on a bien que IY,x “ pgq.

Théorème 4.5. Si X est une variété lisse et φ : X 99KY une application rationnelle
vers une variété projective, alors Indpφq est de codimension ě 2.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat lorsque Y “ Pn. L’assertion est lo-
cale et on peut donc supposer que X est affine. L’application rationnelle φ est
donnée par p f0 : . . . : fnq avec fi P KpXq. Soit x P X , on peut multiplier tous les fi
par un même élément de OX ,x de sorte que pour tout i, fi P OX ,x et les fi n’ont pas
de facteurs communs dans OX ,x. Le lieu d’indétermination de φ est exactement le
lieu de zéros communs des fi. Si ce lieu Y était de codimension 1, alors Y ad-
mettrait une équation locale g qui serait un facteur commun de tous les fi, c’est
absurde.

Corollaire 4.6. Toute application rationnelle d’une courbe lisse vers une variété
projective est un morphisme.

Corollaire 4.7. Deux courbes projectives lisses birationnelles sont isomorphes.

4.2 Éclatement d’un point lisse sur une variété
L’éclatement d’un point lisse sur une variété consiste à “remplacer” ce point

par le projectivisé de son espace tangent. On traite d’abord le cas de l’éclatement
de An en l’origine avant de passer au cas général.
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Soit 0 P An l’origine de An. L’ensemble des droites de An passant par 0 est
paramétré par Pn´1. On souhaite définir une variété X telle que on a un morphisme
π : X Ñ An avec les propriétés suivantes :

1. π : Xzπ´1p0q Ñ Anz0 est un isomorphisme.
2. π´1p0q » Pn´1.
On procède de la façon suivante. On considère l’espace produit An ˆ Pn´1 et

on définit X par
X “ tpx,Lq : x P An,x P Lu . (42)

C’est bien une variété algébrique car si x “ x1, . . . ,xn et L “ ry1 : . . . : yns, alors
x P L revient au système d’équations

@i, j,xiy j “ x jyi. (43)

Et le morphisme π : X Ă An ˆ Pn´1 Ñ An est la projection sur le premier
facteur. On montre que X satisfait bien les conditions nécessaires. Déjà si x “

p0, . . . ,0q est l’origine, alors on a bien que

π
´1

p0q “ t0u ˆ Pn´1
» Pn´1. (44)

En effet, toutes les équations dans (43) deviennent 0 “ 0. Donc la condition (2)
est vérifiée. On note E “ π´1p0q. Ensuite si x ‰ 0, alors il existe i0 tel que xi0 ‰ 0
et on a alors

@ j,y j “
x j

xi0
yi0. (45)

Ce qui impose yi0 ‰ 0 et donc on peut supposer yi0 “ xi0 et on a

π
´1

pxq “ px1, . . . ,xnq, rx1 : . . . : xns. (46)

On voit donc qu’on a un isomorphisme XzE Ñ Anzt0u dont l’inverse est donné
par

x P An
zt0u ÞÑ px1, . . . ,xnq, rx1 : . . . : xns. (47)

Maintenant, soit X une variété et x P X un point lisse. Soient pu1, . . . ,unq des
coordonnées locales en x et U un ouvert affine contenant x où u1, . . . ,un sont régu-
lières. On définit l’éclatement X̃ de X de x par recollement de deux variétés X1,X2.
On définit X1 “ Xztxu et X2 Ă U ˆ Pn´1 définies par les équations

uiy j “ u jyi. (48)

On a alors que X1 XU » Uztxu » X2 » E et on définit X̃ par recollement de
X1,X2 le long de X1 XU et X2zE.
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Exercice 4.8. Montrer que si on avait choisi d’autres coordonnées locales en x on
aurait une variété isomorphe.

Définition 4.9. Si X est une variété et Y Ă X une sous-variété. Soit π : Z Ñ X
l’éclatement d’un point lisse p. La transformée stricte de Y est l’adhérence de
π´1pY ztpuq dans Z.

5 Diviseurs

5.1 Diviseur d’une fonction rationnelle
Une fonction rationnelle sur P1 est de la forme

f “
pt ´ α1qm1 ¨ ¨ ¨ pt ´ αrq

mr

pt ´ β1qn1 ¨ ¨ ¨ pt ´ βsqns
. (49)

Les points α1, . . . ,αr sont les zéros de f et les β1, . . . ,βs les pôles. On peut encoder
ces informations de la façon suivante, le diviseur de f est

divp f q “ m1pα1q ` ¨ ¨ ¨ ` mrpαrq ´ n1pβ1q ´ ¨ ¨ ¨ ´ nspβsq. (50)

Et il n’est pas dur de voir que deux fractions rationnelles ont même diviseur si et
seulement si leur quotient est une constante. On généralise cette notion pour toute
variété.

Définition 5.1. Soit X une variété irréductible. Un diviseur de Weil sur X est une
somme formelle

D “ a1E1 ` ¨¨ ¨ ` arEr (51)

où ai P Z et Ei est une sous-variété irréductible de codimension 1. Si tous les ai
sont positifs, on dira que D est effectif, ce qu’on notera D ě 0. Une sous-variété
irréductible de codimension 1 est appelée un diviseur premier. Si tous les ai sont
non-nuls, le support de D est défini comme

SuppD :“
ď

i

Ei. (52)

On peut additioner deux diviseurs, en effet, si D,D1 sont des diviseurs de Weil
alors on peut écrire

D “ a1E1 ` ¨¨ ¨ ` arEr, D1
“ a1

1E1 ` ¨¨ ¨ ` a1
rEr (53)



CHAPITRE II. PROPRIÉTÉS LOCALES 48

et on définit
D ` D1 :“ pa1 ` a1

1qE1 ` ¨¨ ¨ ` par ` a1
rqEr. (54)

Les diviseurs sur une variété X forment un groupe que l’on note DivpXq. On va
maintenant montrer comment on peut associer pour tout f P KpXqˆ un diviseur
divp f q. Ceci est possible dans le cas suivant : X est lisse en codimension 1, i.e le
lieu singulier de X est de codimension ě 2.

Soit E Ă X une sous-variété irréductible de codimension 1. Il existe un ouvert
affine U Ă X qui intersecte E tel que E donné par une seule équation π dans U par
le théorème 4.4. Maintenant, pour tout f P KrUs, il existe un entier k ě 0 tel que

f P pπ
k
q et f R pπ

k`1
q. (55)

En effet, sinon on aurait f P Xkpπkq mais soit x P E XU un point lisse, alors
OX ,x est un anneau factoriel et on aurait dans OX ,x que f est divisible par toutes
les puissances positives de π, ce qui impliquerait que f “ 0 dans OX ,x. Donc f
est nulle sur un ouvert contenant x et donc f “ 0 P KrUs. L’entier k ě 0 est noté
ordEp f q. C’est l’ordre d’annulation de f le long de E. On a les propriétés sui-
vantes

ordEp f gq “ ordEp f q ` ordEpgq (56)
ordEp f ` gq ě minpordEp f q,ordEpgqq. (57)

Maintenant si f P KpXq, on peut écrire f “ h{g avec h,g P KrUs et alors on
définit

ordEp f q “ ordEphq ´ ordEpgq. (58)

La définition est bien indépendante du choix des représentants de la fraction. À
priori cette définition dépend du choix de l’ouvert affine U , on montre que ce n’est
pas le cas. Si V Ă U est un ouvert affine, alors π est également une équation locale
de E sur V et donc

ordU
E “ ordV

E . (59)

Maintenant, si U,U 1 sont deux ouverts affines de X qui intersectent E, alors il
existe un ouvert affine V Ă U XU 1 qui intersecte également E et alors

ordU
E “ ordV

E “ ordU 1

E . (60)

Si ordEp f q “ k ą 0, on dit que f a un zéro d’ordre k le long de E, si ordEp f q “

´k ă 0, on dit que f a un pôle d’ordre k le long de E.
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Lemme 5.2. Soit X une variété lisse en codimension 1 et f P KpXqzt0u, alors il
existe un nombre fini de diviseurs premiers E tels que ordEp f q ‰ 0.

Démonstration. Soit U un ouvert affine de X et f P KpXq, on écrit f “ g{h avec
g,h P KrUs. On a alors que ordEp f q “ 0 pour tout diviseur premier de U qui n’est
pas une composante irréductible de V pgq YV phq. On conclut en utilisant le fait
que X admet un recouvrement fini par des ouverts affines.

Définition 5.3. Soit X une variété lisse en codimension 1 et f P KpXqˆ, le diviseur
de f est défini par

divp f q “
ÿ

E

ordEpFqE. (61)

C’est bien un élément de DivpXq par le lemme 5.2. Un tel diviseur est dit principal.
En particulier, l’application div : f P Kˆ Ñ divp f q P DivpXq est un morphisme de
groupes et les diviseurs principaux forment un sous-groupe de DivpXq car c’est
l’image de ce morphisme, on le note PrinpXq.

Lemme 5.4. Si f P KrXs, alors divp f q ě 0. Si X est lisse alors c’est une équiva-
lence.

Démonstration. La première assertion est claire. Supposons X lisse et montrons
que f P KrXs. Soit x P X un point où f n’est pas régulière. On écrit f “ g{h
avec g,h P Ox mais g{h R Ox. Comme Ox est factoriel, on peut supposer que g,h
n’ont pas de facteurs en communs. Soit π P Ox un élément irréductible qui divise
h mais pas g. Alors pour tout voisinage ouvert affine U de x assez petit V pπq est
irréductible de codimension 1 et si E est son adhérence dans X on aurait ordEp f q ă

0 c’est absurde.

Corollaire 5.5. Soit X une variété projective lisse et f ,g P KpXqˆ, alors

divp f q “ divpgq ô f “ λg (62)

avec λ P Kˆ.

Démonstration. Si divp f q “ divpgq, alors divp f {gq “ 0. En particulier f {g P KrXs,
donc il existe λ P Kˆ tel que f {g “ λ.

Exemple 5.6. Toute variété irréductible de codimension 1 dans An est le lieu de
zéros d’un polynôme irréductible F . Donc tous les diviseurs sur An sont princi-
paux.
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Exemple 5.7. Si X “ Pn, toute sous-variété irréductible de codimension 1 est le
lieu de zéros d’un polynôme homogène F . Soit f P KpXq, alors f “ F

G où F,G sont
deux polynômes homogènes de même degrés. On écrit F “

ś

i Lmi
i et G “

ś

j Hn j
j

et alors
divp f q “

ÿ

miCi ´
ÿ

n jE j (63)

où Ci “V pLiq et E j “V pH jq. Comme degF “ degG, on a
ř

mi degLi “
ř

j n j degE j.
On définit le degré d’un diviseur D “

ř

kiCi par degD “
ř

ki degCi où degCi est
le degré de son équation homogène. On vient de montrer que tout diviseur princi-
pal est de degré zéro. Réciproquement si D “

ř

kiCi est de degré 0, alors en notant
Ci “ V pHiq on a que D “ divp f q avec

f “
ź

i

Hmi
i . (64)

Définition 5.8. On dit que D,D1 P DivpXq sont linéairement équivalents s’il existe
f P KpXqˆ tel que

D “ D1
` divp f q. (65)

Le groupe des classes de X est le groupe ClpXq des diviseurs modulo équivalences
linéaires, i.e

ClpXq “ DivpXq{PrinpXq. (66)

Théorème 5.9. On a
ClpPn

q “ ZH (67)

où H est n’importe quel hyperplan de Pn. En particulier toute hypersurface irré-
ductible de degré d est linéairement équivalente à dH.

Démonstration. En reprenant l’exemple 5.7, on voit qu’on a un homomorphisme
surjecif de groupes deg : DivpXq Ñ Z dont le noyau est exactement les diviseurs
principaux. Comme pour tout hyperplan H, degpHq “ 1 on a le résultat.

5.2 Diviseurs de Cartier
Soit D “

ř

kiCi un diviseur de Weil. Pour tout x P X , on peut trouver un ouvert
U affine tel que tous les Ci sont définis par une équation πi sur U et alors

D|U “ divp f q|U (68)

où
f “

ź

π
ki
i . (69)
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Ainsi, tout diviseur de Weil est localement principal. On peut choisir un recouvre-
ment ouvert X YUi tel que pour tout i,D|Ui “ divp fiq. On a les contraintes suivantes
sur fi.

1. @i, fi P KpUiq
ˆ “ KpXqˆ.

2. @i, j, fi{ f j P OpUi XU jq
ˆ.

En effet, le second point vient du fait que divp fiq “ divp f jq sur Ui XU j.

Définition 5.10. Un diviseur de Cartier sur X est la donnée d’un recouvrement
ouvert X “

Ť

Ui et de fonctions rationnelles fi P KpUiq
ˆ telles que

@i, j, fi{ f j P OpUi XU jq
ˆ. (70)

Deux diviseurs de Cartier pUi, fiqi,pVj,g jq j sont égaux si pour tout i, j, fi|Ui XVj “

g j|UiXV j
. On note CartierpXq l’ensemble des diviseurs de Cartier de X .

Un diviseur de Cartier est principal s’il existe f P KpXqˆ tel que pour tout
i, fi “ f .

Soit x P X , une équation locale de D en x est la donnée d’un f P KpXqˆ tel que
D “ pUi, fiq avec un des fi égal à f et Ui contient x.

On a une loi de groupe sur les diviseurs de Cartier donnée par

pUi, fiq ¨
`

Vj,g j
˘

“
`

Ui XVj, fig j
˘

. (71)

Elle préserve les diviseurs principaux et on définit le groupe de Picard de X par
le quotient du groupe des diviseurs de Cartier par les diviseurs principaux.

Proposition 5.11. Soit X une variété lisse irréductible, alors on a un isomor-
phisme

DivpXq » CartierpXq (72)

qui envoie diviseurs principaux sur diviseurs principaux. Ainsi, on a également
un isomorphisme

ClpXq » PicpXq. (73)

Démonstration. On vient de constuire la flèche DivpXq Ñ CartierpXq et elle en-
voie diviseurs principaux sur diviseurs principaux. Réciproquement, soit pUi, fiq

un diviseur de Cartier. Soit E Ă X un diviseur premier, on définit

kE “ ordEp fiq. (74)
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Le nombre kE ne dépend pas du choix de fi par la propriété de compatibilité et on
peut définir le diviseur de Weil associé

D “
ÿ

E

kEE. (75)

C’est bien une somme finie car l’ensemble des diviseurs premiers E tel que E X

Ui ‰ H et ordEp fiq ‰ 0 est fini et XzUi a un nombre fini de composantes irréduc-
tibles. C’est la flèche inverse CartierpXq ñ DivpXq et elle envoie bien diviseurs
principaux sur diviseurs principaux.

Exemple 5.12. Si X est une variété lisse et π : Z Ñ X est l’éclatement d’un point
x P X , alors π´1pxq “ E est un diviseur. On l’appelle le diviseur exceptionnel.

Définition 5.13. Soit φ : X ÑY un morphisme entre variétés lisses et D “ pUi, fiq P

CartierpY q un diviseur de Cartier. On définit le tiré-en-arrière φ˚D de D par φ par

φ
˚D “

`

φ
´1

pUiq,φ
˚
p fiq

˘

. (76)

Lemme 5.14. Le tiré-en-arrière φ˚ envoie les diviseurs principaux sur les divi-
seurs principaux et induit un homomorphisme de groupes

φ
˚ : PicpY q Ñ PicpXq. (77)

Si D “
ř

i aiEi est un diviseur, alors on définit la multiplicité de D en x par

mxpDq “
ÿ

i

aimxpEiq (78)

et la multiplicité de Ei en x est la multiplicité d’une de ses équations locales.

Proposition 5.15. Soit X une variéte lisse et D un diviseur sur X. Si π : Z Ñ X est
l’éclatement d’un point p, alors

π
˚D “ π

1
pDq ` mE (79)

où E est le diviseur exceptionnel et m est la multiplicité de D en p.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour D irréductible. Déjà commme
π est un isomorphisme en dehors de p, on a que

π
˚D “ π

1
pDq ` rE (80)
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avec r à déterminer. Soit h une équation locale de D en x, on peut prendre un
ouvert affine U autour de p avec coordonnées locales x1, . . . ,xn centrées en x.
L’éclatement π´1pUq Ñ U est donné en coordonnées locales par

πpv,u1, . . . ,un´1q “ pv,u1v, . . . ,un´1vq (81)

et v est une équation locale de E le diviseur exceptionnel. Si on écrit h sous forme
de série formelles, alors

h “ hmpx1, . . . ,xnq `
ÿ

kěm`1

hkpx1, . . . ,xnq (82)

où hi est le terme homogène de degré i. Maintenant,

π
˚h “ vmhmp1,u1, . . . ,un´1q `

ÿ

kěm`1

vkhkp1,u1, . . . ,un´1q. (83)

Comme hmp1,u1, . . . ,un´1q ‰ 0 on a bien que r “ m.

5.3 Système linéaire associé à un diviseur
Les polynômes à une variable de degré ď n forment un espace vectoriel de

dimension fini. Soit f un tel polynôme, c’est une fonction rationnelle sur P1 et
son diviseur est de la forme

divp f q “ D ´ degp f qp8q (84)

avec degp f q ď n et SuppD Ă A1. On voit alors que les polynômes de degré ď n
peut être vu comme l’ensemble des fonctions rationnelles f sur P1 telles que

divp f q ` np8q ě 0. (85)

On montre comment faire le même procédé pour toute variété projective lisse.
Soit X une variété projective lisse et D un diviseur. On définit l’espace de

Riemann-Roch de D par

L pDq :“
␣

f P KpXq
ˆ : divp f q ` D ě 0

(

. (86)

C’est un espace vectoriel et on admettra le fait que si X est projective, c’est un
espace vectoriel de dimension finie. On notera ℓpDq sa dimension.
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Lemme 5.16. Soit f P KpXqˆ et D un diviseur sur X, on a f P L pDq si et seule-
ment si pour tout ouvert affine U tel que D admet une équation locale h sur U on
a

f h P OpUq. (87)

Démonstration. Soit U un ouvert affine tel que D admette une équation locale h
sur U , on a alors que

D|U “ divphq. (88)

Et donc si f P L pDq, alors divp f hq|U “ divp f q|U ` divphq|U ě 0 et donc f h P

OpUq.
Réciproquement, si f vérifie la seconde propriété, il vient que divp f q ` D est

effectif car pour tout ouvert affine, l’équation locale de ce diviseur est une fonction
régulière.

Exemple 5.17. Soit H l’hyperplan tx0 “ 0u dans Pn, alors

L pHq “ Vect
ˆ

1,
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

˙

. (89)

Remarque 5.18. Étant donné que deux fonctions rationnelles ont même diviseurs
si et seulement si leur quotient est une constante non-nulle on voit que le projec-
tivisé de L pDq est

PpL pDqq “
␣

D1
P DivpXq : D1

ě 0,D1
„ D

(

. (90)

Théorème 5.19. Si D „ D1, alors ℓpDq “ ℓpD1q.

Démonstration. Il existe f P KpXqˆ tel que D´D1 “ divp f q. Soit g P L pDq, alors
divpgq ` D ě 0 et donc

divp f gq ` D1
ě 0. (91)

On a donc une application linéaire g P L pDq ÞÑ f g P L pD1q et l’inverse est donné
par la division par f , d’où l’égalité.

Proposition 5.20. Soit φ : X Ñ Y un morphisme dominant, alors φ˚ : KpY q ãÑ

KpXq induit une application linéaire injective

φ
˚ : L pDq ãÑ L pφ

˚Dq. (92)
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Démonstration. Soit f P L pDq, il faut montrer que φ˚ f P L pφ˚Dq. Par le lemme
5.16, il suffit de montrer que pour tout x P X , il existe une équation locale hx de
φ˚D en x tel que φ˚ f hx P Ox. Mais soit y “ φpxq et hy une équation locale de D en
y, alors φ˚y est une équation locale de φ˚D en x et on a bien que f hy P Oy par le
lemme 5.16.

Exemple 5.21. On a vu que PicpPdq “ ZH où H est un hyperplan de Pd . Il vient
que

ℓpnHq ě 1 ô n ě 1. (93)

Et on a ℓp0q “ 1 et ℓpnHq “ 0 pour tout n ă 0.

Définition 5.22. Soit X une variété projective lisse.
(i) Un système linéaire est la donnée d’un sous-espace vectoriel V Ă L pDq

pour un certain diviseur D.
(ii) Si V “ L pDq on dit que V est un système linéaire complet.

(iii) Le lieu base d’un système linéaire V est l’ensemble des points x P X tels
que

x P
č

D1PPpV q

SuppD1. (94)

On le note BspV q. Si V “ L pDq, alors on écrit BspV q “ BspDq.

Lemme 5.23. Soit V un système linéaire sur une variété projective lisse X. Soit E
un diviseur premier de X, on définit

ordEpV q :“ minpordEpDq : D P V q ě 0. (95)

Alors, il existe un nombre fini de diviseur premier E tel que ordEpV q ą 0.

Démonstration. Soit f1, . . . , fr une base de V , par les propriétés des valuations on
a que ordEpV q “ minpordEp f1q, . . . ,ordEp frqq ` ordEpDq donc les seuls diviseurs
qui vérifie ordEpV q ą 0 sont contenus dans le support des divp fiq et SuppD.

Définition 5.24. Soit V un système linéaire, le diviseur

F “
ÿ

E

ordEpV qE (96)

est appelé la partie fixe de V et le système linéaire

V ´ F :“ tD ´ F : D P V u (97)

est la partie mobile de V .
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Lemme 5.25. Soit D un diviseur et V “ L pDq son système linéaire associé, si F
est la partie fixe de D, alors

L pDq “ L pMq (98)

où M “ D ´ F.

Démonstration. On a

L pDq “ t f : divp f q ` D ě 0u (99)
“ t f : divp f q ` D ě Fu (100)
“ t f : divp f q ` pD ´ Fq ě 0u “ L pMq. (101)

On conclut cette partie par une application qui est le calcul du groupe d’auto-
morphismes de Pn. On a vu que PGLn`1pKq agit fidèlement sur Pn. On montre en
fait que c’est le groupe d’automorphismes de Pn.

Théorème 5.26. Soit n ě 1, alors

AutpPn
q “ PGLn`1pKq. (102)

Démonstration. Soit g P AutpPnq, alors g agit sur PicpPnq “ ZH par automor-
phisme de groupes par le tiré-en-arrière. On doit donc avoir que f ˚H „ ˘H et
comme ℓpHq ą 0 et ℓp´Hq “ 0 on doit avoir f ˚H „ H. Donc H est envoyé sur
un autre hyperplan H 1 par f . Quitte à composer f par un élément de PGLn`1pKq

on peut supposer que H “ tx0 “ 0u est fixe par f . On a donc que f agit par au-
tomorphisme linéaire sur L pHq qui est de dimension n ` 1. Soit M la matrice de
GLn`1pKq de f dans la base

´

1, x1
x0
, . . . , xn

x0

¯

. On voit alors que l’action de f sur Pn

est donnée par

f prx0 : ¨ ¨ ¨ : xnsq “

„

Mp1q : M
ˆ

x1

x0

˙

: ¨ ¨ ¨ : M
ˆ

xn

x0

˙ȷ

“ rMpx0q : Mpx1q : ¨ ¨ ¨ : Mpxnqs .

(103)
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5.4 Application associée à un système linéaire.
Soit X une variété projective lisse et V un système linéaire sur X de dimension

NpV q ` 1. Le système linéaire V définit naturellement une application rationnelle

φV : x P X 99K r f0pxq : ¨ ¨ ¨ : fNpV qpxqs P PNpV q (104)

où f0, . . . , fNpV q est une base de V . Il est clair que φV est défini à automorphisme
de Pn près. On a que φV est bien définie sur le complémentaire du lieu base de V .
Si V “ L pDq est un système linéaire complet, on notera φD au lieu de φL pDq.

Proposition 5.27. Si V est un système linéaire, alors

IndpφV q “ BspV ´ Fq. (105)

Démonstration. Soit f0, . . . , fN une base de V Ă L pDq. Soit x P X et h une équa-
tion locale de D en x, on a alors localement en x

φV “ r f0h : ¨ ¨ ¨ : fNhs (106)

et chaque fih P Ox. Soit g un PGCD de f0h, . . . , fNh dans Ox, on a que g est une
équation locale de F en x et alors

φV “

„

f0h
g

: ¨ ¨ ¨ :
fNh
g

ȷ

. (107)

Maintenant, x P IndpφV q si et seulement si pour tout i “ 0, . . . ,N

fih
g

pxq “ 0. (108)

En effet, φV est régulière en x si et seulement si on peut écrire φV “ ru0 : ¨ ¨ ¨ : uns

avec ui régulière en x et qui ne s’annulent pas toute en x. On aurait alors uivi “
fih
g

avec vi inversible. Mais alors il existerait i0 tel que ui0pxq ‰ 0 et on aurait
fi0h
g pxq ‰

0.
On voit donc que x P IndpφV q ô x P BspD ´ Fq.

Réciproquement, soit φ : X 99K Pn une application rationnelle. On sait que
codimIndφ ě 2. Soit H un hyperplan de Pn, on a un morphisme φ : Xz Indpφq Ñ

PN et on note Dφ “ φ˚H. C’est un diviseur sur Xz Indpφq qui s’étend en un diviseur
de X car codimIndpφq ě 2. On note Vφ “ φ˚L pHq Ă L pDφq.



CHAPITRE II. PROPRIÉTÉS LOCALES 58

Proposition 5.28. À automorphisme linéaire près φ “ φVφ
.

Démonstration. À automorphisme linéaire près on peut supposer que H “ tx0 “ 0u,
alors en écrivant

φ “ r f0 : ¨ ¨ ¨ : fNs (109)

et alors on voit que

φ
˚

ˆ

1,
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

˙

“

ˆ

1,
f1

f0
, . . . ,

fn

f0

˙

. (110)

Ainsi, Vφ “ Vect p1, f1{ f0, . . . , fn{ f0q Ă L pDφq et φ “ φVφ
.

Définition 5.29. Soit X une variété projective lisse et D un diviseur, on dit que D
est très ample s’il existe une immersion fermée φ : X ãÑ PN et un hyperplan H sur
Pn tel que D “ φ˚H.

Un diviseur D est ample s’il existe m ě 1 tel que mD est très ample.



Chapitre III

Géométrie birationnelle des surfaces
projectives

On va maintenant se restreindre à l’étude des surfaces projectives. On établira
les théorèmes sur la structure des applications birationnelles, le nombre d’inter-
section sur les diviseurs, etc . . .

Dans toute la suite les variétés qu’on considère sont irréductibles et lisses.

1 Nombre d’intersections
Soit X une surface projective, alors un diviseur premier sur X est une courbe

irréductible C. Soient C1,C2 deux courbes irréductibles distinctes sur X et p P

C1 XC2. On définit la multiplicité d’intersection de C1 et C2 en p par

ipp;C1,C2q “ dimK Op{x f1, f2y (1)

où fi est une équation locale de Ci en p. En particulier, si C1,C2 sont transverses,
i.e si dp f1 n’est pas proportionnelle à dp f2, alors p f1, f2q sont des coordonnées
locales en p et ipp;C1,C2q “ 1. On admettra le résultat suivant.

Théorème 1.1. Il existe une unique fonction

DivpXq ˆ DivpXq Ñ Z (2)

notée D1 ¨ D2 telle que

(1) D1 ¨ D2 “ D2 ¨ D1.
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(2) pD1 ` D2q ¨ D3 “ D1 ¨ D3 ` D2 ¨ D3.
(3) Si C1,C2 sont deux courbes irréductibles distinctes, alors

C1 ¨C2 “
ÿ

pPC1XC2

ipp;C1,C2q. (3)

(4) Si D1 „ D3, alors D1 ¨ D2 “ D3 ¨ D2.

On appelle cette fonction le nombre d’intersection sur les diviseurs. La condi-
tion (4) permet de passer à équivalence linéaire près et on a donc un produit bili-
néaire symétrique

PicpXq ˆ PicpXq Ñ Z. (4)

On définit le groupe de Néron-Severi de X de la façon suivante : On dit que
D est numériquement équivalent à D1 si pour toute courbe C, D ¨C “ D1 ¨C. On
note cette équivalence D ” D1. On a évidemment D „ D1 ñ D ” D1. Le groupe
de Néron-Severi de X est le groupe des diviseurs modulo équivalence numérique.
On le note NSpXq et on a un morphisme surjectif PicpXq Ñ NSpXq. On admettra
le fait suivant :

Proposition 1.2. Soit X une surface projective lisse rationnelle, alors PicpXq “

NSpXq.

Exemple 1.3. On sait que PicpP2q “ ZL où L est une droite. Comme deux droites
de P2 s’intersecte en un point on a que H2 “ 1. Donc PicpP2q “ NSpP2q et le
produit d’intersection est donné par

nH ¨ mH “ nm. (5)

On retrouve le fait que deux courbes de degrés n,m qui n’ont pas de compo-
santes en communs ont nm points d’intersections comptés avec multiplicité. C’est
le théorème de Bézout.

Exercice 1.4. Soit X “ P1 ˆ P1. Montrer que PicP1 ˆ P1 “ ZL ‘ ZL1 où L “

P1 ˆ tptu et L1 “ tptu ˆ P1 et que le produit d’intersection est de la forme
`

n1L ` m1L1
˘

¨
`

n2L ` m2L1
˘

“ n1m2 ` m1n2. (6)

Théorème 1.5. Soit X une surface projective et Blx X l’éclatement d’un point,
alors si E est le diviseur exceptionnel, on a

PicpBlx Xq “ π
˚ PicpXq ‘ ZE (7)

avec les propriétés suivantes :
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(1) @D,D1 P PicpXq,π˚D ¨ π˚D1 “ D ¨ D1.

(2) @D P PicpXq,π˚D ¨ E “ 0.

(3) E2 “ ´1.

On a de plus le critére de Castelnuovo : si Y est une surface projective et E
est une courbe isomorphe à P1 telle que E2 “ ´1, alors il existe X une surface
projective et π : Y Ñ X est un morphisme birationnel tel que πpY q “ p P X et π est
l’éclatement de p.

Exemple 1.6. On considère X “ P2 et p “ r1 : 0 : 0s. On considère la fibration
q : rx : y : zs P P2 99K ry : zs P P1. On a Indpqq “ tpu. Soit Lz la transformée stricte
de tz “ 0u, alors on a π˚ tz “ 0u “ Lz ` E. Et donc on a L2

z “ 0. On aurait pu
trouver ce résultat d’une autre manière. En effet Lz “ q˚p8q et Lz „ q˚pαq pour
α P P1 comme deux fibres ne s’intersectent pas on retrouve que L2

z “ 0.

2 Factorisation des applications birationnelles entre
surfaces.

On va montrer dans cette partie que toute application birationnelle entre sur-
faces projectives se résoud par des éclatements de points. Il y a deux parties. Tout
d’abord on montre que pour toute application rationnelle f : X 99K Y où X est
une surface projective et Y une variété projective, il existe une suite d’éclatement
π : Z Ñ X tel que f ˝ π : Z Ñ Y est un morphisme.

On montrera ensuite que si f : X Ñ Y est un morphisme birationnel, alors f
est une composition de

2.1 Résolution des indéterminations
Théorème 2.1. Soit X une surface projective et f : X 99K Pn une application
rationnelle, alors il existe une suite d’éclatements de points π : Y Ñ X telle que
f ˝ π : Y Ñ Pn est un morphisme

Démonstration. Soit f “ p f0 :, . . . , fnq. On sait que f “ φV pour un certain système
linéaire V . Si F est la partie fixe de D, alors Indp f q “ BspV ´ Fq est une union
finie de points. On définit dp f q comme le nombre

dp f q “ M1M2 (8)
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où M1,M2 P V ´ F . On montre que dp f q ě 0. Pour cela il suffit de montrer qu’on
peut trouver M1,M2 P V ´ F sans composante commune. Comme V ´ F est sans
composante fixe, pour toute courbe C Ă X , il existe D P V ´F tel que ordCpDq “ 0.
On note Di “ divp fiq´F . Soit gi une équation locale de Di en un point c P C. Tous
les diviseurs de V ´ F sont de la forme

Dλ “ div

˜

n
ÿ

i“0

λi fi

¸

´ F. (9)

Donc ordCpDλq ą 0 si et seulement si
ř

i λigi|C “ 0. Donc l’ensemble des λ tel
que ordCpDλq ą 0 est un sous-espace vectoriel strict de V ´F . Comme le corps de
base est algébriquement clos, il est infini et donc V ´F n’est pas une union finie de
sous-espaces stricts. Ainsi, on peut trouver Dλ,Dλ1 P V ´ F tel que Dλ,Dλ1 n’ont
pas de composantes en communs. Maintenant soit p un des points bases de V ´F .
La multiplicité de L pV ´ Fq au point p est le nombre

mxpL pV ´ Fqq “ minpmxpD1q : D1 P PL pV ´ Fqq . (10)

Si π : Z Ñ Y est l’éclatement de p, alors π˚V ´ F a pour composante fixe E avec
multiplicité r “ mxpL pV ´Fqq. Ainsi, la partie fixe de π˚pV q est π˚F `rE et alors

dp f ˝ πq “ pV ´ F ´ rEq
2

“ V ´ F2
´ r ă V ´ F2

“ dp f q. (11)

On voit donc que ce processus doit s’arrêter et le théorème est démontré.

Soit f : X 99K Pn une application rationnelle dominante, le graphe de f est
défini de la façon suivante. Soit U un ouvert où f est définie. on définit Γ f comme
l’adhérence du graphe de f dans U ˆ Pn Ă X ˆ Pn. Soit p P X , alors on définit la
transformée de p par f par

f ppq :“ π2pπ
´1
1 ppqq (12)

où π1,π2 sont les deux projections de X ˆ Pn. En particulier si f est définie en p
on obtient bien le point f ppq.

On admettra le fait suivant :

Proposition 2.2. Soit f : X 99K Pn une application rationnelle dominante avec X
une surface projective, alors p P Indp f q, si et seulement si f ppq est une union de
courbes.
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Pour les applications birationnelles de surfaces cela donne le corollaire sui-
vant.

Corollaire 2.3. Si f : X 99K Y est une application birationnelle entre surfaces
projectives, alors p P Indp f q si et seulement s’il existe une courbe C Ă Y tel que
f ´1 contracte C sur p.

2.2 Factorisation des morphismes birationnels
On montre le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soit f : X Ñ Y un morphisme birationnel entre surfaces projec-
tives. Soit q P Indp f ´1q. Si π : Z Ñ Y est l’éclatement de q, alors π´1 ˝ f est un
morphisme.

Démonstration. On a le diagramme suivant :

Z Ą E

X Y P q

π
g

f

(13)

On veut montrer que g est un morphisme. Si ce n’est pas le cas, alors soit p P

Indpgq. Par la proposition 2.2, on a que gppq doit contenir une courbe. Ça ne peut
être que le diviseur exceptionnel E et on doit avoir f ppq “ q. On montre le point
suivant : la différentielle dp f : TpX Ñ TqY est un isomorphisme. Si ce n’est pas
le cas, alors il existe une droite L Ă TqY qui contient l’image de la différentielle.
Mais alors il existe un ensemble fini S Ă E tel que g´1 est défini sur EzS et alors
on aurait pour tout m P EzS, Impdmπq “ Impdp f ˝ dmg´1q Ă ℓ. Mais c’est absurde
car on sait que π s’écrit en coordonnées locales πpu,vq “ pu,uvq avec u “ 0 une
équation de E et donc sa différentielle est de la forme

dpu,vqπ “

ˆ

1 0
v u

˙

(14)

On voit donc que l’image de dpu,vqπ varie avec u et ne peut pas être contenue dans
une droite.

On aboutit maintenant à une contradiction car vu que q est un point d’indéter-
mination de f ´1 et que f ppq “ q, il existe une courbe C passant par p telle que
f pCq “ q, mais alors si z “ 0 est une équation de C, on a que dxz est dans le noyau
de la différentielle dx f car C est contractée, c’est une contradiction.
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On en déduit le théorème suivant.

Théorème 2.5. Soit f : X Ñ Y un morphisme birationnel, alors f est la composée
d’un nombre fini d’éclatements de points et d’un automorphisme de Y .

2.3 Surfaces de Hirzebruch
Une surface de Hirzebruch est une surface projective S munie d’un morphisme

surjectif vers P1 telle que chaque fibre est isomorphe à P1. On admettra le résultat
suivant.

Théorème 2.6. Une surface S de Hirzebruch est rationnelle et NSpSq “ Zr f s `

Zrss avec f une fibre de la fibration vers P1 et s une section de la fibration. On a
que s2 “ ´n avec n ě 0 et pour chaque n, S est unique à isomorphisme près.

On a de plus f 2 “ 0 et s ¨ f “ 1. On notera Fn une surface de Hirzebruch telle
que s2 “ ´n. On montre comment construire Fn pour tout n ě 0.

n “ 0

On a F0 “ P1 ˆ P1 avec le morphisme vers P1 étant une des deux projections.

n “ 1

On a que F1 est l’éclatement de P2 en un point p. En effet, si L est une droite
de P2 passant par p, alors on a un morphisme π : Blp P2 Ñ P1 qui provient de
l’éclatement toutes les fibres sont linéairement équivalentes à L1 et le diviseur
exceptionnel E est une section et vérifie E2 “ ´1.

Construction de Fn`1 à partir de Fn

Supposons avoir construit Fn, on va montrer comment construire Fn`1 à partir
de Fn. Soit σ : Fn Ñ P1 le morphisme vers P1, soit sn une section et fn une fibre.
Soit τ : X Ñ Fn l’éclatement de sn X fn. La surface X admet un morphisme vers P1

qui est σ ˝ τ. Maintenant si on note s1
n et f 1

n les transformées strictes de la section
et de la fibre, on a

ps1
nq

2
“ s2

n ´ 1 “ ´pn ` 1q, p f 1
nq

2
“ ´1. (15)

Or f 1
n est isomorphe à P1 donc par le critère de Castelnuovo, on peut contracter

f 1
n. Si q “ σp fnq, alors la fibre de q par σ ˝ τ a exactement deux composantes
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irréductibles : f 1
n et le diviseur exceptionnel E. Soit ω : X Ñ Y la contraction de f 1

n,
on a alors que σ˝τ˝ω´1 :Y Ñ P1 est un morphisme, car ω est la contraction d’une
composante irréductible d’une des fibres. Maintenant si on note sn`1 “ ωps1

nq et
fn`1 “ ωpEq on a bien que E est une fibre de la fibration vers P1 et

s2
n`1 “ ´pn ` 1q, f 2

n`1 “ 0. (16)

Et donc Y “ Fn`1. Ce procédé est appelé une transformation élémentaire.

Proposition 2.7. À isomorphisme près Fn est donné par

Fn “
␣

rx : y : zs ˆ ru : vs P P2
ˆ P1 : yvn

“ zun( . (17)

Le morphisme vers P1 est donné par la projection sur le second facteur. On a un
plongement A2 ãÑ Fn donné par

px,yq ÞÑ rx : yn : 1s ˆ ry : 1s (18)

et la projection restreinte à A2 est qpx,yq “ y. La section de Fn est

s “ tr1 : 0 : 0s ˆ ru : vsu (19)

et les fibres de q sont données par

@α P P1, q´1
pαq “ rx : y : zs ˆ tαu . (20)

En particulier on retrouve bien que F0 “ P1 ˆ P1 et F1 est P2 éclaté en un
point. La transformation élémentaire Fn 99K Fn`1 devient

rx : y : zs ˆ ru : vs P Fn ÞÑ rxv : yu : zvs ˆ ru : vs P Fn`1. (21)

Proposition 2.8. Soit n ě 0 et q : Fn Ñ P1 la projection. On note U0 “ q´1
`

P1zt8u
˘

et U8 “ q´1
`

P1zt0u
˘

. Alors ces deux ouvert sont isomorphes à A1 ˆ P1, la sec-
tion E est donnée par A1 ˆ t8u, la fibration q est la projection sur A1 et le chan-
gement de cartes est donné par

t ˆ ru : vs P U0 ÞÑ
1
t

ˆ ru : tvs. (22)

Démonstration. Cette proposition est directe si on utilise la proposition 2.7 mais
on peut aussi le démontrer directement.
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On sait que F0 “ P1 ˆ P1 et F1 est l’éclatement de P2 en un point donc pour
n “ 0,1 le résultat est vrai et la vérification est laissée en exercice.

Supposons avoir montré le résultat pour Fn. On note Un
0 et Un

8 les deux ouverts
construits. Alors dans Un

8 “ A1 ˆ r1 : 0s, la section E est A1 ˆ t8u et q´1p8q “

t0u ˆ P1 est la fibre à l’infini. On doit donc éclater le point 0 ˆ r1 : 0s. Si s, ru : vs

sont les coordonnées sur A1 ˆ P1 on se place dans la carte u “ 1. Ce qui donne

ps,vq ˆ rz : ws, sw “ zv. (23)

On veut maintenant contracter la transformée stricte de s “ 0. On se place dans la
carte w “ 1, ce qui donne s “ zv et donc la transformée stricte de s “ 0 est z “ 0.
On a donc un ouvert isomorphe à A2 avec coordonnées pz,vq et la contraction de
z “ 0 est

pz,vq ÞÑ pzv,zq “ zv ˆ rz : 1s P A1
ˆ P1. (24)

En homogénéisant cela donne le morphisme

ps,vq ˆ rz : ws ÞÑ zv ˆ rz : ws P A1
ˆ P1. (25)

L’image est bien tout A1 ˆ P1 on note cet ouvert Un`1
8 et on a l’application

s ˆ ru : vs P Un
8 ÞÑ s ˆ rsu : vs. (26)

Maintenant comme les éclatements et contraction ont lieu dans la fibre q´1p8q on
a Un`1

0 “ Un
0 . Et on a

t ˆ ru : vs P Un
0 “ Un`1

0 ÞÑ
1
t

ˆ ru : tnvs “ s ˆ rsnu : vs P Un
8 (27)

ÞÑ s ˆ rsn`1u : vs “
1
t

ˆ ru : tn`1vs P Un`1
8 . (28)

Exercice 2.9. Soit n ě 1, on considère Fn la surface de Hirzebruch avec sa fi-
bration q : Fn Ñ P1. On sait que si E est une section de q et L8 une fibre, alors
FnzpE Y L8q “ A2.

1. Montrer que q : Fn Ñ P1 est le morphisme associé au système linéaire com-
plet de L8.

2. On souhaite décrire le groupe G “ AutpFnqXAutp A2q. Montrer que si f P G
alors f fixe E et L8.
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3. En déduire que f préserve la fibration q : Fn Ñ P1 et donc que f est élémen-
taire.

4. Montrer en utilisant la proposition 2.8 que

G “
␣

f px,yq “ pax ` b,cy ` Ppxqq : a,c P Kˆ,b P K,Ppxq P Krxsďn
(

.
(29)



Chapitre IV

Preuve du théorème de Jung

On rappelle l’énoncé du théorème de Jung. Un automorphisme de A2 est dit
élémentaire s’il est de la forme

f px,yq “ pax ` b,cy ` Ppxqq (1)

avec a,c P Kˆ,b P K et Ppxq P Krxs. C’est un groupe qu’on note E isomorphe à

E “ Krxs ¸ pKˆ
ˆ AutpA1

qq. (2)

On a vu dans un des exercices que E était exactement le sous-groupe de AutA2

qui préserve la fibration
q : px,yq P A2

ÞÑ x. (3)

Le théorème de Jung énonce que AutpA2q est engendré par le sous-groupe des
transformations affines et par E.

1 Préliminaires de la preuve
On va démontrer le théorème par récurrence sur le nombre de points d’in-

détermination. Soit f P AutpA2q, alors f induit une transformation birationnelle
f : P2 99K P2. Il existe alors une suite minimale d’éclatements σ : M Ñ P2 telle
que le relevé σ ˝ f : M Ñ P2 est un morphisme. Un point d’indétermination de f
est un des points qu’on a éclaté pour obtenir σ. Les points d’indéterminations ne
vivent donc pas que sur P2. Le nombre de points d’indéterminations de f est noté
#Indp f q. On a f P AutpP2q ô #Indp f q “ 0.

68
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Une complétion de A2 est une surface projective lisse qui possède un ouvert
dense isomorphe à A2. Un exemple de complétion de A2 est P2 ou bien Fn,n ě 0.
Si X est une complétion de A2, alors tout éclatement d’un point de XzA2 est encore
une complétion de A2 et la contraction d’une ´1-courbe de XzA2 est aussi une
complétion. Si X ,Y sont deux complétions de A2 et f P AutpA2q, alors f induit
une application birationnelle F : X 99K Y qui vérifie

X Y

A2 A2

F

f

. (4)

On dit que F est le relevé de f . Si on veut parler des points d’indéterminations de
f qui vivent sur X , on parlera des points d’indéterminations propres.

Proposition 1.1. Soit M une complétion de A2 obtenue en éclatement un nombre
fini de points au-dessus de P2 et f : M 99KP2 qui est le relevé d’un automorphisme
de A2 qui n’est pas un morphisme, alors

(1) f admet un unique point d’indétermination propre.

(2) f admet des points d’indéterminations p1, . . . , ps avec s ě 1 tels que
(a) p1 est le point d’indétermination propre de f .

(b) pour tout i “ 2, . . . ,s, pi est situé sur le diviseur exceptionnel obtenu
en éclatant pi´1.

(3) Chacune des courbes de XzA2 est conctractée sur un point par f .

(4) Soit π : Z Ñ X la résolution minimale de f : X 99K Y , alors la première
courbe contractée par f ˝ π est la transformée stricte d’une des courbes de
XzA2.

(5) En particulier si X “ P2, la première courbe contractée par f ˝ π est la
transformée stricte de la droite à l’infini de P2.

Démonstration. Si p est un point d’indétermination propre de f : X 99K P2, alors
f ´1 doit contracter une courbe sur p. La seule courbe qui peut être contractée est
la droite à l’infini de P2 car f est un automorphisme sur A2. Donc f a un unique
point d’indétermination propre. Cela montre (1) et (2) se montre en raisonnant par
récurrence sur le nombre d’éclatements pour résoudre f . Ensuite chaque courbe de
XzA2 est ou bien contractée sur un point, ou bien envoyée sur la droite à l’infini
dans P2 par f . Mais comme f ´1 contracte la droite à l’infini de P2 sur p1 le
deuxième cas n’est pas possible.
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Enfin, par ce qui précède ZzA2 est constitué du diviseur exceptionnel E d’auto-
intersection ´1 obtenu en éclatant ps, de la transformée stricte des diviseurs ex-
ceptionnels obtenus en éclatant pi, i “ 1, . . . ,s´1 qui sont tous d’auto-intersection
ď ´2 et de la transformée stricte des courbes de XzA2. Comme on ne peut contrac-
ter que des ´1-courbes, la première courbe contractée par f ˝ π est E ou bien
la transformée stricte d’une des courbes de XzA2. Si E était la première courbe
contractée alors ps ne serait pas un point d’indétermination de f c’est absurde.

2 Preuve du théorème
On raisonne par récurrence sur #Indp f q. On va démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.1. Soit f P AutpA2q tel que #Indp f q ě 1, alors il existe h P xAffpA2q,Ey

tel que
#Indp f hq ă #Indp f q. (5)

Ce qui démontre le théorème de Jung par récurrence. Pour montrer le théorème
on va considérer la résolution minimale de f

M

P2 P2
π

F

f

. (6)

En inspectant de plus près les éclatements effectués par π et en utilisant la propo-
sition 1.1 on va montrer la proposistion 2.1.

Soit f P AutpA2q tel que #Indp f q ě 1. On sait par la proposition 1.1 que f
admet un unique point d’intermination propre sur P2. On compose f avec un
automorphisme affine a tel que le point d’indétermiation propre de f a soit r1 : 0 :
0s. On a alors #Indp f aq “ #Indp f q. On va maintenant montrer qu’il existe e P E
tel que #Indp f aeq ă #Indp f aq. On note f0 “ f a.

2.1 Première étape : éclatement de r1 : 0 : 0s.
On éclate r1 : 0 : 0s. Cela donne

F1

P2 P2

π f1

f0

. (7)
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Avec de plus une fibration q : F1 Ñ P1 qui est qpx,yq “ y sur A2. Pour être sûr
que les opérations que l’on va mener donne bien un élément de E il faudra s’assu-
rer que l’on préserve la fibration q. On a #Indp f1q “ Indp f0q ´ 1. On ne peut pas
avoir que f1 est un morphisme car sinon r1 : 0 : 0s n’était pas un point d’indéter-
mination de f0. En effet, la seule ´1 courbe qu’on peut contracter est le diviseur
exceptionnel.

Dans la suite, on considéra les surfaces de Hirzebruch comme des complétions
de A2. En particulier FnzA2 est l’union de deux courbes rationnelles, une section
qu’on note s8pFnq et une fibre qu’on note f8pFnq. Ici on a F1zA2 “ s8pF1q Y

f8pF1q.

Lemme 2.2. Le point d’indétermination propre de f1 : F1 99K P2 est s8pF1q X

f8pF1q.

Démonstration. On sait déjà que f1 a un unique point d’indétermiation propre
p par la proposition 1.1. On sait de plus, toujours par la proposition 1.1, que la
première courbe contractée par une résolution de f1 doit être la transformée stricte
de f8pF1q car c’est la transformée stricte de la droite à l’infini de P2. Or comme
f8pF1q2 “ 0 et qu’elle doit devenir une ´1-courbe, il faut encore éclater une fois
un point dessus donc p P f8pF1q et comme on doit également avoir p P s8pF1q

cela prouve le lemme.

2.2 Deuxième étape : récurrence ascendante
On a maintenant une appllication birationnelle F1 99K P2 qui est le relevé

d’un automorphisme de A2. On va appliquer un nombre fini de transformations
élémentaires sur les surfaces de Hirzebruch, ces transformations préserve bien la
fibration q vers P1.

Proposition 2.3. Soit n ě 1. Soit h : Fn 99K P2 une transformation birationnelle
qui est le relevé d’un automorphisme de A2. Supposons que le point d’indéter-
mination propre de h soit p “ s8pFnq X f8pFnq, alors si φ : Fn 99K Fn`1 est la
transformation élémentaire qui consiste à éclater p et contracter la transformée
stricte de f8pFnq, alors #Indph ˝ φ´1q “ Indphq ´ 1, h ˝ φ´1 n’est pas un mor-
phisme et son point d’indétermination propre appartient à f8pFn`1q.

Démonstration. On considère la résolution π : M Ñ Fn de h. Le morphisme π

commence par l’éclatement de p “ s8pFnq X f8pFnq, on note τ : Y Ñ Fn l’éclate-
ment. Par la proposition 1.1, la première courbe contractée par h˝π est la transfor-
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mée stricte de s8pFnq ou bien la transformée stricte de f8pFnq. Mais la transfor-
mée stricte de la section a auto-intersection ď ´n´1 ď ´2. Donc c’est forcément
la transformée stricte de f8pFnq qui va être contractée en premier. Comme les
autres éclatements de π sont sur des points qui n’appartiennent pas à la trans-
formée stricte de f8pFnq (cette courbe est déjà d’auto-intersection ´1 après le
premier éclatement), on peut commencer par sa contraction. On arrive donc dans
Fn`1. Le diviseur exceptionnel E Ă Y devient f8pFn`1q et contient le point d’in-
détermination de f ˝ φ´1. En effet, h ˝ φ´1 ne peut pas être un morphisme car il
n’y a pas de ´1-courbe en dehors de A2 à contracter.

Après la première étape, on peut appliquer la proposition 2.3 à F1. On arrive
donc dans F2 et si le point d’indétermination propre de f1 : F2 99K P2 est encore
s8pF2q X f8pF2q on peut appliquer la proposition à nouveau. Ce procédé doit se
terminer car on a un nombre fini de points d’indéterminations et et on construit
une suite de transformations élémentaires φ : F1 99K Fn avec n ě 2 et on a le
diagramme

Fn

F1 P2

f2φ

f1

(8)

avec #Indp f2q “ #Indp f1q ´ n ` 1 avec n ě 2 et le point d’indétermination propre
de f2 est sur f8pFnqzs8pFnq.

2.3 Troisième étape : récurrence descendante
On va maintenant appliquer une suite de transformations élémentaires pour

passer de Fn à Fn´1.

Proposition 2.4. Soit n ě 2 et g : Fn Ñ P1 un relevé d’un automorphisme de
A2 tel que le point d’indétermination propre p de g est dans f8pFnqzs8pFnq.
Alors soit φ : Fn 99K Fn´1 la transformation élémentaire qui consiste à éclater p
et à contracter la transformée stricte de f8pFnq, alors on a

(1) #Indg ˝ φ´1 “ #Indg ´ 1

(2) Le point d’indétermination propre de g˝φ´1 appartient à f8pFn´1qzs8pFn´1q.

Démonstration. Soit π : Z Ñ Fn la résolution minimale de g. Le morphisme π

commence par l’éclatement de p et on appelle E le diviseur exceptionnel. Par la
propostion 1.1, la première courbe contractée par g ˝ π est la transformée stricte
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de f8pFnq car s8pFnq2 “ ´n ď ´2. On a donc que les éclatements successifs
de π sont au-dessus d’un point de E qui n’appartient pas à la transformée stricte
de f8pFnq. On peut donc commencer d’abord par contracter f8pFnq1. On arrive
alors dans Fn´1 et l’image de E est f8pFn´1q. Il est clair que #Indpg ˝ φ´1q “

#Indpgq ´ 1. Ensuite si n ě 3, alors Fn ne contient pas de p´1q-courbe à l’infini
donc g ˝ φ´1 a un point d’indétermination propre, ce point est sur f8pFn´1q car il
était sur E mais n’est pas sur s8pFn´1q car il était différent de E X f8pFnq1.

Si n “ 2, on montre que g ˝ φ´1 doit avoir un point d’indétermination propre.
En effet si ce n’était pas le cas, alors g˝φ´1 : F1 Ñ P2 consisterait en la contraction
de la section s8pF1q car c’est la seule p´1q-courbe à l’infini mais alors f8pF1q ne
serait pas contracté par g ˝ φ´1 ce qui contredit le point (3) de la proposition 1.1.
Ce point d’indétermination propre n’est pas sur s8pF1q par le même raisonnement
que dans le paragraphe précédent.

Après avoir appliqué cette proposition n ´ 1 fois on a construit φ2 : Fn 99K F1
qui est une suite de transformations élémentaires et telle que #Indp f2 ˝ φ

´1
2 q “

#Indp f2q ´ pn ´ 1q. Et le point d’indétermination propre de f2 ˝ φ
´1
2 n’est pas sur

s8pF1q.

2.4 Une dernière contraction
On a donc maintenant f3 : F1 99K P2 et le point d’indétermination propre p

de f3 appartient à f8pF1qzs8pF1q. Si π : Z Ñ F1 est une résolution minimale
de f3, alors la première courbe contractée par f3 ˝ π est la transformée stricte de
s8pF1q ou de f8pF1q. On montre que le deuxième cas n’est pas possible. En
effet, π commence par l’éclatement de p et f8pF1q1 devient une p´1q-courbe et
s8pF1q1 également. Si f3 ˝π commence par la contraction de f8pF1q1 alors l’auto-
intersection de s8pF1q1 devient 0 et cette courbe ne pourra plus être contractée,
mais cela contredit le point (3) de la proposition 1.1. Donc f3 ˝π commence par la
contraction de la transformée stricte de s8pF1q et on peut appliquer directement
cette contraction. Soit φ4 : F1 Ñ P2 la contraction de cette courbe, alors #Indp f3 ˝

φ
´1
4 q “ #Indp f3q et modulo un isomorphisme on peut supposer que la courbe est

contractée sur le point r1 : 0 : 0s.
En résumé, si on note f4 “ f3 ˝ φ

´1
4 on a

f “ f4 ˝ φ
´1
4 φ

´1
3 φ

´1
2 φ

´1
1 a´1. (9)

et #Indp f q ą #Indp f4q.
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De plus, φ1,φ4 sont l’éclatement du point r1 : 0 : 0s et φ3,φ4 sont des compo-
sitions de transformations élémentaires, donc elles préservent toutes la fibration
qpx,yq “ x et leur produit correspond à un automorphisme élémentaire.

3 Produit amalgamé
On va montrer un résultat plus fort sur la structure du groupe AutpA2q. On va

montrer que c’est une produit amalgamé sur les sous-groupes AffpA2q et E. Cela
signifie tout d’abord que n’importe quel automorphisme de f est un produit de
affine et élémentaires, ce qu’on vient de démontrer mais de plus si on a un mot de
la forme

m “ e1a1e2a2 ¨ ¨ ¨erar (10)

avec ai P AffpA2qzE et ei P EzAffpA2q, alors ce mot n’est pas l’automorphisme
identité.

La preuve est comme suit : un élément de AffpA2q n’est pas dans E si et
seulement si il ne fixe pas le point r1 : 0 : 0s. Un élément e P E n’est pas dans
AffpA2q si et seulement si il contracte la droite à l’infini sur un point. Et ce point
est nécessairement r1 : 0 : 0s en particulier c’est le point d’indétermination de e
et e´1. Maintenant prenons un mot comme celui dans (10). On regarde l’action
de ce mot sur le point p “ r1 : 0 : 0s. On a que arppq “ qr est un point sur la
droite à l’infini différent de p. On a erpqrq “ p car qr ‰ p n’est pas un point
d’indétermination de er. Par récurrence sur r on voit que mppq ‰ p donc m ‰ id.
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