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1 Introduction

Ce document contient les notes du cours données a Neuchéatel au premier se-
mestre de ’année 2024-2025. Ces notes sont amenées a évoluer au cours du se-
mestre. Si vous remarquez des erreurs de typographie ou autre merci de me les
communique.

Le but final de ce cours est de démontrer le théoreme de Jung sur la structure
du groupe d’automorphismes du plan affine. Nous suivrons la preuve de Stéphane
Lamy dans [Lam02]]. Pour se faire le cours sera séparé en deux parties. Une pre-
miere partie consacrée a une introduction a la géométrie algébrique ol nous sui-
vrons le livre de Shafarevich [Shal3]. Dans la deuxieme partie, nous étudierons
la preuve du théoreme de Jung et discuterons d’applications sur la dynamique des
automorphismes polynomiaux du plan.

Convention.—Dans tout cet ouvrage les corps considérés seront algébrique-
ment clos sauf mention explicite du contraire.



Premiere partie

Géométrie algébrique



Chapitre I

Variétés algébriques

1 Ensembles algébriques

1.1 Topologie de Zariski et ensemble algébrique

Soit K un corps algébriquement clos. On note A" ou Ay I’espace affine de
dimension n sur K, c’est a dire ’ensemble des points de K", ces points sont de la
forme a0 = (ay,...,0,) avec o; € K. Soit K[t1,...,t,] =: K[T] I’anneau des poly-
ndmes a n variables sur K. On notera X pour I’ensemble des variables xp,...,x,.
On rappelle que cet anneau est Noetherien, en particulier tout idéal de K[T']| est
finiment engendré. Pour un idéal I — K|[T], on définit

V(I):={aecAl:VPel, P(a)=0}. (1)

Si 1,J sont deux idéaux de K|[T], on note I + J I’idéal engendré par I et J et IJ
I’'1déal défini par
J={{ij:iel,jel}). )

Lemme 1.1. Ona
(1) IcJ=V(I)>V({J).
(2) VIJ)=V(I)uV({J).

(3) si (In)oea est une collection d’idéaux,

1% (—|—1a> - ﬂ V(). (3)

oeA oeA

3
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4)

Lemme 1.2. Si [ = (Py,...,P,), alors
Vi) ={aeA":P(a) = =P(a) =0} =V (Py,...,P,). 3)
Démonstration. Notons W I’ensemble a droite de cette égalité. Comme Py, ..., P €
I,onaV(I) c W.Réciproquement, si o € A" est tel que P(at) = --- = P(a) =0,

alors tout élément P € [ s’écrit

P=0O\P1+--+ 0P (6)
avec Q; € K|[T] et donc P(a) = 0. Cela montre W < V(I). O

Définition 1.3. Tout ensemble de la forme V' (I) pour / un idéal de K[T'] est appelé
un ensemble algébrique de A". La topologie de Zariski sur A" est la topologie dont
les fermés sont les ensembles algébriques.

Proposition 1.4. La topologie de Zariski est bien une topologie.

Démonstration. 11 faut montrer les axiomes suivant :
1. ¥ et A" sont des ensembles algébriques.

2. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble al-
gébrique
3. Une union finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.
Pour (1),ona V(1) = et V((0)) = A”. Les points (2) et (3) découlent du lemme
O]

Exercice 1.5. Montrer que les ensembles algébriques de A' sont exactement les

ensembles finis. En déduire qu’une suite injective converge vers tous les points de
Al

Exercice 1.6. Soit V < A", un sous-ensemble quelconque. On définit
I(V):={PeK|[T]:YveV,P(v)=0}. (7)

Montrer que I(V') est un idéal et que V (I(V)) est I’adhérence de V pour la topolo-
gie de Zariski.
En déduire que A'\{0} n’est pas un ensemble algébrique de A'.
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Exercice 1.7. Montrer que I’ensemble des points 2 coordonnées enticres Z> — A2
est Zariski dense.

Proposition 1.8. Si X < A")Y < A™ sont des ensembles algébriques, alors X x
Y < A" est un ensemble algébrique.

Démonstration. On note K|T| = K|ty,...,t,] et K[U] = K[uy,...,un|. Par Noe-
therianité, X = V(fi,...,fr) avec fie K[T]etY = V(gi,...,8s) avec g; € K[U].
On identifie K[T] et K[U] avec leur image dans K|t1,...,ty,u1,...,un] et alors il
est clair que

XXY:V(f17"'7frag17"'7gs)' (8)
0

Définition 1.9. Un ensemble algébrique X de la forme X = V(f) pourun f € K[T|
est appelé une hypersurface.
Une hypersurface dans A2 est appelée une courbe algébrique.

1.2 Anneau des fonctions régulieres d’un ensemble algébrique
Soit X = A" un ensemble algébrique.

Définition 1.10. Une fonction réguliere sur X est une fonction f: X — K tel qu’il
existe F € K[T] telle que

VxeX, f(x)=F(x). 9)

L’ensemble des fonctions régulieres sur X est noté K[X]. Les fonctions régu-
lieres induites par ¢, ... ,t, € K[T] sur A" sont appelées les fonctions coordonnées.

Exercice 1.11. Montrer que K|[X] est un anneau. Montrer que ’on a un homo-
morphisme d’anneaux injectif K < K|[X]. L’anneau K[X]| a alors une structure de
K-algebre. Montrer que K[X| est engendré par les fonctions coordonnées.

On a un homomorphisme de K-algebre K[T| — K[X] qui est par définition
surjectif. Son noyau Iy est ’idéal qui consiste en les polynomes F € K|[T] tel que
F(x) =0,Vxe X. On a alors

K[X] = K[T]/Ix. (10)

Exemple 1.12. Si X = A", alors K[X]| = K[T]. Si X = {x} est un point, alors
K[X] =K.
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Exemple 1.13. Soit X — A? définie par , -, = 1. Montrer que K[X] est isomorphe
a k[T, T~ 1.

Proposition 1.14. Soit X < A")Y < A" des ensembles algébriques, on a
K[X xY]=K[X]|®k K[Y]. 11

Démonstration. On définit I’homomorphisme de K-algebre ¢ : K[X]|®k K[Y] —
K[X x Y]
¢§:ﬁ®& ) (x,) Zy;gl (12)

L’application ¢ est surjective, en effet son image contient les fonctions régulieres
induites par les fonctions coordonnées de A" ™™, On montre que ¢ est injective, i.e

N
¢<Zfi®gi> =0=Vi, fi®g=0eK[X|®xK[Y] (13)

i=1
On raisonne par récurrence sur N. Si N = 0, il n’y a rien a faire. Si N = 1, alors
VxeX,VyeY, f(x)g(y) =0. (14)

Supposons que f # 0 dans K[X], alors il existe xg tel que f(xp) # 0 et alors en
fixant xo = 0, on a

VyeY, f(xo)g(y)=0=VyeY, g(y)=0=gely. (15)

Ce qui conclut le cas N = 1. Maintenant supposons le résultat vrai pour tout ten-
seur de longueur < N et supposons que

N+1
¢<Z fi®gi) = 0. (16)

i=1

On peut supposer que les f; sont K-linéairement indépendants dans K[X], en effet
sinon on peut par exemple écrire

N
fyrt =D Nifi (17)
i=1

avec A; € K et alors
N+1

Zﬁ®& Zﬁ (8i+hig)- (18)
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et le résultat est vrai par hérédité. On peut de méme supposer que les g; sont

K-linéairement indépendants dans K[Y]. Soit xo € X, alors on a pour tout y € Y,
N+1

> filxo)gi(y) = 0. (19)
i—1

Par I’indépendance linéaire sur K, on a Zﬁ\’: +11 fi(x0) = 0 comme xp € X on obtient

que
N+1

Y fielx (20)
i=1

et ceci contredit I’indépendance linéaire des f; sur K. Le résultat est vrai par ré-
currence. [

Exemple 1.15. Si on a X = V(I), il n’est en général pas vrai que Iy = I. Par
exemple, si X = V(1) = A2, alors Iy = (#1). En revanche il est toujours vrai que
X = V(Ix). Ce phénomene s’explique par le Nullstellensatz.

Théoréme 1.16 (Hilbert’s Nullstellensatz, Théoréme des zéros de Hilbert). Soit
K un corps algébriquement clos, si Py, ... ,P, € K|T] sont tels que

V(P,...,P) =, (2D

alors il existe Q; € K[T] tels que

1= Z O;P.. (22)

Autrement dit I’idéal engendré par Py, ..., P, est ’anneau K|T| tout entier.
Voir [Lan02] ou [AM19] pour une preuve.

Corollaire 1.17. Si X =V (Py,...,P,) est un ensemble algébrique et Q € K[T| est
tel que Q € Ix, alors il existe m > 1 tel que

Q"e(Py,...,P). (23)
Démonstration. On rajoute une variable u a I’ensemble T et on considere le sys-

teme d’équation
P=---=P=u0-1. (24)



CHAPITRE I. VARIETES ALGEBRIQUES 8

Comme Q € Ix, on a que ce systéme d’équations n’a pas de solutions dans A”*!

donc par le Nullstellensatz, il existe Fy,...,F.y1 € K[t1,...,t,,u] tels que
Fi(T,u)P\(T)+ -+ F(T,u)P-(T) + Fry1(T,u) uQ(T) — 1) = 1. (25)
On peut remplacer u par ﬁ dans cette équation et en multipliant Q(7')" pour m
assez grand de sorte que 1’on élimine les dénominateurs,ona Q(7)" € (Py,...,P;) C
K[T]. 0
Corollaire 1.18. Pour tout idéal I — K[T], on a
Ly =VI={Q€cK[T]:3m>1Q"I}. (26)

SiY < X sont des ensembles algébriques, alors on a Iy < Iy. Par restriction des
fonctions réguliéres on a un homomorphisme de K-algebres ¢xy : K[X]| — K[Y].

Exercice 1.19. Montrer que le noyau de ¢yxy est exactement I’image de Iy dans
k[X].

Exercice 1.20. Si o € A% est un point, montrer que /{, est I'idéal maximal cor-
respondant au noyau du morphisme d’évaluation

eve:PeK[T] — P(a)eK. (27)

Montrer que réciproquement si X < A" est un ensemble algébrique tel que Iy est
un idéal maximal, alors X est un point.

Si X < A” tout sous-ensemble de X de la forme
V(u) ={xeX :u(x) =0} (28)
est appelé une hypersurface de X.

Proposition 1.21. Soit X < A" un ensemble algébrique, alors la topologie de
Zariski induite sur X est exactement la topologie dont les fermés sont de la forme

Vx(I) ={xeX :i(x)=0,Viel} (29)
pour I < K[X| un idéal.

Démonstration. Comme ©t: K|T| — K[X| = K|T]/Ix est surjectif, si I < K[T] est
un idéal, alors 7(/) est aussi un idéal. Tout fermé de X est de la forme V(1) n X
ol / c K[T] estun idéal eton a

V() X = Vx(r()). (30)

Réciproquement, si I = K[X] est un idéal, alors 7~ !(I) est un idéal de K[T] qui
contient Iy et alors V(=1 (I)) = Vx(I). O
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1.3 Morphismes

Une application polynomiale ¢ : A" — A™ est une fonction telle qu’il existe
des polyndmes Py, ...,P, € K[t1,...,1,] telles que

Vre A", 0(x) = (P(x),.... Pa(x)). 31)
Soient X < A", Y < A" des ensembles algébriques.

Définition 1.22. Un morphisme entre X et Y est une fonction f: X — Y telle qu’il
existe f,...,fm € k[X] tels que

Ve X, f(x)=(fi(x);- -, fm(x))- (32)

Autrement dit, un morphisme est induit par une application polynomiale A” — A"
qui envoie X dans Y. La composée de deux morphismes est encore un morphisme.
Tout sous-ensemble de X de la forme £~ ({y}) est appelé une fibre de f.

Si X =Y, on dira que f est un endomorphisme de X. Si f est un endomor-
phisme inversible pour la composition, on dira que f est un automorphisme de
X.

Lemme 1.23. SiY < A" et ¢ : X — A" un morphisme donné par Py, ..., P,, alors
0 induit un morphisme X — Y si et seulement si
VOely, OQ(Py,...,Py)=0€eK[X]. (33)

Exemple 1.24. Un morphisme X — A! est exactement une fonction réguliere sur
X.

Exemple 1.25. La projection (x,y) — x est un morphisme de {xy = 1} vers Al
On peut généraliser cet exemple de la facon suivante : Si X < A” est un ensemble
algébrique et F € K[X]. On consideére ’ensemble algébrique X’ = X x A! défini
par I’équation uF — 1 = 0. Alors la projection X’ — X est un morphisme.

Exemple 1.26. Soit Sp — A® la surface définie par
X +y+22 =xyz+D (34)

avec D € K. Si on fixe y,z, on a une équation de degré 2 en x. On peut définir G,
qui permute les deux solutions en x a y, z fixé. Cela donne

ox(x,y,2) = (yz2—x,%,2). (35)

C’est bien un automorphisme de Sp et on a 62 = id. De fagon similaire on définit
les automorphismes Gy, ;.
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Tout morphisme ¢ : X — Y induit un homomorphisme de K-algébres ¢* :
K|[Y] — K[X] de tiré-en-arriére (pullback en anglais) défini par

VPeK[Y], 0*P:=Poo¢. (36)

Réciproquement, tout homomorphisme de K-algebres f : K|[Y] — K|[X] est I’ho-
momorphisme de tiré-en-arriere d’un morphisme ¢ : X — Y. En effet, soitty,... 1,
les fonctions coordonnées sur A” Y, alors f(t;) est une fonction réguliere sur X
donc il existe P; € K[T| tel que f(#;) = P; sur X. On a alors que f = ¢* avec

0= (P1,....P) (37)

En effet, si Q(t1,...,tm) € K|t1,- .., 1], alors

OPry-..sPn) = Q(f(t1),---, f(tm)) = £(Q(t1), .., 0(tm)).- (38)
En particulier, si Q € Iy, alors pour tout x € X, Q(Py,...,Py)(x) = 0.

Corollaire 1.27. Tout morphisme ¢ : X — Y induit une fonction continue pour la
topologie de Zariski.

Définition 1.28. Un morphisme ¢ : X — Y d’ensembles algébriques est un iso-
morphisme s’il admet un inverse, c’est a dire s’il existe Y : ¥ — X un morphisme

tel que ooy =idy et yod = idy.

Proposition 1.29. Deux ensembles algébriques X,Y sont isomorphes si et seule-
ment si K[X| ~ K[Y] en tant que K-algébres.

Démonstration. Si ¢ : X — Y est un isomorphisme d’inverse ¢!, alors les mor-
phismes de tiré-en-arriére en arriere ¢* et (¢—!)* induisent des isomorphismes de
K-algebres entre K[X] et K[Y].

Réciproquement, si f : K[X | — K[Y] est un isomorphisme de K-algebres, alors
onavuque f=¢*et f~! =y* avec ¢, y des morphismes entre X et Y. On a que
¢ et  sont des isomorphismes, inverse 1’un de 1’autre. [

Exemple 1.30. Soit C — A? la courbe définie par x = y*, montrer que C est iso-
morphe 2 A! par
fley) =xetg(r) = (“,1). (39)

Exemple 1.31. La projection f(x,y) = x de {xy = 1} vers A! n’est pas un isomor-
phisme car f n’est pas surjective, aucun point n’est envoyé sur 0.
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Exercice 1.32. Montrer que Aut(A') = Aff(A') = {z—>az+b:acK* beK}.

Exercice 1.33. Un automorphisme élémentaire de A% est un automorphisme de la
forme
f(x,y) = (ax+b,cy+ P(x)) (40)

avec a,c # 0,b € K, P € K[t]. Montrer qu’un automorphisme élémentaire est bien
un automorphisme. On note E 1’ensemble des automorphismes élémentaires de
A”. Montrer que c’est un sous-groupe de Aut(A?). On note ¢ : A> — A! la pro-
jection g(x,y) = x. On veut montrer que pour tout f € Aut(A?), fe E < g€
Aut(A'),qo f = gogq.
1. Montrer le sens =. Soit f = (f1, f») € Aut(A?) tel qu’il existe g € AutA'
telque go f =gogq.
2. Montrer que pour tout o, A!, g~ !(ct) est isomorphe 2 A
3. Montrer qu’on peut trouver & € Aut(A?) de la forme h(x,y) = (h1(x,y),y)
tel que

Wl o f(xy) = (x,f2(x.y). (41)
4. Montrer que 1~ ! o f induit un automorphisme sur chaque fibre de g.

5. Ecrire f3(x,y) sous la forme f3(x,y) = ao(x) +a1(x)y + az(x)y* +... eten
raisonnant fibre a fibre, montrer que f>(x,y) = cy + P(x) et conclure.

On dit qu’un morphisme est dominant si son image est dense.

Proposition 1.34. Un morphisme f : X — Y d’ensembles algébriques est domi-
nant si et seulement si f* : K[Y| — K|[X] est injectif.

Démonstration. Si f* n’est pas injectif alors il existe u € K[Y] dans le noyau de

f*. On vérifie alors que f(X) < V(u) S Y et donc f(X) n’est pas dense dans Y.
Réciproquement, si f(X) n’est pas dense dans Y, alors il existe une fonction

réguliere P € K[Y ] telle que f(X) < Vy(P) et alors on a P € ker f*. O

Proposition 1.35. Une K-algébre A est I’anneau des fonctions d’un ensemble
algébrique X si et seulement si elle ne contient pas de nilpotent et est de type fini.

Démonstration. Si A = k[X], alors A une K-algebre quotient d’un anneaux de
polynémes K|[T'| donc est de type fini. Il est clair que k[X]| ne contient pas de
nilpotents.

Réciproquement, on écrit A = K|[T]/I et soit X I’ensemble algébrique X =
V(I). On veut montrer que K[X] = A c’est a dire que I = Ix. Soit F € Iy, alors par
le Nullstellensatz (Théoréme [I.16)) il existe m > 1 tel que F™" € 1. Si F ¢ I, alors F
est un nilpotent dans A = K[T]/I et c’est absurde. Donc Ix [ etaussi/ < Iy. [
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Exercice 1.36. Soit X un ensemble algébrique et f : X — X un endomorphisme.
Soit S < X une partie de X telle que f(S) < S (on dit que S est f-invariante).
Montrer que 1’adhérence S de S est f-invariante.

1.4 Composantes irreductibles et fonctions rationnelles

Définition 1.37. un ensemble algébrique est réductible s’il existe deux fermés
strict Y1,Y> < X tels que
X =Y, uY. (42)

Elle est dite irréductible sinon.

Théoreme 1.38. Tout ensemble algébrique X est une union finie de fermés irré-
ductibles. Cette décomposition est unique.

Démonstration. Si ce n’est pas le cas alors il existe un ensemble algébrique X
pour laquelle le théoreme est faux. La variété X ne peut pas €tre irréductible donc
on écrit X = X| U X, avec Y; des fermés stricts et le théoreme est faux pour un
des X;, par exemple X; et on peut recommencer avec X;. On construit alors une
suite infine strictement décroissante de fermés X 2 X; 2 X» 2 - --. En passant aux
idéaux, on obtient une suite strictement croissante infini d’idéaux

IxSlx Gly, S (43)

ce qui contredit le fait que K[X] est Noetherien.
Pour I’unicité, voir Theorem 1.5 de [Shal3]]. O

Définition 1.39. Si X est un ensemble algébrique qui se décompose de fagcon
unique en union finie de fermés irréductibles

X=XuXp-- UX; (44)
on appelle chaque X; une composante irréductible de X.
Exemple 1.40. si X = V(xy) c AZ, alors

X=V(x)uV(y). (45)

Soit A un anneau et / < A un idéal de A. On dit que [ est un idéal premier si
pour tout x,y € A, xy € I = x €1 ou y € I. C’est équivalent a ce que A/I est un
anneau integre.
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Proposition 1.41. Soit X un ensemble algébrique et Y — X un fermé, alors Y est
irréductible si et seulement si ly est premier.

Démonstration. Si P,Q € K[X] sont des fonctions régulieres non nulles sur Y mais
telles que PQ € Iy, alors
Y =W(P)uW(0Q) (46)

n’est pas irréductible. Réciproquement, si ¥ = Y] U Y>, alors il existe P; régulicre
sur X telle que P; est nulle sur ¥; mais non nulle sur Y; et alors P,P; € Iy donc Iy
n’est pas un idéal premier. U

Exercice 1.42. Une hypersurface V(f) < A" est irréductible si et seulement si
f € K[T] est irréductible.

Proposition 1.43. Un produit d’ensembles algébriques irreductibles est irréduc-
tible.

Démonstration. Utiliser la proposition suivante et la proposition[I.14] O

Proposition 1.44. Un ensemble algébrique X est irréductible si et seulement si
K|[X] est integre.

Démonstration. Par la proposition[[.41] on a que X est irréductible si et seulement
si Ix est premier si et seulement si K[X| = K|[T]/Ix est intrégre. O

Définition 1.45. Soit X un ensemble algébrique irréductible, on note K(X) le
corps des fractions de K[X], on I’appelle le corps des fonctions rationnelles de X .
Une fonction rationnelle ¢ € K(X) est réguliére au point x € X si on peut écrire

o= {EF avec f,g € K[X] avec g(x) # 0. Dans ce cas on note ¢(x) = % la valeur

de ¢ en x.
Proposition 1.46. Si ¢ € K(X) est réguliére en tout point de X, alors ¢ € K[X].

Démonstration. Pour tout x € X, on peut écrire ¢ = g% avec fy,g € K[X] et g (x) #
0. On note / I’idéal engendré par (g, x € X). Par Notherianité, / est finiment engen-
dré donc il existe un nombre fini de points x1,...,x, € X tel que I = (gy,,.--,8x,)-
On a V(I) = & car pour tout x € X, g«(x) # 0. Par le Nullstellensatz (Théoréme
[1.16), il existe h; € K[X] tel que

hgx, + -+ hgy =1. 47
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En multipliant chaque c6té de cette équation par ¢ en utilisant le fait que ¢ = %,
on a l

O =nhify, ++hfr, e K[X]. (48)

O]

Pour toute fonction rationnelle ¢ € K(X), I’ensemble des points en lesquels ¢
est réguliere est ouvert et non vide. En effet, si on écrit ¢ = Jé, alors ¢ est réguliere

sur le complémentaire du fermé {g = 0}. Pour toute représentation ¢ = g, 0 est
réguliere sur U;, le complémentaire de {g; = 0} et I’ensemble des points ol ¢ est
réguliere est par définition

U = U U; (49)

qui est ouvert. On appelle cet ouvert le domaine de définition de ¢ et on le note
Dom(¢). De plus, si 01,...,0, sont des fonctions rationnelles alors Dom(¢;) N
---nDom(¢,) est un ouvert non vide de X. Cela vient du lemme suivant

Lemme 1.47. Si X est un ensemble algébrique irréductible et Uy, ...,U, sont des
ouverts, alors
Un--nU, (50)

est non vide.

Démonstration. Soit Y; le complémentaire de Uj, si ’intersection est vide, alors
;Y = X mais alors X n’est pas irréductible. O]

Cela veut dire que I’on peut toujours comparer des fonctions rationnelles sur
un ouvert. On verra plus tard qu’en fait une fonction rationnelle est une classe
d’équivalence de fonctions régulieres avec f ~ g < il existe un ouvert U tel que
flu = gy Pour I'instant on énonce le résultat suivant.

Lemme 1.48. Soit X un ensemble algébrique irréductible et ¢ € K(X) telle que
& (x) = 0 pour tout x € U avec U ouvert, alors ¢ = 0.

Démonstration. Si ¢ # 0, alors on écrit ¢ = {é. Et on peut décomposer X en
X={f=0tu{g=0} (D

ce qui contredit I’irréductibilité de X. [
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1.5 Applications rationnelles

Définition 1.49. Soit X un ensemble algébrique irréductible et ¥ — A” un en-
semble algébrique. Une application rationnelle ¢ : X --» Y estladonnée de 01, ...,0,, €
K(X) tels que pour tout x € Dom(¢;) N --- nDom(0,,)

(01 (x),...,0m(x)) €Y. (52)

On dit que ¢ est réguliere au point x si tous les ¢; le sont et on appelle ¢(x) € Y
I’image de x. L'image de ¢ est I’ensemble

O(X) = {0(x) : x € X et ¢ est réguliere en x}. (53)

L’ensemble des points ou ¢ est réguliere est appelé le domaine de définition de
¢ et c’est un ouvert non vide.

On dit que ¢ : X --» Y est dominant si ¢(X) est dense dans Y (en particulier
Y est irréductible). Pour toute fonction réguliere f € K[Y],$* f est une fonction
rationnelle de X. En effet, si f est donnée par la fonction polynomiale u(zy,. .. ,1,),
alors

O f =u(0r,...,0m). (54)

On a donc un homomorphisme d’anneaux ¢* : K[Y| — K(X). Ce morphime est
injectif en effet si f € K[Y] est telle que ¢* f = 0, alors ¢(X) < V(f) et cela contre-
dit le fait que ¢(X) est dense. On a donc que ¢ induit une extension de corps
0*: K(Y) — K(X). C’est en fait une équivalence, ¢ est dominante si et seulement
si 0% : K[Y] — K(X) est injectif.

Si ¢,y sont des applications rationnelles dominantes, il est facile de voir que
la composée ¢ oy I’est aussi et on a

(poy™) =y oo™ (55)

Proposition 1.50. Soient X,Y des ensembles algébriques irréductibles, et f :
K(Y) — K(X) un homomorphisme de K-algébres, alors il existe une unique ap-
plication rationnelle dominante ¢ : X --»Y telle que

0" = f (56)

Démonstration. La preuve est analogue au cas des morphismes pour les ensembles
algébriques. L'unicité vient du fait que si ¢,y : X --» Y satisfont le lemme, alors
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en appliquant ¢* — y* a chaque fonction coordonnées, on obtient que pour sur
Dom(¢) nDom(y) i = 1,...,m,d;(x) = y;(x) et par le lemme[1.48] on a ¢; = ;.

Pour I’existence, on note ¢; = f(z;) ol t1,...,t, sont les fonctions coordonnées
sur Y. On définit ¢ : (01,...,d;,), alors ¢ est une application rationnelle ¢ : X --» Y.
On a ¢* = f car 0* et f sont des homomorphismes de K-algebres qui coincident
sur les fonctions coordonnés. Il vient que ¢ est dominant car f est injectif et ¢0* =

1. O

Définition 1.51. Une application rationnelle ¢ : X --» Y est birationnelle si elle
est dominante et s’il existe  : ¥ --» X rationnelle dominante telle que

doy=idy, Woo=idy. (57)

On dit que X est birationnelle a Y s’il existe une application birationnelle entre X
etY.
Un ensemble algébrique irréductible birationnel a A" est dit rationnel.

Proposition 1.52. Soient X,Y deux ensembles algébriques irréductibles. X est
birationnelle a Y si et seulement si K(X) et K(Y) sont K-isomorphes

Démonstration. Découle directement du lemme O

1.6 Dimension

On définit ici la notion de dimension d’un ensemble algébrique, si K = C, on
retrouve la définition de géométrie différentielle.

Définition 1.53. Soit X un ensemble algébrique irréductible, la dimension de X
est défini comme la longueur maximale de chaine de fermés irréductibles strict
dans X :

dimX :=max{n>0:3Yy <Y, < - <Y, =X.Y; c X fermé irréductible} .
(58)
Si X est un ensemble algébrique quelconque et X = X U - - - X, sa décomposition
en composantes irréductibles, alors on définit
dimX := maxdimX;. (59)

1

La dimension d’un anneau integre A est la longueur maximale d’une chaine
d’idéaux premiers emboités :

dimA = max{n >0:3lp 20 2--- 21, ={0},]; c A idéal premier}. (60)
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Si p < A est un idéal premier, la hauteur de p est défini comme la longueur maxi-

male d’une chaine d’idéaux premiers emboités :

hauteur(p) = max{n>0:3pg 2 p1 2+ 2 p, = {0},p; = A idéal premier} .
(61)

Proposition 1.54. Soit A un anneau integre qui est une K-algeébre de type fini,
alors
dimA = tr.deg(Frac(A)/K) (62)

et pour tout idéal premier p, on a
hauteur(p) + dimA/p = dimA. (63)
En particulier si X est un ensemble algébrique irréductible, alors
dimX = dimK[X] = tr.degK(X)/K. (64)
Démonstration. Voir [AM19]]. ]
Corollaire 1.55. Pour toutn > 0,
dimA" =n (65)
Démonstration. On a K(A") = K(t,...,t,) et donc tr.deg K(A")/K = n. O

Exercice 1.56. Toute hypersurface de A" est de dimension n — 1.

2 Variétés projectives et quasiprojectives

2.1 D’espace projectif

L’espace projectif de dimension n sur un corps K est défini de la fagon sui-
vante. C’est le quotient de K" !\ {0} par la relation d’équivalence suivante (&, ... ,&,) ~
(Mo, - - -, M) si et seulement si il existe A € K\{0} tel que pouri =0, ...,n,&; = An;.

On notera

[Eo:...:E] (66)
la classe d’équivalence de (&, ...,&y).
Soit S = Sp,...,S, un ensemble de variables, il n’est pas possible en général

d’évaluer un polyndme P € K[S] en & € P". En effet, il faudrait que P(§) ne dé-
pende pas du choix de représentants pour § et cela n’est possible que pour les
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polyndmes constants. En revanche, si P est un polyndme homogene de degré d,
c’est a dire que
YAeK, P(AS)=AP(S). (67)

alors il est possible de définir le lieu de zéro de P dans P". En effet, si P(&p,...,&,) =
0, alors

P(AEo,... . AE,) = A4P(&,....E,) = 0. (68)

On peut alors étendre la définition a tout polyndme P de k[S] en définissant P(§) =
0 si et seulement si Px(§) = 0 pour k = 0,...,deg(P) ol P est la composante
homogene de P de degré k.

Soit I < K[S] un idéal. On dit que I est un idéal homogene si pour tout P € I,
chaque composante homogene de P est dans /. C’est équivalent a ce que [ soit
engendré par des polyndmes homogenes. On définit pour tout idéal homogene /,

V(I):={EcP": P(E) = 0,YPeT}. (69)

Définition 2.1. La topologie de Zariski sur P” est celle dont les fermés sont de la
forme V(1) pour / un idéal homogene de k[S].

Un sous-ensemble fermé de P" défini par une seule équation F = 0 avec F
homogene est appelée une hypersurface de P". Le degré de 1’hypersurface est
égal au degré de F'. Une hypersurface de degré 2 est appelée une quadrique.

Remarque 2.2. 1l existe des idéaux homogenes I < K|[S] tel que V(I) = ¢, par
exemple I = (Sp,...,S,). Ils sont caractérisés par le lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit I < K[S] un idéal homogéne, alors V(I) = & si et seulement si
I contient tous les monoémes de degré s pour un s = 0.

Démonstration. Si I contient tous les mondmes de degrés s pour un certain s > 0,
alors si s = 0,1 = k[S] et le résultat est vrai et si s > 1, alors / contient S} pour
i =0,...,nintersection des V(S;) est vide.

Réciproquement, soit F1,...,F, des polyndmes homogenes qui engendrent /.
On définit #; = g—(") pour i = 1,...,n. Par hypothese, le systeme d’équation

Fi(1,11,...,t,) =0 (70)

n’a pas de solutions dans A”. Donc par le Nullstellensatz, il existe g;(1,...,t,) €
K|[T] tels que

hi(tr, . t)Fi(1,t, .o ty) + -4 Rty ) Fr (L1, .. ) = 1 (71)
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En remplacant #; par g—(l) et en multipliant par une certaine puissance S% on obtient

que Sé) € 1. De facon analogue on montre qu’il existe /; > 1 tel que Sf" e 1. Soit
I = max(l;) ets = (I—1)(n+ 1)+ 1. Tout ménome de degré s est de la forme

S0 gan (72)

avec ag + - - - +ay = s. Il existe alors nécessairement un indice k tel que ax > [ > [,
et donc tout mondme de degré s est dans /. U

De la méme facon que pour I’espace affine, pour tout fermé X — P", on peut
définir un idéal homogene Ix défini par

Ix ={PeK[S]:VxeX,P(x) =0}. (73)

Par Noetherianité, il est engendré par un nombre fini de polyndmes homogenes.
On appelle S = (So,...,Sy) les coordonnées homogenes de P". Pour tout i =
0,...,n,Iouvert U; := {S; # 0} est en bijection avec A" par

ettt (2050 5)

de réciproque
i (xo,...,xifl,x,url,...,xn) eA"— [XO seeeixi—g o1 Xig1 s an] e U;. (75)

On notera parfois U; = A par cette identification. On appelle les ouverts U; les
cartes affines de P". On a P" = U;U;.

Proposition 2.4. Pour tout i = 0,...,n les applications 0; et J; sont continues
pour la topologie de Zariski.

Démonstration. On montre le résultat pour i = 0 pour faciliter les notations. Si
X < P" est un fermé de Zariski, il est défini par un nombre fini de polyndomes
homogenes Fi, ..., F, et on a alors pour tout & € U,

E(go,...,gn)zo@ﬂ(l,%,...,%)=o. (76)

ou le membre de droite est obtenue en divisant par &gegFi on a donc que ¢p(X) =

V(fl,...,fr) ol
ﬁ:E(17t17"'7tr)' (77)
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Réciproquement, si X < A" est un fermé défini par les équation fi,..., f,, on
définit F; [’homogénéisé de f; par

) S
Fi(So,...,Sp) = sgegf1ﬁ<s_é,...,§g>. (78)

C’est un polyndme homogene de degré deg f; et on a que Wo(X) =V (F1,...,F)n
U;. O

On considerera a present que A" < P” via Yy et de méme pour tout ensemble
algébrique X.

Lemme 2.5. Si X c A" < P" est un ensemble algébrique défini par des équations
fiseoosfr alors V(Fy,...,F.) est la cloture de X dans P" pour la topologie de
Zariski ou F; est I’homogénéisé de fi. En particulier, la topologie de Zariski sur
A" est la topologie de Zariski de P" restreinte a A".

Démonstration. On note X I’adhérence de X dans P". Par la preuve de la pro-
position onaque X < V(Fy,...,F,). Réciproquement, si F est un polyndme
homogene qui s’annule sur X, alors

f::F<17t]7"'7tn) (79)

est un polynéme de K[T'| qui s’annule sur X avec t; = §—(’) On a donc que
f=>8if; (80)
i

dans K[T] et on obtient que F € (Fy,...,F,) en homogénéisant. O

Exemple 2.6. En particulier, en appliquant ce lemme avec I'idéal I = (1) = K [T],
onaque A" = P". Autrement dit A” est dense dans P".

<++>

Définition 2.7. Une variété quasiprojective est un ouvert d’un fermé de P". Elle
est irréductible si elle ne s’écrit pas comme une union finie de fermé.

Tous les résultats de la partie [T.4] sont vrais pour une variété quasiprojective
en recopiant les preuves mot a mot. On énonce juste le résultat suivant

Lemme 2.8. Soit X < P" une variété quasiprojective X est irréductible si et seule-
ment si X est irréductible.
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Démonstration. Si X =Y; uY, est réunion de deux fermés, alors X =Y; U Y, est
aussi réductible.

Réciproquement, si X = Y| U Y», alors ¥; n X est un fermé de X et X = (Y1 n
X)u(hnX). ]

Exemple 2.9. Tout fermé de P" est une variété quasiprojective. Tout ensemble
algébrique est une variété quasiprojective.

Corollaire 2.10. Pour tout n = 0, P" est irréductible.

Démonstration. On sait que A" est irréductible par la proposition et alors
P" = A" par le lemme O

2.2 Fonctions régulieres

Si f est une fraction de polyndme homogene

f:P(So,...,Sn) 81
O(So,.--,Sn)
il n’est pas possible en général de définir la valeur de f en x € P" méme si Q(x) # 0
car elle ne peut pas dépendre du représentant de x. En revanche si f est homogene
de degré 0, c’est a dire si P, Q sont homogenes de méme degré, alors on peut voir
f comme une fonction en x € P".

Définition 2.11. Soit X < P” une variété quasiprojective, une fonction f: X — K
est réguliere en x € X s’il existe un voisinage ouvert U < X de x tel que on peut
écrire [ = 5 avec P,Q homogene de méme degré et Q # 0 sur U. On dit que f est
réguliére si elle est réguliere en tout point de x € X. On note K[X| pour I’anneau
des fonctions régulieres sur X.

Proposition 2.12. Si X < A" est un ensemble algébrique, alors la définition des
fonctions régulieres est compatible avec la définition pour les ensembles algé-
briques.

Démonstration. On considere X < A" = Uy < P". Si f est une fonction régu-
liere au sens des ensembles algébriques, alors f est la restriction d’un polyndome
P(t,...,ty) etona

degf (S Sn
_SO P(S_(l)7.”’_)

So
f Sdeg(f ) ' (82)
0
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Donc f est bien réguliere au sens des variétés quasiprojective.
Réciproquement, en déhomogéneisant on a pour tout x € X < A” qu’il existe
un ouvert x € Uy de X tel que sur Uy, on a

qxf = Px (83)

ol py, g, sont des fonctions régulieres de X et g, ne s’annule pas sur U. On peut
supposer que (83) est vraie sur tout X en multipliant g, et p; par une fonction
réguliere qui est nulle sur X\U, et qui ne s’annule pas en x, en effet dans ce cas
(83) devient 0 = 0 sur X\U,. Maintenant, comme dans la preuve de la proposition
[1.46] par Noetherianité et le Nullstellensatz il existe x1, ..., x, € X et des fonctions
régulieres hy,...,h, tels que Y hiqy, = 1 et en multipliant par f = %, on a

f= Z hiDsx, (84)

et donc f est une fonction réguliere au sens des ensembles algébriques. [
Exercice 2.13. Montrer que K[P"] = K.
Exercice 2.14. Montrer que K[A%\{(0,0)}] = K[x,y].

Définition 2.15. Soit X une variété quasiprojective. Une application f : X — A™
est réguliére si pour chaque projection A™ — A! = K, la composée est une fonc-
tion réguliere.

Définition 2.16. Soient X,Y < P des variétés quasiprojectives, un morphisme
f : X — Y est une fonction telle que pour tout x € X, il existe un ouvert x € U de
X telque f(U) c A" et f: U — Al" est réguliere.

Exercice 2.17. Montrer que la propriété de régularité est indépendante du choix
de la carte affine A"

Si f : X — Y est un morphisme de variétés quasiprojectives, alors f induit un
homomorphisme de K-algebres

7 K[Y] — K[X]. (85)

On peut alors définir la notion d’isomorphisme, d’endomorphisme et d’auto-
morphismes comme dans le cas des ensembles algébriques. On donne maintenant
la définition d’une variété affine.



CHAPITRE I. VARIETES ALGEBRIQUES 23

Définition 2.18. Une variété affine est une variété quasiprojective isomorphisme a
un ensemble algébrique X < A”. Une variété projective est une variété projective
isomorphe a un fermé de P”".

Exemple 2.19. Soit G,, = A'\{0}, alors G,, est un ensemble algébrique car iso-
morphe a {xy = 1} = A? par le morphisme (x,y) — x de réciproque t — (t,1/1).

Exercice 2.20. En utilisant I’exercice 2.14] montrer que A%\{(0,0)} n’est pas un
ensemble algébrique.

Lemme 2.21. Tout point x € X d’une variété quasiprojective possede un voisinage
ouvert isomorphe a une variété affine.

Démonstration. On a X < P", on suppose que x € Ajj ce qui est toujours possible
par permutation des coordonnées homogenes. Par définition des variétés quasi-
projective, on a

XnAj=Y\Z (86)

ou Y,Z < Aj sont fermés. Comme x € Y\Z, il existe une fonction polynomiale P
sur Aj telle que P = 0 sur Z et P(x) # 0. On note D(P) = Y\V(P), alors D(P)
est un voisinage ouvert de x dans X. On montre qu’il est affine. Considérons la
sous-variété affine W de A"*! définie par

f](t177tn>::fr(tlu7tn>:()ettn+lp(t177tl’l): 1. (87)

Pour tout (xq,...,x,+1) € W, on doit avoir P(xy,...,x,) # 0 par la derniere équa-
tion. On a donc un morphisme

O: (X1, Xnp1) €W > (x1,...,x,) € D(P) (88)

qui admet I’inverse

WI(XI,...,Xn)GD(P)'—)(Xl,...,xn,m)ew. (89)

Définition 2.22. Si X est une variété affine, alors tout ouvert de X de la forme
D(f) =X\V(f) pour f € K[X] est appelé un ouvert principal de X.

Proposition 2.23. Soit X une variété affine, tout ouvert U — X contient un ouvert
principal.
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Démonstration. Soit Z = U\X, alors on choisit P € I une fonction réguliére sur
X qui s’annule sur Zeton a D(F) c U. O]

Exercice 2.24. Montrer qu’un ouvert principal est affine et qu'on a

K[D(f)] =KIX][f7']. (90)

On termine cette section par la proposition suivante. On dit qu’une propriété
est P locale sur X si P est vraie sur X est équivalent a pour tout recouvrement
ouvert X = | J, Uy de X, P est vraie sur Uy,

Proposition 2.25. Soit X une variété quasiprojective et Y < X une sous-partie,
alors Y est fermé dans X si et seulement si pour tout recouvrement ouvert X =
UqUo Uo NY est fermé dans Uy. Autrement dit étre fermé est une propriété
locale.

Démonstration. SiY < X est fermé, alors Y nU est fermé dans U pour tout ouvert
U < X car la topologie de U est la topologie de X restreinte a U.

Réciproquement, soit X = (J,, Uy un recouvrement ouvert tel que ¥ n Uy soit
fermé dans Uy, alors il existe 7o, = X fermé tel que Y n Uy, = Ty, N Uy, par défini-
tiion de la topologie restreinte. On a aussi que X \Uy, =: Zy, est fermé dans X. On
montre que

Y = \(Tav Zo) o1

En effet, si y € Y, alors pour tout & on a ou bien y e Uy et alors ye Uy nY < Ty,
ou bien y ¢ Uy = y € Zy. Réciproquement, si y € (), (To U Zo) alors il existe P tel
que y € Ug. On sait que y € Tg U Zg mais Zg est le complémentaire de Ug ce qui
impose Y € Tg. Onaalors ye UgnTg < Y. U

2.3 Fonctions rationnelles

Soit X une variété quasiprojective irréductible. On définit I’ensemble .% dont
les éléments sont de la forme (U, f) avec U < X un ouvert et f : U — K une
fonction réguliere. On définit la relation d’équivalence suivante sur .% :

(U, f)~(V,g) = fiuav = §uav- (92)

Notez qu’on sait par le lemme que deux ouverts de X ont toujours une inter-
section non vide.
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Définition 2.26. Une fonction rationnelle sur X est une classe d’équivalence d’élé-
ments de .% . L’ensemble des fonctions rationnelles forment un corps que 1’on note
K(X). Le corps des fonctions de X.

Preuve que K(X) est un corps. La somme et le produit sont donnés par

(U, 1) (V,8) = UV, fluav-guav) et (U, )+ (V,g) = UV, fiuav +&uav)-
(93)

Le seul point non trivial est que tout élément non nul de K(X) est inversible.
Soit f € K(X)\0, il existe un ouvert U — X tel que f est réguliere sur U et f # 0.
Soit Z = Vi (f) le fermé dans U ou f s’annule, alors f et 1/f sont régulieres sur
U\Z et sont inverses 'une de I’autre dans K (X). O

Lemme 2.27. Si X est une variété quasiprojective U < X est un ouvert non vide,
alors
K(U)=K(X). (94)

Démonstration. Cela vient du fait que tout ouvert de U est ’intersection d’un
ouvert de X avec U. ]

Lemme 2.28. Soit X < P" une variété projective irréductible, soit Ox le sous-
anneau de K(So, ...,Sy) constitués des éléments de la forme

P
— 95
Q ©)

out P,Q sont homogeénes de méme degrés et Q ¢ Ix et soit My 1’idéal engendré par
Ix dans Oy, alors K(X) est isomorphe au corps Ox /My.

Démonstration. On a un morphisme d’anneaux Oy — K(X). Maintenant, si 5
est dans le noyau, alors il existe un ouvert U ou P = 0. Mais par la proposition
1.48} on a que P = 0 sur X, donc g € My. Réciproquement, si f est une fonction
réguliere sur U, alors

P
. 96
f 0 (96)

ou P, Q sont des fractions rationnelles homogenes de méme degré et Q ¢ Iyy. Mais
alors Q ¢ Ix car U — X est ouvert et le morphisme d’anneaux est surjectif. [

Lemme 2.29. Soit X une variété affine, alors la définition des fonctions ration-
nelles pour les variétés affines et quasiprojectives coincident.
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Démonstration. Si P,Q sont des fonctions régulieres sur X, alors 5 est réguliere

sur D(Q) par la proposition [2.12| donc 5 est une fonction rationnelle au sens des
variétés quasiprojectives. Réciproquement, soit U un ouvert de X et f € K[U]. Par
la proposition on peut supposer que U = D(Q) pour Q € K[X] et alors par
I’exercice on a qu’il existe P € K[X] tel que

f=3 O7)

]

Définition 2.30. Soient X,Y des variétés quasiprojectives avec X irréductible, une
application rationnelle f : X --+Y est une classe d’équivalence d’éléments (U, f)
ou U < X estun ouvert et f : U — Y est un morphisme pour la relation d’équiva-
lence

(U,f)=(V,8) = fiuav = uav- (98)
Si f: X --» Y est une application rationnelle, alors le plus grand ouvert sur
lequel f est défini est

= |J v (99)
fN(Vng)

On appelle cet ouvert le domaine de définition de f ou son ouvert de définition.
Son complémentaire est un fermé appelé le lieu d’indétermination de f.

On appelle f(Uy) < Y I'image de X par f. Une application rationnelle est
dominante, si son image est dense.

Proposition 2.31. Pour X,Y des variétés affines, la définition des applications
rationnelles f : X --+ Y pour les ensembles algébriques et les variétés quasipro-
jectives coincident.

Démonstration. Découle du lemme O

Définition 2.32. Soient X,Y des variétés quasiprojectives irréductibles. Une ap-
plication f : X --» Y est birationnelle si elle est dominante et s’il existe g : ¥ --» X
dominante telle que

gof=idy et fog=idy. (100)

On dit que deux variétés quasiprojectives sont birationnelles, s’il existe une appli-
cation birationnelle entre les deux.
Une variété quasiprojective est dite rationnelle si elle est birationnelle a P”.
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Proposition 2.33. Soient X,Y des variétés quasiprojectives irréductibles, tout ap-
plication rationnelle dominante f : X --+Y induit un morphisme de corps appelé
tiré-en-arriere f* : K(Y) — K(X). Réciproquement, tout K-morphisme de corps
K(Y) — K(X) provient d’un morphisme de tiré-en-arriere.

En particulier, deux variétés quasiprojectives irréductibles sont birationnelles
si et seulement elles ont méme corps de fonctions.

Démonstration. Par le lemme il existe des ouverts affinesU c X etV c Y.
Par irréductibilité, I’ensemble des applications rationnelles dominantes f : X --»
Y est le méme que I’ensemble des applications rationnelles dominantes g : U --»
V. Par définition du corps des fonctions, on a K(U) = K(X) et K(V) = K(Y) etle
résultat découle de la proposition[I.50]et[1.52] O

2.4 Dimension

De la méme facon que dans le cadre affine, on définit la dimension d’une
variété quasiprojective X comme la plus grande longueur d’une chaine de fermés
strictement croissante de X. Attention, contrairement au cas affine, la proposition
1.54|n’est pas vraie en quasiprojectif, prenez par exemple X = P”.

Lemme 2.34. Soit X une variété quasiprojective irréductible, et (U;) un recou-
vrement ouvert de X, c’est a dire X = | J;U;, alors

dimX = supdimU; (101)
i

Démonstration. Comme U; < X, on a dimX > sup,dimU;. Réciproquement, si
20 S 721 S - < Z, une suite de fermés irréductibles de longueur maximale de X.
Il existe U € (U;) tel que ZgnU # J. Lasuite UnZyc UnZ < ---cUNZ,
est une suite de fermés irréductibles de U. En effet, U N Z; est dense dans Z; par
irréductibilité et donc si U nZ; = U nZj on aurait Z; = Z;,, c’est absurde.
Donc dimX < dimU et on a le résultat. ]

Proposition 2.35. Pour toute variété irréductible quasiprojective X, on a
dimX =tr.degK(X). (102)
En particulier, si U c X est un ouvert, alors dimU = dimX.

Démonstration. Par le lemme [2.21] on peut trouver un recouvrement de X par
ouvert affine. Or pour tout ouvert affine U par la proposition [1.54] on a dimU =
tr.degK(U) = tr.degK(X), car K(X) = K(U). Par le lemme [2.34, on a le résultat.

]
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Corollaire 2.36. Pour toutn >0, on a dimP" = n.
Démonstration. On utilise la proposition avec A" — P". O

Corollaire 2.37. Soit f : X --» Y une application rationnelle dominante, alors
dimX > dimY.

Démonstration. On sait que f induit une extension de corps f* : K(Y) — K(X)
par la proposition et donc tr.deg K(X)/K > tr.degK(Y)/K. O

Définition 2.38. Soit X une variété quasiprojective irréductible, et ¥ une sous-
variété fermée irréductible. La codimension de Y dans X est codim(Y,X) = dimX —
dimY.

On admettra le fait suivant (voir [Har77] définition p.86 et exercice 11.3.20

(d)).

Proposition 2.39. La codimension de Y dans X est égale a
max{n=>0:3Yy=Y <Y, & - <Y, =X,Y; irréductibles} (103)

En particulier, une variété quasiprojective contient des sous-variétés de toutes
codimension.

Proposition 2.40 (Dimension des fibres). Soit f : X — Y un morphisme dominant,
alors pour tout y € f(X)

dim f~!(y) = dimX —dim?Y. (104)

Démonstration. Soit Z une composante irréductible de f~!(y), alors on montre
que codim(Z,X) = dimY = codim(y,Y). On montre en fait de facon plus général
que si Y’/ < Y est un fermé irréductible avec f(X)nY # et Z < f~1(Y') est
une composante irréductible, alors codim(Z,X) < codim(Y’,Y). On raisonne par
récurrence sur codim(Z,X). Si elle vaut 0, alors Z = X et il n’y a rien a faire.
Soit ¢ = codim(Z,X) et Z; © Z un fermé irréductible de codimension ¢ — 1 (Z;
existe par la proposition , alors on a f(Z) < f(Z;) car sinon ces deux en-
sembles irréductibles seraient égaux et Z < Z; ne serait pas une composante irré-
ductible de f~1(Y’). Donc codim(Z,X) = codim(Z;,X) + 1 < codim(f(Z;),Y) +
1 < codim(Y',Y). O
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3 Produits et morphismes de variétés quasiprojec-
tives

3.1 Produits

On a vu la définition du produit de variétés affines dans la section [I] on sait
que c’est encore une variété affine. Soient X,Y des variétés quasiprojectives, on
définit le produit X x Y par

{(x,y):xeX,yeY}. (105)
Il n’est pas clair a priori que X x Y soit encore une variété quasiprojective.

Théoreme 3.1. Soient X,Y des variétés quasiprojectives, il existe a isomorphisme
pres une unique structure de variété quasiprojective sur X x Y telle que pour tout
ouwvert U c X,V c Y, U xV < X xY est un ouvert et si U,V sont affines, alors
c’est un ouvert affine isomorphe a U x 'V en tant que variété affine.

Preuve de I'unicité. On prouve d’abord ’unicité, soit ¢ : X x Y <> PN et y: X x
Y < PM deux fonctions injectives dont I’image est une variété quasiprojective,
alors Wyo¢~! induit un isomorphisme entre ¢(X x ¥) et y(X x Y). En effet, il suffit
de montrer que pour tout (x,y) € X x Y, il existe des ouverts (x,y) e W; c ¢(X xY)
et (x,y) e Wo c y(X xY) tels que yo ¢! induit un isomorphisme de W; vers
W,. Pour se faire on prend U < X un voisinage ouvert affinede xe X etV <Y
un voisinage ouvert affine de y € Y. Alors W) = ¢(U x V) et W, = y(U x V)
conviennent car ils sont tous les deux isomorphes a U x V. [

Pour I’existence, il suffit de construire le produit de P” x P™. On pose
N=(n+1)(m+1)—1. (106)
On définit

O([ug: - upl,[vo:-:vm]) = [u,-vj:i=0,...,n,j=0,...,m] (107)

Proposition 3.2. L’application ¢ est injective et d’image la sous-variété de PN
d’équation
WijWikl = WkjWil, V0<i,k<n,0<j,l7<m (108)
oil wij sont les coordonnées homogeénes sur P de sorte que w;;(0(u,v)) = uv;.
De plus, si AZ’. est une des cartes affines de PV, alors W N Aﬁ\; est isomorphe a
A" x A™, '



CHAPITRE I. VARIETES ALGEBRIQUES 30

Démonstration. 11 est facile de vérifier que I’'image de ¢ est contenue dans W ou
W < PV est la sous-variété projective définie par les équations données par (T08).
Soient (x,y) € X x Y, on peut supposer que woo(d(x,y)) # 0, c’est a dire xpyg #

0, alors pourtout l <k <n,1 <I<m,ona
_ Yo _ Wko

yl - 9 -xk
X0 Yo

(109)

De sorte que

x=[woo:wio:- 1 wno, Y= |[woo:wor: - Wwom. (110)

Ce qui prouve que ¢ est injective et montre aussi que I’image de ¢ est bien W, car
on vient de constuire un antécédent de W par ¢.

Maintenant, on montre la derniere assertion pour i = j = 0 (les autres cas sont
analogues mais plus fastidieux a rédiger). On considere W n AS’O. Ainsi, on impose
wij = 1 dans (I08)) ce qui signifie aussi qu’on impose xo = yo = 1 dans Af et Afj’.
Cela donne

Wkl = Wk0 - WoI = Xk * VI (111)
pour 0 < k < 1,0 </ < m. En particulier, wo; = y; et wxo = x;. Ainsi, K[W 1 AN/]
est isomorphe a

K[x1,...,xn] X K[y1,-.-,ym] = K[Aj X AG]- (112)
]

L’ application ¢ est appelée le plongement de Segre et son image est appelée la
variété de Segre. On peut caractériser les sous-variétés projectives de P" x P par
le plongement de Segre.

Théoreme 3.3. Une sous-variété de P" x P est projective si et seulement si elle
définie par des équations de la forme

Gr(ug, ... un;vo..,vm), k=1,....r (113)
ou chaque Gy est un polynome homogene en les variables uy, . .. ,u, de degré d,
et homogene en les variables vy, . ..,v, de degré d,. On appelle un tel polynome

un polyndme bihomogene.
De méme, une sous variété de P* x A est fermée si et seulement si elle est
définie par des équations de la forme

Gr(ug, ... Un, Vi, s Vi) (114)

ou Gy est homogene en les variables u, . .. ,u,.
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Démonstration. On montre le résultat pour P" x P". Soit W la variété de Segre
dans PV. Une sous-variété fermée Z — W est définie par les équations de W et un
nombre fini d’équation homogenes

Gk(WOQ,...,an)ZO, k=1,...,r. (115)

En substituant w;; = u;v, on voit que Gy a la forme (I13) avec méme degré d’ho-
mogénéité pour ug,...,u, etvy,...,v,. Réciproquement, tout polyndme bihomo-
gene de méme degré pour les variables u et v est un polyndme homogene en les
variables w;; apres la substitution w;; = u;v;.

Maintenant, si Z < W est donnée par un systeme d’équations de la forme (I13]),
alors soit k = 1,...,r, on note d,,d, le degré d’homogénéité de Gy par rapport
aux variables u, ..., u, et vo,...,v, respectivement. Si d, > d,, alors le systeme
d’équation Gy = 0 est équivalent au systeme défini par les équations

¥j=0,...,m, V"G =0. (116)
qui est bien une sous-variété fermée de P" x P par ce qui précede. [l

Soit X une variété quasiprojective, la diagonale Ay de X x X est le sous-
ensemble dont les éléments sont de la forme (x,x) pour x € X.

Corollaire 3.4. Pour toute variété quasiprojective X, la diagonale Ax est fermée
dans X x X.

Démonstration. On suppose X < P, alors
Ax = Apn 0 (X x X). (117)

Donc il suffit de montrer que Ap» =: A est fermée dans P" x P" et c’est le cas car
A est définie par les équations

uvi=uv;, VO<i,j<n (118)
ou ug,...,u, et vy,...,v, sont les coordonnées homogenes sur le premier et le
deuxieme P” respectivement. 0

3.2 Image d’une variété projective par un morphisme

Définition 3.5. Soit f : X — Y un morphisme de variétés quasiprojectives. On
définit le graphe de f comme le sous-ensemble I'y = X x Y par

Ipi={(x,f(x)) cX xY :xeX}. (119)
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Proposition 3.6. Le graphe I'y d’'un morphisme de variétés quasiprojectives f :
X — Y est une sous-variété fermée de X x Y.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat quand Y = P™. En effet, si Y < P™,
alors f induit un morphisme f : X — P" et I'y = I7CcXxYcXx P™". Soit
i : P" — P" le morphisme identité, on considere

(f,i) : X x P" — P" x P". (120)

Alors I'y est I'image réciproque de la diagonale Ap» par (f,i) et le résultat découle
du corollaire O

Proposition 3.7. Soit X une variété projective et Y une variété quasiprojective, la
projection sur la seconde coordonnée p> : X xY — Y envoie fermés sur fermés.

Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat lorsque X = P", en effet si X < P"
est fermé alors tout fermé de X x Y est un fermé de P” x Y. Ensuite, vu que le fait
d’étre fermé est une propriété locale, c’est a dire qu’une partie Z < Y est fermée
si et seulement si pour tout ouvert U < Y, Zn U est fermé dans U, il suffit par
le lemme de montrer le résultat quand Y est affine. Or si ¥ < A™ est fermé,
alors Z c Y est fermé si et seulement si Z est fermé dans A”. Donc on peut aussi
supposer que ¥ = A",
Soit Z un fermé de P" x A™. Par le théoréme [3.3] Z est défini par un systeme
d’équations
Gi(w;y), k=1,....r (121)

ol u est un systeme de coordonnées homogenes pour P” et y un systeme de coor-
données affines pour A™ et G est homogene en u. Soit p : Z — A™ la restriction
de la projection 4 Z. Pour yg € A”, p~!(yo) est le fermé de P" défini par

Gelu;yo) =0, k=1,...r (122)

Donc yg € p(Z) si et seulement si le systeme (122)) a une solution dans P”. 1l faut
donc montrer que I’ensemble des yg € A™ tels que le systeme a une solution
dans P" est fermé dans A™. Par le lemme[2.3] le systeéme (122)) a une solution dans
P” si et seulement si 1’idéal engendré par Gy (u;yo) pour k = 1,...,r ne contient
pas I; pour tout s > 0 ou I est I’idéal engendré par tous les mondmes de degré s.
11 suffit donc de montrer que pour tout s > 0, I’ensemble 7y = A™ de point yg € A™
tels que

Iy & (G1(u;¥0),-..,Gr(usy0)) =: Iy, (123)
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est fermé. Soit dj le degré d’homogénéité de Gy par rapport a u. Soient (M%),
I’ensemble des monomes de degr€ s, la condition I < I, signifie que

Vo, M® =" Gi(usyo)FH(u) (124)
k=1

avec F,* homogene de degré s — dj. On note (N,E3 )p I'ensemble des mondmes de
degré s — dj pour k = 1,...,r. Donc (124) est équivalent au fait que le K espace
vectoriel engendré par les Gy (u;yo)N B est égal au K espace vectoriel des poly-
ndmes homogenes de degré s que I’on note S. Donc I; ¢ I, est équivalent au
fait que cet espace vectoriel n’est pas S tout entier. Pour trouver une condition
polynomiale sur A™, on écrit

VB, Gilu:yo)Nf = Y agp(y0)M*. (125)

o

On obtient une matrice aqg dont les coefficients sont des polyndmes en yo. Pour

que la famille (Gk(u;yo)NE n’engendre pas tout S il faut et il suffit que tous les
mineurs de taille dimS x dim S soit nuls. Cela donne les équations qui définissent
Ts. O

Théoreme 3.8. Soit X une variété projective et Y une variété quasiprojective,
alors si f : X — Y est un morphisme, f(X) est fermée dans'Y .

Démonstration. L’'image f(X) est égale a p>(I'y) ot I's est le graphe de f et p :
X xY — Y estla projection sur le facteur Y. Le résultat provient des propositions

etB7 O
Corollaire 3.9. Si X est une variété projective irréductible, alors K[X| = K.

Démonstration. Une fonction réguliere correspond a un morphisme f: X — Al
Comme X est irréductible, son image 1’est également et par le théoréeme f(X)
est un fermé de A!. Comme dimA! = 1, on a f(X) = A! ou bien f(X) est un
point. Si f(X) = A€ K, alors f correspond a la fonction réguliere constante égale
a A. On montre que f(X) = A! est impossible. Sinon, f s’étend en un morphisme
f:X — Al < P! et 'image f(X) = A' P! ne serait pas un fermé de P!, c’est
absurde. ]

Corollaire 3.10. 7Tout morphisme X — Y ou X est projective et Y est affine envoie
X sur un point.



CHAPITRE I. VARIETES ALGEBRIQUES 34

Démonstration. Cela découle directement du corollaire (]

Dans tout le reste de ces notes, une variété dénotera une variété quasiprojec-
tive.



Chapitre 11

Propriétés locales

1 Anneau local en un point

Soit X une variété et x € X

Définition 1.1. Un germe de fonctions réguliéres en x est une classe d’équivalence
d’éléments de la forme (U, f) ou U est un voisinage ouvert de x et f € K[U| pour
la relation d’équivalence suivante

(U, f)~(V,8) = fluav = 8unv- (1)

L’ensemble des germes de fonctions régulieres en x est un anneau appelé ’anneau
local de X en x et on le note Oy y.
Un anneau est dit local s’il admet un unique idéal maximal.

Remarque 1.2. Si X est irréductible, alors on a une inclusion naturelle Ox , <
K(X).

Proposition 1.3. Si X est une variété affine et x € X, alors
Ox x = K[X]m(x) (2)

le localisé de K[X]| par rapport a I’idéal maximal m(x) des fonctions qui s’an-
nulent en x.

En particulier, pour toute variété Y, Oy est un anneau local Noetherien. Si
My y est son idéal maximal alors Oyyy/myy =K.

35
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Démonstration. Soit (U, f) € Ox x, alors on peut supposer que U = D(Q) est un
ouvert principal par la proposition [2.23] alors on a

P
fZ@ (3)

avec Pe K[X] et Q € K[X]\m(x) car x€ D(Q) pour une certaine puissance d. Réci-
proquement tout élément de K[X ]m(x) définit un un germe de fonctions régulieres
en x. On note my , I'idéal engendré par m(x) dans Ox x, ¢’est un idéal maximal
car tout élément qui n’est pas dans cet idéal est inversible dans Oy , ce qui prouve
également que I’anneau Oy , est local. En fait, on a le morphisme d’évaluation

evy: K[X] - K 4)

qui est surjectif et son noyau est exactement 1’idéal maximal m(x). On peut donc
étendre evy : K[X|m, — K et my , est le noyau de ce morphisme, on retrouve le
fait que c’est un idéal maximal et que Oy »/my » = K.

Maintenant si Y est une variété quasiprojective, alors pour tout y € Y on a
Oy, = Oy,y pour U un voisinage ouvert affine de y d’ou le résultat. 0

Proposition 1.4. Soit X une variété quasiprojective irréductible, alors pour tout
x € X, 'anneau local Ox y est de dimension dimX.

Démonstration. On peut supposer que X est affine par la proposition [2.35] On a
alors que Ox » = K[X|/m(x) o m(x) est I'idéal maximal défini par x dans K[X].
On a alors que la dimension de Oy . est égale a la hauteur de m(x) et par la
proposition[I.54] on a

dim K[X] = hauteurm(x) + dim K [X | /m(x) 5)

et comme K[X]/m(x) = K on conclut. O

2 KEspace tangent et cotangent

On définit dans cette partie la notion d’espace tangent et cotangent en un point
d’une variété algébrique. C’est la notion analogue a I’espace tangent en géométrie
différentielle. On verra d’abord une premiere définition pour les variétés affines
qui dépendra d’un plongement dans un espace affine puis on montrera que cette
construction est en fait intrinseque
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2.1 Une premiere définition de I’espace tangent

Soit X < A" une variété affine et x € X. On définit I’espace tangent de X en x
comme I’union de toutes les droites de A" tangentes a X en x. Par changement de
coordonnées on peut supposer que x = 0 est I’origine de A”. Une droite L de A"
passant par O est alors de la forme

L={ta:teK} (6)

avec a € A" fixé. Soit Fi,...,F, un systeme d’équations de X. L’ensemble X N L
est par définition le lieu défini par I’équation

Fi(ta) = --- = Fy(ta) = 0. (7)

Chaque polyndme est vu comme un polyndme a une variable en ¢, ce lieu de zéro
est le lieu de zéro du PGCD de ces polyndmes qu’on note G. On a nécessairement
quetr =0estunracinede Gcarxe X Nn L.

Définition 2.1. La multiplicité d’intersection de L avec X en x est la multiplicité
de laracine r = 0 dans le polyndome G. Si G = 0 (i.e L < X) on définit la multiplicité
comme +0.

Une droite est fangente en x si cette multiplicité est > 2

Remarque 2.2. Si Ix est1’idéal de définition de X, alors le polyndme G est en fait
un générateur de 1’idéal
{F(ta): F € Ix} (8)

et donc la multiplicité ne dépend pas du choix des générateurs.

Exemple 2.3. Soit C = {y =x*} et L = y = 0, alors L est tangente a C en |origine
car

L={t(1,0):teK} )
et

(v —%)(1,0) = —*. (10)

On cherche maintenant a trouver un critere pour savoir si L est tangente a X
en x. Avec nos choix de coordonnées x = 0 est I’origine de A" donc si Fy,...,F,
sont des équations de X, elles ont un terme constant nul. On écrite F; = A; + G; ou
A; est le terme linéaire de F; et G; la partie de degré > 2, alors

Fi(ta) =tA(a) + Gi(ta) (11)
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et G;(ta) est divisible par 2. Donc F;(ta) est divisible par 7> si et seulement si
Ai(a) = 0. La condition de tangence est donc

Ai(a) = =An(a) = 0. (12)

Définition 2.4. L’espace tangent de x € X < A" est le sous-espace de A" union
des droites tangentes a X en x. On le note Oy .

Définition 2.5. Si X < A” est donné par des équations f1,..., f, alors on définit
la matrice Jacobienne de X en P par rapport a (fi,..., f,) comme
0fi
( (P )) o (13)
Xj I<i<sr
I<j<n

L’espace tangent de X en x est alors (x+) le noyau de cette matrice, il ne dépend
pas du choix des générateurs.

Remarque 2.6. L’équation (I2)) montre que ®x , est un sous-espace affine de A”.

Exemple 2.7. L’espace tangent de A” en tout point est A”.
Si FeK|[T]etX ={F =0} c A" I’hypersurface associée telle que 0 € X, alors
le terme linéaire de F est

(0)x; (14)

et on voit que siA # 0,dim®x o = n— 1 et sinon Ox o = A".

2.2 Une définition intrinseque de I’espace tangent

La définition de I’espace tangent vu dans la partie précédente a le défaut que
les définitions dépendent de 1’espace affine ambiant dans lequel est plongé X. En
particulier, il n’est pas clair que I’espace tangent est préservé par isomorphisme.
On va montrer qu’en fait la définition est bien intrinseque et on pourra alors la
généraliser pour toute variété.

Soit F € K[T] un polynéme et x € A", F a un développement de Taylor en x :

F=Fx)+FO)(T)+FO(T)+ ...+ F(T). (15)
ot F)(T) est la composante homogene de degré i. La partie linéaire F(1)(T) est

la différentielle de F en x, on la note d,F et elle est égale a

d.F = Zaxl N (T; — x;). (16)
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On peut vérifier que

dy(F + G) = d(F) + dy(G), (17)
d(FG) = Fd,(G) + Gd.(F). (18)

Avec ces notations, la condition de tangence de (12) devient
dfy =---dyF, =0 (19)

ou Fi,...,F, sont des équations définissant X .

On veut maintenant définir d,g pour g dans K[X]| de sorte que et (18)
soient vérifiées. En fait d,g va étre défini comme un forme linéaire sur I’espace
tangent de X en x. En effet, soit G € K[T] tel que G|x = g, alors on définit

dvg = (diG)ey.,- (20)
Cette défintion est correcte car deux représentants de g different d’un élément de
Ix de la forme A F} + -+ + A,F, et comme Fj(x) =--- = F.(x) =0,0n a
do(A\Fi + - +AF) = A1 (x)doFy + - + Ap(x)dy Fr (21)
et par (19),
de(A1F)+ -+ +A,F,)‘®Xx =0. (22)

Définition 2.8. La forme linéaire d, g est appelé la différentielle de g en X.

On a donc un homorphisme linéaire d, : K[X| — ©% , oll ®y , est le dual de
Ox x. Comme pour tout o € K,d,0 = 0 on peut se restreindre a

dy:m(x) — Oy , (23)
ol m(x)  K[X] est I’idéal maximal défini par x.

Théoreme 2.9. L’application d, induit un isomorphisme linéaire entre m(x) /m(x)?
et Oy ..

Démonstration. On a que I'image de d, est tout @y ,, en effet toute forme linéaire
¢ sur Oy , s’étend une forme linéaire G sur A" et ona d,G = ¢. On montre que le
noyau est bien m(x)2, on peut supposer que x = 0 est I’origine de A”. Soit g € m(x)
tel que dyg = 0 et soit G € K[T'] induisant g. On a que d,G est nulle sur ®Y . donc

par (I9) on a
dyG = Md.F + - + MdoF, (24)



CHAPITRE II. PROPRIETES LOCALES 40

avec A; € K pour Fi,...,F, des équations définissant X. Soit G; = G — M F| —
.-+ —A-Fy. On a que G| n’a pas de terme constant et pas de terme linéaire. Donc
G, € (Ti,...,T,)* ou Ti,...,T, sont les coordonnées affines de A”. Si on note
ti = T;x, alors g € (t,...,t,)? = m(x)2. O

On appelle m(x)/m(x)? I’espace cotangent de X en x. Si f: X — Y est un
morphisme de variétés affines, alors si f(x) = y on a un homomorphisme de K-
algebres f* : K[Y] — K[X] avec f*(m(y)) < m(x) et f*(m(y)?) < m(x)%. On a
donc une application

frrmy)/m(y)® — m(x)/m(x)?. (25)
Par le théoreme on a donc que f induit une application linéaire
dif : Ox x — Oy,. (26)

Cette application est appelée la différentielle de f en x.

Corollaire 2.10. Si X — Y est un isomorphisme de variétés affines, alors les es-
paces tangents en chaque point sont isomorphes par cet isomorphisme.

On a donc bien une définition locale et intrinséque de 1’espace tangent d’une
variété en un point.

Théoréme 2.11. L’espace tangent Oy  d’une variété affine X en un point x est
un invariant local, c’est I’espace vectoriel dual du K-espace vectoriel mx7x/m)2( .
ou ici my , est l'idéal de I’anneau local en x.

Démonstration. On va montrer comment déterminer ®, en fonction de 1’annneau
local Oy. Si F/G est une fonction rationnelle avec F,G € K[T| avec G(x) # 0,

alors on a
G(x)diF — F (x)d,G

G*(x)
On peut voir tout élément f € O, comme la restriction d’une fonction rationnelle
F /G et on peut alors définir la différentielle de f comme

dvf = di(F/G)je,- (28)

Le théoreme 2.9 s’énonce de la méme maniére avec 1’idéal maximal m, de 1’an-
neau local O, et on a que d, induit un isomorphisme K-linéaire d, : m,/m?2 ~
OF. ]

di(F/G) = 27)

Définition 2.12. Soit X une variété quasiprojective et x € X, [’espace tangent de x
en X est défini comme 1’espace vectoriel dual du K-espace vectoriel m,/m2.
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3 Points lisses

Dans cette partie on va étudier la dimension que peut avoir I’espace tangent
d’une variété en un point et définir la notion de points lisses. C’est une notion lo-
cale, alors on donnera d’abord une définition pour les variétés affines qui a priori
dépendera du plongement dans A" avant de montrer que c’est une définition in-
trinseque.

Définition 3.1. Soit X < A" une variété affine donnée par des équations f1,..., f;,
soit x € X. On dit que x est un point lisse de X si et seulement si sa matrice Ja-
cobienne par rapport a f1,..., fr est de rang n — dim X ou de fagon équivalente si
din’l[( ®X,x = dimX.

On dit que X est lisse si elle est lisse en tout point.

Définition 3.2. Soit A un anneau local Noetherien avec idéal maximal m et corps
résiduel K = A/m, alors on dit que A est régulier si dimgm/m? = dimA.

Proposition 3.3. Soit X = A" une variété affine et x € X un point, alors X est lisse
en x si et seulement si Oy x est régulier.

Démonstration. On sait que I’espace tangent Ox . est défini comme le noyau de
la matrice Jacobienne de X en x par rapport a un ensemble d’équations de X. Soit
r le rang de cette matrice, comme la matrice Jacobienne induit une application
linéaire R” — R" on a

n=r+dimOQy ,. (29)

Comme dimmx/m)zc = dimO®y , et dim Ox , = dimX par la proposition on
conclut. L]

On voit que la notion de régularité de 1’anneau local est une notion locale, on
peut donc I'utiliser pour définir la lissité.

Définition 3.4. Soit X une variété quasiprojective, alors X est lisse en x si et
seulement si I’anneau local Oy , est régulier, un point ou X n’est pas lisse est dit
un point singulier. On dit que X est lisse si elle est lisse en tout point et qu’elle est
singuliere sinon.

Proposition 3.5. Soit A un anneau local Noetherien avec idéal maximal m et
corps résiduel k = A/m, on a dim;m/m? > dimA.

Démonstration. Voir [AM19] Corollaire 11.15 p.121. O
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Proposition 3.6. Soit X une variété quasiprojective, alors pour tout x € X
dimg m,/m2 > dimX (30)

et le lieu ot il y a égalité est ouvert. Autrement dit [’ensemble des points singuliers
de X est fermé.

Démonstration. L’inégalité vient des propositions [I.4]et[3.5] Cette énoncé est lo-
cal donc on peut se restreindre au cas ou X < A" est affine. On a que Oy , est le
noyau de la matrice Jacobienne de X en x par rapport a un ensemble d’équations de
X et I’égalité dimg t'ax.n*t)zC = dim X correspond au point ou la matrice Jacobienne
est de rang maximal égal a n —dimX. Il suffit donc de montrer que les points ou
la matrice Jacobienne est de rang < n —dimX — 1 est fermé. Or cela revient a ce
que tous les mineurs de taille (n —dimX) x (n —dimX) soient nuls, ce qui donne
les équations des points singuliers. [

Définition 3.7. Soit X une variété algébrique de dimension n et x € X un point
lisse. On dit que uy,...,u, € Ox  sont des coordonnées locales si pour tout i,u; €
m, et leur image forment une base de m,/m2.

Théoreme 3.8. Si uy,...,u, sont des coordonnées locales en un point lisse x € X,
alors ils engendrent m,.

Démonstration. Voir [[Shal3]] Theorem 2.5. O

Ce théoreme est tres important pour la raison suivante : Soit f € Ox y, alors on
peut exprimer f de fagcon unique en une série formelle en les uy, ..., u.

3.1 Séries formelles

Dans cette partie nous fournirons assez peu de preuves et on donnera les réfé-
rences dans [Shal3]. Soit X une variété, x € X un point lisse et (uy,...,u,) des co-
ordonnées locales en x. Soit f € Ox , alors f(x) = 0 € K et alors f(x) — 0 € m,.
Ainsi, comme (u1,...,u,) est une base du K-espace vectoriel m,/m2, il existe
ai,...,0, € K tels que

n
fri=f—ag— ) o em;. (31)
i=1
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On peut donc ainsi écrire f = Z;zl gihi avec gi, h; € m,. On peut donc trouver
Bij,Yij € K tels que

r r
gi—ZBijujemfc, hi—Z’Yijqum)zc. (32)
j=1 j=1

En écrivant Zi (ZI B,‘jblj) (Z] ’Y,jbtj) = Zk,l OlgurUr, ONn a

f3 = f — Olp — Z ou; — Z Olguru; € ‘mi (33)
i k.l
En continuant ainsi, on trouve des polyndmes homogenes f,, de degré n tels que
f=fo—fi—rr—faemith (34)
Définition 3.9. Soit T = (T1,...,T,) des variables, I’anneau des séries formelles
K|[[T]] est I’ensemble des éléments de la forme
h+F++F+- (35)

tel que pour tout i, F; est homogene de degré i. Un élément de K[[T']] est appelé
une série formelle. La multiplication et I’addition sont définies de la méme fagon
que pour les polynomes.

Si f € Ox x, une expansion de Taylor de f est la donnée de polyndmes homo-

genes fi(uy,...,u,) en les u; de degré k tels que
f_fO(u17"'7un) - _fk(uh' "7”11) em}’ngl. (36)
Proposition 3.10. Soit X une variété, x € X un point lisse et (uy,...,u,) des coor-

données locales en x, alors tout f € Ox x admet une unique expansion de Taylor.
Autrement dit on a un homomorphisme de K-algebres injectifs

Ox x — K|[[T]] (37)
qui envoie u; sur T;.

On peut en fait montrer la chose suivante : on peut définir la topologie m,-
adique sur Oy, par la distance d,(f,g) = el=mn=0:(/=8)emi} "on peut montrer
que m’ sont fermés et ouverts pour cette topologie et le complété 5X\x de Ox x par
rapport a cette distance est exactement K[[7T']].

On admettra le fait suivant

Proposition 3.11. L’anneau K|[T]] est factoriel.
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4 Propriétés des points lisses

4.1 Sous-variétés de codimension 1

Théoréme 4.1. Si X est une variété et x € X est un point lisse, alors Ox x est un
anneau factoriel.

Démonstration. Voir [[Shal3]] Theorem 2.11. OJ

De ce théoreme on va déduire un résultat trés important pour la suite, si X est
une variété lisse et Y < X une sous-variété de codimension 1, alors Y est définie
localement par une seule équation.

Définition 4.2. Soit X une variété, x € X et Y < X une sous-variété. On dit que

f1s---, fm € Ox x sont des équations locales de Y en x s’il existe un ouvert affine
U>sxtelque fi,...fme K[U] et
IYﬂU:(f17~"7fm)' (38)

On aurait pu aussi définir tout localement, si Y est une sous-variété de X, son
idéal de définition dans Oy , est

IY,x:{feOX,x:ElUBxafEK[U]anmYEO}- (39)
Lemme 4.3. Des germes f1,..., fm € Ox x sont des équations locales de Y = X en
x si et seulement si Iy x = (fi,..., fm)-

Démonstration. On peut supposer X affine, si (f1,..., f) =Iy,alorsona (fi,..., fn) =

Iy x. En effet, si g € Iy, alors il existe un ouvert U = D(h) principal de X conte-

nant x tel que g est régulier sur U. On a alors que Iy ~p(n) = (f1,- - -, fm) est I'idéal

engendré par fi,..., f,, dans K[X][1/h] ce qui prouve que g € (fi,..., fm)-
Réciproquement, si (f1,..., fm) = Iy x et soit U — X un ouvert affine contenant

x tel que les f; soient réguliers sur U. Soit g € Iy ~y soit g, le germe qu’elle définit

en x, on a alors dans Ox  que g = Ay fi + - + Wy fin. Soit D(h) < U un ouvert

principal tel que chaque %; soit régulier sur D(h), on a alors qu’il existe m = 0 tel

que

g:h1f1+”‘+hmfm

o (40)
et donc g € (fl,...,fm)D(h). Si on effectue ce procédé pour gi,...,gs des géné-
rateurs de Iy sur X, on obtient un ouvert principal U sur lequel (f1,...,fn) =
IYﬁU . D
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Théoreéme 4.4. Soit Y c X une sous-variété irréductible de codimension 1, alors
pour tout x € X lisse, Y admet une équation locale en x, i.e I’idéal Iy , est principal.

Démonstration. On peut supposer X affine. Soit f € Iy ,, comme Oy , est factoriel
on décompose f en facteurs irréductibles. Un de ces facteurs doit s’annuler sur
Y, quitte a remplacer X par un plus petit ouvert affine on peut supposer que g est
régulier sur X. Comme Y < V(g) et que Y est de codimension 1, on a que

V(ig)=YuY' (41)

Si x € Y/, alors il existe des fonctions h, ' régulieres sur X qui s’annulent en x
telles que hh' = 0 sur V(g) mais h,i’ # 0 sur V(g). Par le Nullstellensatz on a
alors que g divise (hh')" pour un certain entier r > 1 mais donc également dans
Ox x. Comme g est irréductible, g doit diviser par exemple h. Mais alors h = 0
sur V(g) et c’est absurde. Donc x ¢ Y’ et quitte a restreindre X, on peut supposer
Y = V(g). Maintenant, si u € K[X] s’annule sur ¥ = V(g), alors g doit diviser u’
et donc g divise u dans Oy et on a bien que Iy, = (g). [l

Théoreme 4.5. Si X est une variété lisse et ¢ : X --» Y une application rationnelle
vers une variété projective, alors Ind() est de codimension = 2.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat lorsque ¥ = P". L’assertion est lo-
cale et on peut donc supposer que X est affine. L’application rationnelle ¢ est
donnée par (fo:...: f,) avec f; € K(X). Soit x € X, on peut multiplier tous les f;
par un méme élément de Oy , de sorte que pour tout i, f; € Oy et les f; n’ont pas
de facteurs communs dans Oy . Le lieu d’indétermination de ¢ est exactement le
lieu de zéros communs des f;. Si ce lieu Y était de codimension 1, alors Y ad-
mettrait une équation locale g qui serait un facteur commun de tous les f;, c’est
absurde. 0

Corollaire 4.6. Toute application rationnelle d’une courbe lisse vers une variété
projective est un morphisme.

Corollaire 4.7. Deux courbes projectives lisses birationnelles sont isomorphes.

4.2 Eclatement d’un point lisse sur une variété

L’éclatement d’un point lisse sur une variété consiste a “remplacer” ce point
par le projectivisé de son espace tangent. On traite d’abord le cas de I’éclatement
de A" en I’origine avant de passer au cas général.
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Soit 0 € A" I’origine de A". L’ensemble des droites de A" passant par O est
paramétré par P"~!. On souhaite définir une variété X telle que on a un morphisme
7 : X — A" avec les propriétés suivantes :

1. w:X\n~!(0) — A™\0 est un isomorphisme.
2. n1(0) ~ P L,
On procede de la facon suivante. On considere 1’espace produit A” x P! et
on définit X par
X={(x,L):xeA",xeL}. (42)
C’est bien une variété algébrique car si x = xy,...,x, et L = [y; : ... : y,], alors
x € L revient au systeme d’équations

Vi, j,xiyj = x;yi- (43)

Et le morphisme 7 : X — A” x P"~! — A" est la projection sur le premier
facteur. On montre que X satisfait bien les conditions nécessaires. Déja si x =
(0,...,0) est I’origine, alors on a bien que

n'(0) = {0} x P~ P (44)

En effet, toutes les équations dans deviennent 0 = 0. Donc la condition (2)
est vérifiée. On note E = n~!(0). Ensuite si x # 0, alors il existe iy tel que x;, # 0
et on a alors .

Xig
Ce qui impose y;, # 0 et donc on peut supposer y;, = x;, eton a

() = (.o X), [ s X (46)

On voit donc qu’on a un isomorphisme X\E — A™\ {0} dont I’inverse est donné
par

xe AMNA{0} — (x1,...,x), [x1 ... 2 x]. 47)
Maintenant, soit X une variété et x € X un point lisse. Soient (uy,...,u,) des
coordonnées locales en x et U un ouvert affine contenant x ou uy,. .., u, sont régu-

lieres. On définit I’éclatement X de X de x par recollement de deux variétés X1, X>.
On définit X| = X\ {x} et X, = U x P"~! définies par les équations

Uiyj = u;yi. (48)

On a alors que X; nU ~ U\ {x} ~ X, ~ E et on définit X par recollement de
X1,X5 lelong de X1 nU et Xo\E.
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Exercice 4.8. Montrer que si on avait choisi d’autres coordonnées locales en x on
aurait une variété isomorphe.

Définition 4.9. Si X est une variété et Y — X une sous-variété. Soit w: Z — X
I’éclatement d’un point lisse p. La transformée stricte de Y est I’adhérence de
-1 (Y\{p}) dans Z.

5 Diviseurs

5.1 Diviseur d’une fonction rationnelle

Une fonction rationnelle sur P! est de la forme
(t—oup)™ - (t — o)™
(=B (=B

Les points oy, . .., a, sont les zéros de f etles By, ..., Bs les pdles. On peut encoder
ces informations de la facon suivante, le diviseur de f est

f= (49)

div(f) = mi(ot) + - +mp(0) —ny(Br) — - —ng(Bs). (50)

Et il n’est pas dur de voir que deux fractions rationnelles ont méme diviseur si et
seulement si leur quotient est une constante. On généralise cette notion pour toute
variété.

Définition 5.1. Soit X une variété irréductible. Un diviseur de Weil sur X est une
somme formelle

ol q; € Z et E; est une sous-variété irréductible de codimension 1. Si tous les a;
sont positifs, on dira que D est effectif, ce qu’on notera D > (0. Une sous-variété
irréductible de codimension 1 est appelée un diviseur premier. Si tous les a; sont
non-nuls, le support de D est défini comme

SuppD :=|_JE:. (52)
i
On peut additioner deux diviseurs, en effet, si D, D’ sont des diviseurs de Weil
alors on peut écrire

D=aE + - +aE, D =dE + - +dE, (53)

r
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et on définit
D+D":=(ay+d\)E1 + -+ (a, +d.)E,. (54)

Les diviseurs sur une variété X forment un groupe que 1’on note Div(X). On va
maintenant montrer comment on peut associer pour tout f € K(X)* un diviseur
div(f). Ceci est possible dans le cas suivant : X est lisse en codimension 1, i.e le
lieu singulier de X est de codimension > 2.

Soit E < X une sous-variété irréductible de codimension 1. Il existe un ouvert
affine U — X qui intersecte E tel que E donné par une seule équation 7 dans U par
le théoreme Maintenant, pour tout f € K[U], il existe un entier k > 0 tel que

fe(mh)et f¢(nkth. (55)

En effet, sinon on aurait f € mk(ﬂ:k) mais soit x € E n U un point lisse, alors
Ox x est un anneau factoriel et on aurait dans Oy x que f est divisible par toutes
les puissances positives de T, ce qui impliquerait que f = 0 dans Oyx . Donc f
est nulle sur un ouvert contenant x et donc f = 0 € K[U]. L’entier k > 0 est noté
ordg(f). C’est l'ordre d’annulation de f le long de E. On a les propriétés sui-
vantes

ordg(fg) = ordg(f) +ordg(g) (56)
ordg (f + g) = min(ordg(f),ordg(g)). (57)

Maintenant si f € K(X), on peut écrire f = h/g avec h,g € K[U] et alors on
définit

ordg(f) = ordg(h) —ordg(g). (58)

La définition est bien indépendante du choix des représentants de la fraction. A

priori cette définition dépend du choix de I’ouvert affine U, on montre que ce n’est

pas le cas. Si V < U est un ouvert affine, alors 7 est également une équation locale
de E sur V et donc

ord¥ = ord},. (59)

Maintenant, si U,U’ sont deux ouverts affines de X qui intersectent E, alors il
existe un ouvert affine V. U n U’ qui intersecte également E et alors

ord¥ = ord} = ordg/. (60)

Siordg(f) =k >0, on dit que f a un zéro d’ordre k le long de E, si ordg(f) =
—k < 0, on dit que f aun pdle d’ordre k le long de E.
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Lemme 5.2. Soit X une variété lisse en codimension 1 et f € K(X)\ {0}, alors il
existe un nombre fini de diviseurs premiers E tels que ordg(f) # 0.

Démonstration. Soit U un ouvert affine de X et f € K(X), on écrit f = g/h avec
g,he K[U]. On a alors que ordg (f) = 0 pour tout diviseur premier de U qui n’est
pas une composante irréductible de V(g) u V(h). On conclut en utilisant le fait
que X admet un recouvrement fini par des ouverts affines. [

Définition 5.3. Soit X une variété lisse en codimension 1 et f € K(X)*, le diviseur
de f est défini par

div(f) zZordE(F)E. (61)
E

C’est bien un élément de Div(X) par le lemme[5.2] Un tel diviseur est dit principal.
En particulier, I’application div : f € K* — div(f) € Div(X) est un morphisme de
groupes et les diviseurs principaux forment un sous-groupe de Div(X) car c’est
I’image de ce morphisme, on le note Prin(X).

Lemme 5.4. Si f € K[X], alors div(f) = 0. Si X est lisse alors c’est une équiva-
lence.

Démonstration. La premiere assertion est claire. Supposons X lisse et montrons
que f € K[X]. Soit x € X un point ol f n’est pas réguliere. On écrit f = g/h
avec g,h € O, mais g/h ¢ O,. Comme O, est factoriel, on peut supposer que g,/
n’ont pas de facteurs en communs. Soit T € O, un élément irréductible qui divise
h mais pas g. Alors pour tout voisinage ouvert affine U de x assez petit V () est
irréductible de codimension 1 et si E est son adhérence dans X on aurait ordg (f) <
0 c’est absurde. [

Corollaire 5.5. Soit X une variété projective lisse et f,g € K(X)*, alors
div(f) = div(g) < f = Ag (62)
avec L€ K*.

Démonstration. Sidiv(f) =div(g), alors div(f/g) = 0. En particulier f/g € K[X],
donc il existe A € K* tel que f/g = A. ]

Exemple 5.6. Toute variété irréductible de codimension 1 dans A" est le lieu de
z€ros d’un polyndme irréductible F. Donc tous les diviseurs sur A" sont princi-
paux.
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Exemple 5.7. Si X = P”, toute sous-variété irréductible de codimension 1 est le
lieu de zéros d’un polyndme homogene F. Soit f € K(X), alors f = % ou F, G sont
deux polyndmes homogenes de méme degrés. On écrit F = [ [, L et G =] | j H;lj
et alors

diV(f) = ZmiCi — Zl’lej (63)
ouC;=V(L;)etE;=V(H;). Commedeg F' =degG,ona} m;degL; = > ;n;degE;.
On définit le degré d’un diviseur D = > k;C; par deg D = > k;degC; ot degC; est
le degré de son équation homogene. On vient de montrer que tout diviseur princi-
pal est de degré zéro. Réciproquement si D = > k,;C; est de degré 0, alors en notant
C; =V(H;) on aque D = div(f) avec

f= HH;"’} (64)

Définition 5.8. On dit que D, D’ € Div(X) sont linéairement équivalents s’il existe
feK(X)* tel que
D = D' +div(f). (65)
Le groupe des classes de X est le groupe CI(X) des diviseurs modulo équivalences
linéaires, i.e
Cl(X) = Div(X)/Prin(X). (66)

Théoréeme 5.9. On a
CI(P")=ZH (67)

ou H est n’importe quel hyperplan de P". En particulier toute hypersurface irré-
ductible de degré d est linéairement équivalente a dH.

Démonstration. En reprenant I’exemple on voit qu’on a un homomorphisme
surjecif de groupes deg : Div(X) — Z dont le noyau est exactement les diviseurs
principaux. Comme pour tout hyperplan H, deg(H) = 1 on a le résultat. 0

5.2 Diviseurs de Cartier

Soit D = > k;C; un diviseur de Weil. Pour tout x € X, on peut trouver un ouvert
U affine tel que tous les C; sont définis par une équation &t; sur U et alors

Dy =div(f)y (68)

ou

f=11= (69)
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Ainsi, tout diviseur de Weil est localement principal. On peut choisir un recouvre-
ment ouvert X U U; tel que pour tout i, D|y;, = div(f;). On a les contraintes suivantes

sur f;.
1. Vi, fie K(U)* = K(X)*.
2. Vi, j, fi/fje OU;nU;)*.
En effet, le second point vient du fait que div(f;) = div(f;) sur U; n U;.

Définition 5.10. Un diviseur de Cartier sur X est la donnée d’un recouvrement
ouvert X = | JU; et de fonctions rationnelles f; € K(U;)* telles que

Vi,j, fi/fi€ O(UinU;))*. (70)

Deux diviseurs de Cartier (U, f;)i, (V},&;)j sont égaux si pour tout i, j, f;|U; "V =
iUV, On note Cartier(X) I’ensemble des diviseurs de Cartier de X.

Un diviseur de Cartier est principal s’il existe f € K(X)* tel que pour tout
ifi=f.

Soit x € X, une équation locale de D en x est la donnée d’un f € K(X)* tel que
D = (Uj, f;) avec un des f; égal a f et U; contient x.

On a une loi de groupe sur les diviseurs de Cartier donnée par
(Ui ) (Vj.85) = Ui Vy, fig;) - (71)

Elle préserve les diviseurs principaux et on définit le groupe de Picard de X par
le quotient du groupe des diviseurs de Cartier par les diviseurs principaux.

Proposition 5.11. Soit X une variété lisse irréductible, alors on a un isomor-
phisme
Div(X) ~ Cartier(X) (72)

qui envoie diviseurs principaux sur diviseurs principaux. Ainsi, on a également
un isomorphisme
Cl(X) ~ Pic(X). (73)

Démonstration. On vient de constuire la fleche Div(X) — Cartier(X) et elle en-
voie diviseurs principaux sur diviseurs principaux. Réciproquement, soit (U;, f;)
un diviseur de Cartier. Soit £ < X un diviseur premier, on définit

kg = ordg(f;). (74)
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Le nombre kr ne dépend pas du choix de f; par la propriété de compatibilité et on
peut définir le diviseur de Weil associé

D= ZkEE. (75)
E

C’est bien une somme finie car I’ensemble des diviseurs premiers E tel que E N
U; # & et ordg(fi) # 0 est fini et X\U; a un nombre fini de composantes irréduc-
tibles. C’est la fleche inverse Cartier(X) = Div(X) et elle envoie bien diviseurs
principaux sur diviseurs principaux. [

Exemple 5.12. Si X est une variété lisse et T : Z — X est I’éclatement d’un point
x € X, alors 1! (x) = E est un diviseur. On I'appelle le diviseur exceptionnel.

Définition 5.13. Soit ¢ : X — Y un morphisme entre variétés lisses et D = (Uj, fi) €
Cartier(Y) un diviseur de Cartier. On définit le tiré-en-arriére ¢*D de D par ¢ par

0*D = (0" (U:),0*(f)) - (76)

Lemme 5.14. Le tiré-en-arriere O* envoie les diviseurs principaux sur les divi-
seurs principaux et induit un homomorphisme de groupes

¢ : Pic(Y) — Pic(X). (77)
Si D = ) ;a;E; est un diviseur, alors on définit la multiplicité de D en x par

my(D) = > aim.(E;) (78)

i
et la multiplicité de E; en x est la multiplicité d’une de ses équations locales.

Proposition 5.15. Soit X une variéte lisse et D un diviseur sur X. Sin:Z — X est
I’éclatement d’un point p, alors

*D = 7' (D) + mE (79)
ou E est le diviseur exceptionnel et m est la multiplicité de D en p.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour D irréductible. Déja commme
T est un isomorphisme en dehors de p, on a que

'D=1'(D)+rE (80)
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avec r a déterminer. Soit & une équation locale de D en x, on peut prendre un
ouvert affine U autour de p avec coordonnées locales xp,...,x, centrées en x.
L éclatement ©~! (U) — U est donné en coordonnées locales par

T(vur, ..., up—1) = (Vurv,...,up—1v) (81)

et v est une équation locale de E le diviseur exceptionnel. Si on écrit 4 sous forme
de série formelles, alors

h=hp(x1,. )+ > he(xn,. .. x) (82)

k=m+1

ou h; est le terme homogene de degré i. Maintenant,

Th =" b (L) + ) Vh(Lug,. ). (83)
k=m+1
Comme Ay, (1,uy,...,u,—1) # 0 on a bien que r = m. O

5.3 Systeme linéaire associé a un diviseur

Les polyndmes a une variable de degré < n forment un espace vectoriel de
dimension fini. Soit f un tel polyndme, c’est une fonction rationnelle sur P! et
son diviseur est de la forme

div(f) = D—deg(f) (=) (84)

avec deg(f) < n et SuppD = A'. On voit alors que les polynomes de degré < n
peut étre vu comme ’ensemble des fonctions rationnelles f sur P! telles que

div(f) +n(o0) = 0. (85)

On montre comment faire le méme procédé pour toute variété projective lisse.
Soit X une variété projective lisse et D un diviseur. On définit [’espace de
Riemann-Roch de D par

ZL(D):={feK(X)*:div(f)+D = 0}. (86)

C’est un espace vectoriel et on admettra le fait que si X est projective, c’est un
espace vectoriel de dimension finie. On notera ¢(D) sa dimension.
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Lemme 5.16. Soir f € K(X)* et D un diviseur sur X, on a f € £(D) si et seule-
ment si pour tout ouvert affine U tel que D admet une équation locale h sur U on
a

fhe O(U). (87)

Démonstration. Soit U un ouvert affine tel que D admette une équation locale h
sur U, on a alors que
Dy = div(h). (88)

Et donc si f € £ (D), alors div(fh)y = div(f)y + div(h);y = 0 et donc fh e
o(U).

Réciproquement, si f vérifie la seconde propriété, il vient que div(f) + D est
effectif car pour tout ouvert affine, I’équation locale de ce diviseur est une fonction
réguliere. 0

Exemple 5.17. Soit H I’hyperplan {xo = 0} dans P", alors

Z(H) :Vect(l,ﬂ,...,@). (89)

X0 X0

Remarque 5.18. Etant donné que deux fonctions rationnelles ont méme diviseurs
si et seulement si leur quotient est une constante non-nulle on voit que le projec-
tivisé de .Z (D) est

P(Z(D))={D'eDiv(X):D'>0,D' ~ D}. (90)
Théoréme 5.19. Si D ~ D', alors (D) = £(D’).

Démonstration. Tl existe f € K(X)* tel que D— D' = div(f). Soit g € £ (D), alors
div(g) + D = 0 et donc
div(fg)+D' > 0. 91)

On a donc une application linéaire g € £ (D) — fge £ (D’) et I'inverse est donné
par la division par f, d’ou I’égalité. U

Proposition 5.20. Soit ¢ : X — Y un morphisme dominant, alors ¢* : K(Y) —
K(X) induit une application linéaire injective

0* : Z(D) — L(6"D). (92)
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Démonstration. Soit f € £ (D), il faut montrer que ¢* f € Z(¢0*D). Par le lemme
il suffit de montrer que pour tout x € X, il existe une équation locale 4, de
¢*D en x tel que 0* fhy € O,. Mais soit y = ¢(x) et i, une équation locale de D en

y, alors ¢*y est une équation locale de ¢*D en x et on a bien que fh, € O, par le
lemme 0

Exemple 5.21. On a vu que Pic(P?) = ZH ol H est un hyperplan de P¢. 1l vient
que
(nH)z1<n>1. (93)

Etona ¢(0) =1 et {(nH) = 0 pour tout n < 0.

Définition 5.22. Soit X une variété projective lisse.

(i) Un systéme linéaire est la donnée d’un sous-espace vectoriel V < £ (D)
pour un certain diviseur D.

(ii) SiV =_Z(D) ondit que V est un systeme linéaire complet.
(iii) Le lieu base d’un systeme linéaire V est I’ensemble des points x € X tels
que

xe ﬂ SuppD'. (94)
D'eP(V)

On le note Bs(V). Si V = Z (D), alors on écrit Bs(V) = Bs(D).

Lemme 5.23. Soit V un systeme linéaire sur une variété projective lisse X. Soit E
un diviseur premier de X, on définit

ordg(V) := min(ordg(D) : De V) > 0. 95)
Alors, il existe un nombre fini de diviseur premier E tel que ordg (V) > 0.

Démonstration. Soit f1,..., f, une base de V, par les propriétés des valuations on
a que ordg (V) = min (ordg(f1),...,ordg(f,)) + ordg(D) donc les seuls diviseurs
qui vérifie ordg (V) > 0 sont contenus dans le support des div(f;) et SuppD. [

Définition 5.24. Soit V un systéme linéaire, le diviseur

F =) ordg(V)E (96)
E

est appelé la partie fixe de V et le systeme linéaire
V—F:={D—F:DeV} 97)

est la partie mobile de V.
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Lemme 5.25. Soit D un diviseur et V = £ (D) son systeme linéaire associé, si F
est la partie fixe de D, alors

Z(D) =2 (M) (98)
ouM=D-F.
Démonstration. On a
Z(D)={f:div(f)+D =0} (99)
={f:div(f)+D > F} (100)
={f:div(f)+ (D—F) =0} = Z(M). (101)
O

On conclut cette partie par une application qui est le calcul du groupe d’auto-
morphismes de P”. On a vu que PGL,, | (K) agit fidelement sur P". On montre en
fait que c’est le groupe d’automorphismes de P".

Théoréme 5.26. Soitn > 1, alors
Aut(P") = PGL,+ (K). (102)

Démonstration. Soit g € Aut(P"), alors g agit sur Pic(P") = ZH par automor-
phisme de groupes par le tiré-en-arriere. On doit donc avoir que f*H ~ +H et
comme ¢(H) > 0 et {(—H) = 0 on doit avoir f*H ~ H. Donc H est envoyé sur
un autre hyperplan H' par f. Quitte a composer f par un élément de PGL,,; | (K)
on peut supposer que H = {xo = 0} est fixe par f. On a donc que f agit par au-
tomorphisme linéaire sur .2 (H) qui est de dimension n + 1. Soit M la matrice de

GL,+1(K) de f dans la base <1,x—(1)

s fc—g) On voit alors que I’action de f sur P

est donnée par
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5.4 Application associée a un systeme linéaire.

Soit X une variété projective lisse et V un systeme linéaire sur X de dimension
N(V) + 1. Le systeme linéaire V définit naturellement une application rationnelle

Oy i xeX > [fo(x) 1t fyy (x)] € PV (104)

ou fo, ..., fy(v) est une base de V. Il est clair que ¢y est défini a automorphisme
de P" pres. On a que ¢y est bien définie sur le complémentaire du lieu base de V.
SiV = _Z(D) est un systeme linéaire complet, on notera 0p au lieu de ¢ 2(D)-

Proposition 5.27. Si V est un systeme linéaire, alors
Ind(¢y) = Bs(V —F). (105)

Démonstration. Soit fy,..., fy une base de V < £ (D). Soit x € X et h une équa-
tion locale de D en x, on a alors localement en x

Ov = [foh: - : fnh]| (106)

et chaque f;h € O. Soit g un PGCD de fyh,..., fyh dans Oy, on a que g est une
équation locale de F en x et alors

oh nh
q)vzlf—:m:f—]. (107)
8 8
Maintenant, x € Ind(Qy ) si et seulement si pour touti =0,...,N
h
fl—(x) =0. (108)
8
En effet, 0y est réguliere en x si et seulement si on peut écrire ¢y = [ug : -+ - : iy
avec y; réguliere en x et qui ne s’annulent pas toute en x. On aurait alors u;v; = %
avec v; inversible. Mais alors il existerait io tel que u;,(x) # 0 et on aurait %(x) #
0.
On voit donc que x € Ind(¢y) < x€ Bs(D —F). O

Réciproquement, soit ¢ : X --» P" une application rationnelle. On sait que
codimInd¢ > 2. Soit H un hyperplan de P", on a un morphisme ¢ : X\ Ind(¢) —
PV eton note Dy = ¢*H. C’est un diviseur sur X\ Ind(¢) qui s’étend en un diviseur
de X car codimInd(¢) > 2. On note Vy = ¢*.Z (H) < £ (Dy).
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Proposition 5.28. A automorphisme linéaire prés ¢ = Ov,-

Démonstration. A automorphisme linéaire prés on peut supposer que H = {xo = 0},
alors en écrivant

o=1[fo:-:fn] (109)
et alors on voit que
* X1 Xn fl fn
IL,—,..o,— | =(1,=>,....,=— |. 110
q) ( 7xO7 7xO> ( 7f07 7f0) ( )
Ainsi, Vy = Vect (1, fi/fo,---, fn/fo) < g(Dq)) et = ¢V¢- [

Définition 5.29. Soit X une variété projective lisse et D un diviseur, on dit que D
est trés ample s’il existe une immersion fermée ¢ : X < PV et un hyperplan H sur
P" tel que D = 0*H.

Un diviseur D est ample s’il existe m > 1 tel que mD est tres ample.



Chapitre 111

Géomeétrie birationnelle des surfaces
projectives

On va maintenant se restreindre a I’étude des surfaces projectives. On établira
les théoremes sur la structure des applications birationnelles, le nombre d’inter-
section sur les diviseurs, etc . . .

Dans toute la suite les variétés qu’on considere sont irréductibles et lisses.

1 Nombre d’intersections

Soit X une surface projective, alors un diviseur premier sur X est une courbe
irréductible C. Soient C;,C; deux courbes irréductibles distinctes sur X et p €
C1 N C;. On définit la multiplicité d’intersection de Cy et C; en p par

i(p;C1,C2) = dimg O, /{f1, f2) (1)

ou f; est une équation locale de C; en p. En particulier, si C1,C, sont transverses,
i.e si dpfi n’est pas proportionnelle a d, f>, alors (fi, f>) sont des coordonnées
locales en p et i(p;Cy,Cy) = 1. On admettra le résultat suivant.

Théoreme 1.1. 1] existe une unique fonction
Div(X) x Div(X) — Z (2)

notée D - D, telle que
(1) Dy-Dy =D, Ds.

59
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(2) (D1+Dy)-D3=D;-D3+ D;-Ds.
(3) Si C1,C, sont deux courbes irréductibles distinctes, alors

Ci-G= ) i(p:C1,C). 3)
peCinCy

(4) Si D1 ~ D3, alors D1 -D2 = D3 -Dz.

On appelle cette fonction le nombre d’intersection sur les diviseurs. La condi-
tion (4) permet de passer a équivalence linéaire pres et on a donc un produit bili-
néaire symétrique

Pic(X) x Pic(X) — Z. 4)

On définit le groupe de Néron-Severi de X de la facon suivante : On dit que
D est numériquement équivalent a D’ si pour toute courbe C, D-C = D'-C. On
note cette équivalence D = D’. On a évidemment D ~ D' = D = D’. Le groupe
de Néron-Severi de X est le groupe des diviseurs modulo équivalence numérique.
On le note NS(X) et on a un morphisme surjectif Pic(X) — NS(X). On admettra
le fait suivant :

Proposition 1.2. Soit X une surface projective lisse rationnelle, alors Pic(X) =
NS(X).

Exemple 1.3. On sait que Pic(P?) = ZL ot L est une droite. Comme deux droites
de P? s’intersecte en un point on a que H> = 1. Donc Pic(P?) = NS(P?) et le
produit d’intersection est donné par

nH -mH = nm. 5)

On retrouve le fait que deux courbes de degrés n,m qui n’ont pas de compo-
santes en communs ont nm points d’intersections comptés avec multiplicité. C’est
le théoreme de Bézout.

Exercice 1.4. Soit X = P! x P!. Montrer que PicP! x P! = ZL@ZL' ou L =
P! x {pt} et L' = {pt} x P! et que le produit d’intersection est de la forme

(n1L+m1L') . (n2L+m2L') = nymy +mny. (6)

Théoreme 1.5. Soit X une surface projective et Bl X [’éclatement d’un point,
alors si E est le diviseur exceptionnel, on a

Pic(Bl,X) = * Pic(X) DZE (7

avec les propriétés suivantes :
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(1) VD,D' € Pic(X),n*D-n*D' = D-D'.
(2) VD € Pic(X),n*D-E = 0.

(3) E* = —1.
On a de plus le critére de Castelnuovo : si Y est une surface projective et E
est une courbe isomorphe a P! telle que E*> = —1, alors il existe X une surface

projective et T : Y — X est un morphisme birationnel tel que T(Y) = p€ X et T est
I’éclatement de p.

Exemple 1.6. On considere X = P? et p = [1: 0 : 0]. On considere la fibration
g:[x:y:z]eP?--s[y:z]eP!l.Onalnd(q) = {p}. Soit L, la transformée stricte
de {z=0}, alors on a T*{z =0} = L, + E. Et donc on a L? = 0. On aurait pu
trouver ce résultat d’une autre maniere. En effet L, = ¢*(c0) et L, ~ ¢*(a) pour
o € P! comme deux fibres ne s’intersectent pas on retrouve que L% = 0.

2 Factorisation des applications birationnelles entre
surfaces.

On va montrer dans cette partie que toute application birationnelle entre sur-
faces projectives se résoud par des éclatements de points. Il y a deux parties. Tout
d’abord on montre que pour toute application rationnelle f : X --» Y ou X est
une surface projective et Y une variété projective, il existe une suite d’éclatement
n:Z— X tel que fomw:Z — Y est un morphisme.

On montrera ensuite que si f : X — Y est un morphisme birationnel, alors f
est une composition de

2.1 Résolution des indéterminations

Théoreme 2.1. Soit X une surface projective et f : X --+ P" une application
rationnelle, alors il existe une suite d’éclatements de points T :Y — X telle que
fom:Y — P" est un morphisme

Démonstration. Soit f = (fp:,..., fn). Onsaitque f = ¢y pour un certain systeme
linéaire V. Si F est la partie fixe de D, alors Ind(f) = Bs(V — F) est une union
finie de points. On définit d(f) comme le nombre

d(f) = MM, 8
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ou M{,M; € V—F. On montre que d(f) = 0. Pour cela il suffit de montrer qu’on
peut trouver M1,M, € V — F sans composante commune. Comme V — F' est sans
composante fixe, pour toute courbe C — X, il existe D € V — F tel que ord¢(D) = 0.
On note D; = div(f;) — F. Soit g; une équation locale de D; en un point ¢ € C. Tous
les diviseurs de V — F sont de la forme

D), = div (Z Ai ﬁ) —F. )
i=0

Donc ordc(Dy) > 0 si et seulement si Y, A;gijc = 0. Donc 'ensemble des A tel
que ordc(Dy) > 0 est un sous-espace vectoriel strict de V — F. Comme le corps de
base est algébriquement clos, il est infini et donc V — F n’est pas une union finie de
sous-espaces stricts. Ainsi, on peut trouver Dy ,Dy, € V — F tel que D, , D), n’ont
pas de composantes en communs. Maintenant soit p un des points bases de V — F'.
La multiplicité de £ (V — F) au point p est le nombre

m (L (V—F))=min(my(Dy): D1 ePZL(V—-F)). (10)

Sin:Z — Y est ’éclatement de p, alors ©*V — F a pour composante fixe E avec
multiplicité r = m,(Z(V —F)). Ainsi, la partie fixe de t*(V) est t*F + rE et alors

d(fom)=(V—F—rE)?>=V—F?>—r<V—F?>=d(f). (11)
On voit donc que ce processus doit s’arréter et le théoréme est démontré. [

Soit f: X --» P" une application rationnelle dominante, le graphe de f est
défini de la fagon suivante. Soit U un ouvert ou f est définie. on définit I'y comme
I’adhérence du graphe de f dans U x P" < X x P". Soit p € X, alors on définit la
transformée de p par f par

f(p) :=m(n; (p)) (12)

ou Ty, T, sont les deux projections de X x P". En particulier si f est définie en p
on obtient bien le point f(p).
On admettra le fait suivant :

Proposition 2.2. Soit f : X --» P" une application rationnelle dominante avec X
une surface projective, alors p € Ind(f), si et seulement si f(p) est une union de
courbes.
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Pour les applications birationnelles de surfaces cela donne le corollaire sui-
vant.

Corollaire 2.3. Si f : X --+ Y est une application birationnelle entre surfaces
projectives, alors p € Ind(f) si et seulement s’il existe une courbe C 'Y tel que
f~1 contracte C sur p.

2.2 Factorisation des morphismes birationnels
On montre le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soit f : X — Y un morphisme birationnel entre surfaces projec-

tives. Soit g€ Ind(f~1). Sin:Z — Y est I’éclatement de q, alors n~" o f est un
morphisme.
Démonstration. On a le diagramme suivant :
ZDoOF
P
8. ln (13)

XL s veq

On veut montrer que g est un morphisme. Si ce n’est pas le cas, alors soit p €
Ind(g). Par la proposition on a que g(p) doit contenir une courbe. Ca ne peut
étre que le diviseur exceptionnel E et on doit avoir f(p) = g. On montre le point
suivant : la différentielle d), f : T,X — T,Y est un isomorphisme. Si ce n’est pas
le cas, alors il existe une droite L < 7Y qui contient I'image de la différentielle.
Mais alors il existe un ensemble fini S — E tel que g~ ! est défini sur E\S et alors
on aurait pour tout m € E\S,Im(d,,7) = Im(d,f o dyyg~!) = £. Mais ¢’est absurde
car on sait que 7 s’écrit en coordonnées locales Tt(u,v) = (u,uv) avec u = 0 une
équation de E et donc sa différentielle est de la forme

10
d(u7‘,)7‘€= (V u) (14)

On voit donc que I'image de d(, )T varie avec u et ne peut pas étre contenue dans
une droite.

On aboutit maintenant a une contradiction car vu que ¢ est un point d’indéter-
mination de f~! et que f(p) = g, il existe une courbe C passant par p telle que
f(C) = g, mais alors si z = 0 est une équation de C, on a que d,z est dans le noyau
de la différentielle d, f car C est contractée, ¢’est une contradiction. O]
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On en déduit le théoréme suivant.

Théoreme 2.5. Soit f: X — Y un morphisme birationnel, alors f est la composée
d’un nombre fini d’éclatements de points et d’'un automorphisme de Y .

2.3 Surfaces de Hirzebruch

Une surface de Hirzebruch est une surface projective S munie d’un morphisme
surjectif vers P! telle que chaque fibre est isomorphe 4 P'. On admettra le résultat
suivant.

Théoreme 2.6. Une surface S de Hirzebruch est rationnelle et NS(S) = Z|[ f] +
Z|s] avec f une fibre de la fibration vers P! et s une section de la fibration. On a
que s> = —n avec n = 0 et pour chaque n, S est unique & isomorphisme pres.

On a de plus f2=0ets-f = 1. On notera F,, une surface de Hirzebruch telle

que s> = —n. On montre comment construire F,, pour tout n > 0.

n=0

On a Fy = P! x P! avec le morphisme vers P! étant une des deux projections.

n=1

On a que F est I’éclatement de P? en un point p. En effet, si L est une droite
de P? passant par p, alors on a un morphisme T : Bl, P? — P! qui provient de
I’éclatement toutes les fibres sont linéairement équivalentes a L et le diviseur
exceptionnel E est une section et vérifie E> = —1.

Construction de F,, | a partir de F,,

Supposons avoir construit F,,, on va montrer comment construire F,,; | a partir
de F,. Soito : F, —» P! le morphisme vers P!, soit s, une section et Jn une fibre.
SoitT: X — F, I’éclatement de s, N f;,. La surface X admet un morphisme vers P!
qui est 6 o T. Maintenant si on note s, et f; les transformées strictes de la section
et de la fibre, on a

(sh)=sp—1=—(n+1), (f))*=-L (15)

Or f) est isomorphe a P! donc par le critére de Castelnuovo, on peut contracter
f1. Si g = o(fy), alors la fibre de g par GoT a exactement deux composantes
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irréductibles : f; et le diviseur exceptionnel E. Soit ®: X — Y la contraction de f;,
on a alors que Gotow ™! : ¥ — P! est un morphisme, car o est la contraction d’une
composante irréductible d’une des fibres. Maintenant si on note s,,] = ®(s),) et
fuir1 = ®(E) on a bien que E est une fibre de la fibration vers P! et

Sppr=—(n+1), fiy =0, (16)
Etdonc Y = F, ;1. Ce procédé est appelé une transformation élémentaire.
Proposition 2.7. A isomorphisme prés F,, est donné par
Fnz{[x:y:z]x[u:v]eszPI:yvnzzu”}. (17)

Le morphisme vers P est donné par la projection sur le second facteur. On a un
plongement A> — F,, donné par

() =[xy o 1] x [y 1] (18)
et la projection restreinte a A” est q(x,y) = y. La section de ¥,, est
s={[1:0:0]x[u:v]} (19)
et les fibres de q sont données par
VaeP!, g '(o)=[x:y:z] x{a}. (20)

En particulier on retrouve bien que Fo = P! x P! et F; est P? éclaté en un
point. La transformation élémentaire F,, --» F,,, | devient

[x:y:iz]x[u:v]eF,— [xviyu:zv] x [u:v]eFyy. (21)

Proposition 2.8. Soitn>0et q:F, — P! la projection. On note Uy = g~ (Pl\ {o0})
et Uy = g~ (P1\{0}). Alors ces deux ouvert sont isomorphes a A' x P!, la sec-
tion E est donnée par A' x {0}, la fibration q est la projection sur Al et le chan-
gement de cartes est donné par

tx[u:v]erH;x[u:tv]. (22)

Démonstration. Cette proposition est directe si on utilise la proposition [2.7| mais
on peut aussi le démontrer directement.
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On sait que Fg = P! x P! et F; est I’éclatement de P? en un point donc pour
n = 0,1 le résultat est vrai et la vérification est laissée en exercice.

Supposons avoir montré le résultat pour F,,. On note Uy et U’ les deux ouverts
construits. Alors dans U = A' x [1: 0], la section E est A! x {0} et g~ !(0) =
{0} x P! est la fibre a ’infini. On doit donc éclater le point O x [1: 0]. Si s, [u : V]
sont les coordonnées sur A! x P! on se place dans la carte u = 1. Ce qui donne

(s,v) x[z:w], sw=zw (23)

On veut maintenant contracter la transformée stricte de s = 0. On se place dans la
carte w = 1, ce qui donne s = zv et donc la transformée stricte de s = 0 est z = 0.
On a donc un ouvert isomorphe 4 A? avec coordonnées (z,v) et la contraction de
z=0est

(z,v) — (zv,2) = zv x [z: 1] e Al x P! (24)

En homogénéisant cela donne le morphisme
(5,v) x [z:w] — zv x [z: w] e Al x PL. (25)
L’image est bien tout A! x P! on note cet ouvert U’"! et on a I’application
sx [u:v]eUl — s x [su:v]. (26)

Maintenant comme les éclatements et contraction ont lieu dans la fibre g~ !(c0) on
aUl™ =UJ. Etona

1
tx[u:v]engUgHH;x[u:t"v]zsx[s”u:v]eUgo (27)
1
s x [Ty = Pl [u: "y e Ut (28)
]

Exercice 2.9. Soit n > 1, on considere F,, la surface de Hirzebruch avec sa fi-
bration ¢ : F, — P!. On sait que si E est une section de g et L., une fibre, alors
F,\(EULy) = A2

1. Montrer que g : F, — P! est le morphisme associé au systéme linéaire com-
plet de L.

2. On souhaite décrire le groupe G = Aut(F,,) ~ Aut{ A2). Montrer que si f € G
alors f fixe E et L.
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3. En déduire que f préserve la fibration ¢ : F, — P! et donc que f est élémen-
taire.

4. Montrer en utilisant la proposition 2.8 que

G = {f(x,y) = (ax+b,cy+P(x)) :a,ce K*,be K,P(x) € K[x]<p} .
(29)



Chapitre IV

Preuve du théoreme de Jung

On rappelle I’énoncé du théoréme de Jung. Un automorphisme de A est dit
élémentaire s’1l est de la forme

f(x,y) = (ax+b,cy + P(x)) (D
avec a,c € K* b e K et P(x) € K[x]. C’est un groupe qu’on note E isomorphe a
E = K[x] x (K* x Aut(A")). (2)

On a vu dans un des exercices que E était exactement le sous-groupe de Aut A2
qui préserve la fibration
2
q:(x,y)e A" —x. 3)

Le théoréme de Jung énonce que Aut(A?) est engendré par le sous-groupe des
transformations affines et par E.

1 Préliminaires de la preuve

On va démontrer le théoréme par récurrence sur le nombre de points d’in-
détermination. Soit f € Aut(A?), alors f induit une transformation birationnelle
f : P2 ——5 P2, 1l existe alors une suite minimale d’éclatements ¢ : M — P? telle
que le relevé 6o f : M — P? est un morphisme. Un point d’indétermination de f
est un des points qu’on a éclaté pour obtenir 6. Les points d’indéterminations ne
vivent donc pas que sur P?. Le nombre de points d’indéterminations de f est noté
#Ind(f). Ona f € Aut(P?) < #Ind(f) = 0.

68
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Une complétion de A? est une surface projective lisse qui posseéde un ouvert
dense isomorphe 2 A%. Un exemple de complétion de A est P? ou bien F,,,n > 0.
Si X est une complétion de A2, alors tout éclatement d’un point de X \A2 est encore
une complétion de A? et la contraction d’une —1-courbe de X\A? est aussi une
complétion. Si X,Y sont deux complétions de AZ et f € Aut(A?), alors f induit
une application birationnelle F : X --» Y qui vérifie

11

On dit que F est le relevé de f. Si on veut parler des points d’indéterminations de
f qui vivent sur X, on parlera des points d’indéterminations propres.

Proposition 1.1. Soit M une complétion de A* obtenue en éclatement un nombre
fini de points au-dessus de P? et f : M --» P? qui est le relevé d’un automorphisme
de A? qui n’est pas un morphisme, alors

(1) f admet un unique point d’indétermination propre.
(2) f admet des points d’indéterminations p1,...,ps avec s = 1 tels que
(a) p1 estle point d’indétermination propre de f.

(b) pour touti=?2,...,s, p;est situé sur le diviseur exceptionnel obtenu
en éclatant p;_1.

(3) Chacune des courbes de X\A? est conctractée sur un point par f.

(4) Soit m : Z — X la résolution minimale de [ : X --» Y, alors la premiére
courbe contractée par f oT est la transformée stricte d’une des courbes de
X\AZ,

(5) En particulier si X = P2, la premiére courbe contractée par foT est la
transformée stricte de la droite a Iinfini de P2

Démonstration. Si p est un point d’indétermination propre de f : X --» P2, alors
f~! doit contracter une courbe sur p. La seule courbe qui peut étre contractée est
la droite a I’infini de P? car f est un automorphisme sur A2. Donc f a un unique
point d’indétermination propre. Cela montre (1) et (2) se montre en raisonnant par
récurrence sur le nombre d’éclatements pour résoudre f. Ensuite chaque courbe de
X\A? est ou bien contractée sur un point, ou bien envoyée sur la droite a I’infini
dans P? par f. Mais comme f~! contracte la droite & ’infini de P? sur p; le
deuxieéme cas n’est pas possible.
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Enfin, par ce qui précéde Z\A? est constitué du diviseur exceptionnel E d’auto-
intersection —1 obtenu en éclatant p;, de la transformée stricte des diviseurs ex-
ceptionnels obtenus en éclatant p;,i = 1,...,5s— 1 qui sont tous d’auto-intersection
< —2 et de la transformée stricte des courbes de X\ A2. Comme on ne peut contrac-
ter que des —1-courbes, la premiere courbe contractée par f om est E ou bien
la transformée stricte d’une des courbes de X\AZ. Si E était la premiére courbe
contractée alors p; ne serait pas un point d’indétermination de f c’est absurde. [

2 Preuve du théoréme

On raisonne par récurrence sur #Ind(f). On va démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.1. Soit f € Aut(A?) tel que #Ind(f) > 1, alors il existe h e {Aff(A?),E)
tel que
#Ind(fh) < #Ind(f). 5)

Ce qui démontre le théoreme de Jung par récurrence. Pour montrer le théoréme
on va considérer la résolution minimale de f

AN
f

P> i > P2

En inspectant de plus pres les éclatements effectués par 7 et en utilisant la propo-
sition [I.T)on va montrer la proposistion 2.1}

Soit f € Aut(A?) tel que #Ind(f) = 1. On sait par la proposition que f
admet un unique point d’intermination propre sur P2. On compose f avec un
automorphisme affine a tel que le point d’indétermiation propre de fa soit [1:0:
0]. On a alors #Ind(fa) = #Ind(f). On va maintenant montrer qu’il existe e € E
tel que #Ind(fae) < #Ind(fa). On note fy = fa.

2.1 Premiere étape : éclatement de [1:0: 0].
On éclate [1:0:0]. Cela donne

/ S (7
"
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Avec de plus une fibration ¢ : F{ — P! qui est ¢(x,y) = y sur A%. Pour étre siir
que les opérations que 1’on va mener donne bien un élément de E il faudra s’assu-
rer que I’on préserve la fibration ¢. On a #Ind(f;) = Ind(fo) — 1. On ne peut pas
avoir que fj est un morphisme car sinon [1 : 0 : 0] n’était pas un point d’indéter-
mination de fy. En effet, la seule —1 courbe qu’on peut contracter est le diviseur
exceptionnel.

Dans la suite, on considéra les surfaces de Hirzebruch comme des complétions
de A%, En particulier F,,,\A2 est I’union de deux courbes rationnelles, une section
qu’on note sy (F,) et une fibre qu’on note fi(F,). Ici on a F1\A? = s, (F;) U

fOO(Fl)-

Lemme 2.2. Le point d’indétermination propre de fi : F| --» P? est so(F1)

fOO(Fl)-

Démonstration. On sait déja que f; a un unique point d’indétermiation propre
p par la proposition On sait de plus, toujours par la proposition que la
premiere courbe contractée par une résolution de fi doit étre la transformée stricte
de f,(F1) car c’est la transformée stricte de la droite 4 1’infini de P?. Or comme
fo(F1)? = 0 et qu’elle doit devenir une —1-courbe, il faut encore éclater une fois
un point dessus donc p € f,(F;) et comme on doit également avoir p € s (F;)
cela prouve le lemme. [

2.2 Deuxieéme étape : récurrence ascendante

On a maintenant une appllication birationnelle F; --» P? qui est le relevé
d’un automorphisme de A2. On va appliquer un nombre fini de transformations
élémentaires sur les surfaces de Hirzebruch, ces transformations préserve bien la
fibration g vers P!.

Proposition 2.3. Soit n > 1. Soit h : F, --» P? une transformation birationnelle
qui est le relevé d’un automorphisme de A%. Supposons que le point d’indéter-
mination propre de h soit p = 55, (Fy,) N foo(Fy), alors si ¢ : F, --» F, | est la
transformation élémentaire qui consiste a éclater p et contracter la transformée
stricte de fo(F,), alors #Ind(ho¢~1) = Ind(h) — 1, ho 0~ n’est pas un mor-
phisme et son point d’indétermination propre appartient a fo,(Fpi1).

Démonstration. On considere la résolution © : M — F,, de h. Le morphisme 7
commence par 1’éclatement de p = 5o, (F;,) N foo (F,,), on note T: Y — F,, I’éclate-
ment. Par la proposition la premiére courbe contractée par hoT est la transfor-



CHAPITRE IV. PREUVE DU THEOREME DE JUNG 72

mée stricte de s, (F,) ou bien la transformée stricte de fi,(F,). Mais la transfor-
mée stricte de la section a auto-intersection < —n — 1 < —2. Donc ¢’est forcément
la transformée stricte de fo,(F,) qui va étre contractée en premier. Comme les
autres €clatements de 7 sont sur des points qui n’appartiennent pas a la trans-
formée stricte de f,(F,) (cette courbe est déja d’auto-intersection —1 apres le
premier éclatement), on peut commencer par sa contraction. On arrive donc dans
F, 1. Le diviseur exceptionnel E Y devient f,(F,11) et contient le point d’in-
détermination de fo¢~!. En effet, ho ¢~! ne peut pas étre un morphisme car il
n’y a pas de —I-courbe en dehors de A” a contracter. 0

Apres la premiere étape, on peut appliquer la proposition a Fi. On arrive
donc dans F, et si le point d’indétermination propre de f; : F» --» P2 est encore
s (F2) 0 for (F2) on peut appliquer la proposition a nouveau. Ce procédé doit se
terminer car on a un nombre fini de points d’indéterminations et et on construit
une suite de transformations élémentaires ¢ : F; --» F,, avec n > 2 et on a le
diagramme

o 7 N (8)

avec #Ind(f2) = #Ind(f;) —n+ 1 avec n > 2 et le point d’indétermination propre
de f2 est sur fo, (F)\seo(Fy).

2.3 Troisieme étape : récurrence descendante

On va maintenant appliquer une suite de transformations élémentaires pour
passerde F, a F,_;.

Proposition 2.4. Soit n > 2 et g : F, — P! un relevé d’un automorphisme de
A? tel que le point d’indétermination propre p de g est dans fu(F,)\sqo(Fp).
Alors soit ¢ : ¥, --» F,_1 la transformation élémentaire qui consiste a éclater p
et a contracter la transformée stricte de f(Fy), alors on a

(1) #Indgo¢~' = #Indg — 1
(2) Le point d’indétermination propre de go 0" appartient & fo,(Fp_1)\soo(Fn_1).
Démonstration. Soit T : Z — F, la résolution minimale de g. Le morphisme 7

commence par 1’éclatement de p et on appelle E le diviseur exceptionnel. Par la
propostion [I.1] la premiére courbe contractée par goT est la transformée stricte
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de fo(Fy) car Soo(Fn)2 = —n < —2. On a donc que les éclatements successifs
de 7 sont au-dessus d’un point de £ qui n’appartient pas a la transformée stricte
de f(F,). On peut donc commencer d’abord par contracter fo(F,)’. On arrive
alors dans F,,_| et 'image de E est fo,(F,_1). Il est clair que #Ind(go¢~!) =
#Ind(g) — 1. Ensuite si n > 3, alors F,, ne contient pas de (—1)-courbe a I’infini
donc go¢~! a un point d’indétermination propre, ce point est sur f,,(F,_1) car il
était sur E mais n’est pas sur s (F,_1) car il était différent de E N fi, (F,)'.

Si n =2, on montre que go ¢! doit avoir un point d’indétermination propre.
En effet si ce n’était pas le cas, alors go¢~! : F; — P? consisterait en la contraction
de la section s, (F) car c’est 1a seule (—1)-courbe a I’infini mais alors fo,(F) ne
serait pas contracté par go ¢! ce qui contredit le point (3) de la proposition
Ce point d’indétermination propre n’est pas sur so, (F;) par le méme raisonnement
que dans le paragraphe précédent. [

Apres avoir appliqué cette proposition n — 1 fois on a construit ¢, : F,, --+ Fy
qui est une suite de transformations élémentaires et telle que #Ind(f> 0 ¢, ]) =
#Ind(f>) — (n—1). Et le point d’indétermination propre de f>0¢, ' n’est pas sur

2.4 Une derniére contraction

On a donc maintenant f3 : F; --» P? et le point d’indétermination propre p
de f3 appartient a fo,(F1)\sox(F1). Si w: Z — F; est une résolution minimale
de f3, alors la premiere courbe contractée par f3 o7t est la transformée stricte de
s (F1) ou de fy(F1). On montre que le deuxiéme cas n’est pas possible. En
effet, T commence par I’éclatement de p et f5,(F;) devient une (—1)-courbe et
5o (F1) également. Si f3 o commence par la contraction de f5,(F;)’ alors I”auto-
intersection de s, (F;) devient O et cette courbe ne pourra plus étre contractée,
mais cela contredit le point (3) de la proposition|l.1} Donc f3 ow commence par la
contraction de la transformée stricte de s.,(F1) et on peut appliquer directement
cette contraction. Soit ¢4 : F| — P? la contraction de cette courbe, alors #Ind(f30
q);‘) = #Ind(f3) et modulo un isomorphisme on peut supposer que la courbe est
contractée sur le point [1:0:0].

En résumé, si on note fy = f3o q);l on a

f=rfiod, 0505 0 e 9)
et #Ind(f) > #Ind(fs).
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De plus, ¢, 04 sont 1’éclatement du point [1 : 0 : O] et ¢3,04 sont des compo-
sitions de transformations élémentaires, donc elles préservent toutes la fibration
q(x,y) = x et leur produit correspond a un automorphisme élémentaire.

3 Produit amalgamé

On va montrer un résultat plus fort sur la structure du groupe Aut(A?). On va
montrer que ¢’est une produit amalgamé sur les sous-groupes Aff(A?) et E. Cela
signifie tout d’abord que n’importe quel automorphisme de f est un produit de
affine et élémentaires, ce qu’on vient de démontrer mais de plus si on a un mot de
la forme

m=ejajerar---eydy (10)

avec a; € Aff(A%)\E et ¢; € E\ Aff(A?), alors ce mot n’est pas I’automorphisme
identité.

La preuve est comme suit : un élément de Aff(A%) n’est pas dans E si et
seulement si il ne fixe pas le point [1:0: 0]. Un élément e € E n’est pas dans
Aff(A?) si et seulement si il contracte la droite 2 I’infini sur un point. Et ce point
est nécessairement [1: 0 : 0] en particulier c’est le point d’indétermination de e
et e~!. Maintenant prenons un mot comme celui dans (T0). On regarde 1’action
de ce mot sur le point p = [1:0:0]. On a que a,(p) = g, est un point sur la
droite a I’infini différent de p. On a e,(g,) = p car g, # p n’est pas un point
d’indétermination de e,. Par récurrence sur r on voit que m(p) # p donc m # id.
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