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Ce cours est une introduction au calcul différentiel et intégral en plusieurs variables. Le chapitre 1
rassemble les outils d’analyse à une variable et de topologie dont nous nous servirons constamment :
le théorème des accroissements finis et le théorème du point fixe de Banach y jouent un rôle central,
puisque le premier gouverne tout le calcul différentiel du chapitre 2 et que le second fournira aussi
bien le théorème d’inversion locale que le théorème de Cauchy–Lipschitz. Le chapitre 2 développe
le calcul différentiel : différentielle, dérivées partielles, inversion locale, fonctions implicites, et les
opérateurs grad, div, rot. Le chapitre 3 est consacré à l’intégration et culmine avec les théorèmes de
Green–Riemann, Stokes et de la divergence. Le chapitre 4 traite enfin des équations différentielles
ordinaires et des flots de champs de vecteurs.

Les prérequis sont un cours d’analyse réelle à une variable et un cours d’algèbre linéaire. Les dé-
monstrations laissées au lecteur sont signalées comme telles ; les rares énoncés admis sont clairement
identifiés.

Convention de notation. Les lettres x,y,z,s, t,w sont réservées aux coordonnées et aux variables
muettes : x “ px1, . . . ,xnq désigne le point courant de Rn vu comme un système de coordonnées, B

Bxi
la dérivation par rapport à la i-ème d’entre elles, et s, t des paramètres réels. Les points en lesquels
on évalue les fonctions ou que l’on fixe dans un énoncé sont notés a,b,c, avec a “ pa1, . . . ,anq pour
leurs coordonnées. Ainsi B f

Bxi
paq se lit : la dérivée partielle de f par rapport à la i-ème coordonnée,

évaluée au point a. Les vecteurs de Rn vus comme accroissements ou directions sont notés u,v, et
les paramètres d’une nappe pu,vq.

1. PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre rassemble les résultats d’analyse à une variable et de topologie des espaces métriques
que nous utiliserons dans tout le cours. La plupart sont connus du lecteur ; nous en redonnons les
énoncés précis et, pour les deux plus importants, la démonstration. Ces deux théorèmes sont le
théorème des accroissements finis (théorème 1.15) et le théorème du point fixe de Banach (théorème
1.10). Le premier est l’outil qui permet de contrôler l’accroissement d’une fonction par sa dérivée,
et donc de transformer une information infinitésimale en une information sur un intervalle : c’est le
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mécanisme de fond de tout le calcul différentiel. Le second est un théorème d’existence : il produit
des solutions d’équations que l’on ne sait pas résoudre explicitement, et nous le rencontrerons deux
fois, pour le théorème d’inversion locale (théorème 2.42) et pour le théorème de Cauchy–Lipschitz
(théorème 4.7).

1.1. Topologie de Rn. On munit Rn du produit scalaire euclidien et de la norme associée

xa,by “

n
ÿ

i“1

aibi, }a} “
a

xa,ay. (1)

On rappelle l’inégalité de Cauchy–Schwarz |xa,by| ď }a}}b}, avec égalité si et seulement si a et b
sont colinéaires. On utilisera aussi les normes }a}1 “

ř

i |ai| et }a}8 “ maxi |ai|.

Théorème 1.1 (Équivalence des normes). Soient N1 et N2 deux normes sur Rn. Alors il existe des
constantes c,C ą 0 telles que

cN1paq ď N2paq ď C N1paq pour tout a P Rn. (2)

En conséquence, toutes les notions topologiques sur Rn (ouverts, fermés, compacts, suites conver-
gentes, limites, continuité) sont indépendantes du choix de la norme. Nous travaillerons avec la
norme euclidienne sauf mention explicite du contraire, et nous nous autoriserons à changer de norme
quand cela simplifie un calcul.

On note

Bpa,rq “ tb P Rn
| }b ´ a} ă ru , Bpa,rq “ tb P Rn

| }b ´ a} ď ru (3)

les boules ouverte et fermée de centre a et de rayon r ą 0. Un ensemble U Ă Rn est ouvert si pour
tout a PU il existe r ą 0 tel que Bpa,rq Ă U ; un ensemble est fermé si son complémentaire est ouvert,
ce qui équivaut à ce qu’il soit stable par passage à la limite des suites. Sauf mention du contraire, la
lettre U désignera toujours un ouvert.

Définition 1.2. Un ensemble K Ă Rn est compact si de toute suite d’éléments de K on peut extraire
une sous-suite convergeant vers un élément de K.

Théorème 1.3 (Borel–Lebesgue, Heine–Borel). Un ensemble K Ă Rn est compact si et seulement
s’il est fermé et borné. De plus :

(1) l’image d’un compact par une application continue est compacte ;

(2) une fonction continue f : K Ñ R sur un compact non vide est bornée et atteint ses bornes ;

(3) (théorème de Heine) une fonction continue sur un compact est uniformément continue.

Définition 1.4. Un ensemble A Ă Rn est convexe si pour tous a,b P A le segment

ra,bs “ tp1 ´ tqa ` tb | t P r0,1su (4)

est contenu dans A. Il est étoilé par rapport à c P A si rc,as Ă A pour tout a P A. Il est connexe par
arcs si deux points quelconques de A peuvent être joints par un chemin continu tracé dans A.
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Tout convexe est étoilé, tout étoilé est connexe par arcs. Pour un ouvert de Rn, être connexe et
être connexe par arcs sont deux propriétés équivalentes ; on parlera indifféremment de l’une ou de
l’autre.

Lemme 1.5. Soit U Ă Rn un ouvert connexe et A Ă U une partie non vide, à la fois ouverte et fermée
dans U. Alors A “ U.

C’est la définition même de la connexité, mais il est utile de garder à l’esprit la stratégie qu’elle
autorise : pour montrer qu’une propriété est vraie partout sur un ouvert connexe, il suffit de montrer
qu’elle est vraie quelque part, qu’elle est stable par passage à la limite, et qu’elle se propage à un
voisinage de tout point où elle est vérifiée. Nous emploierons cet argument à plusieurs reprises, par
exemple au corollaire 2.28.

1.2. Espaces métriques complets et théorème du point fixe.

Définition 1.6. Soit pE,dq un espace métrique. Une suite pakq de E est de Cauchy si

@ε ą 0, DN P N, @k, l ě N, dpak,alq ď ε. (5)

L’espace pE,dq est complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Toute suite convergente est de Cauchy ; la complétude est l’affirmation de la réciproque, et c’est
une propriété d’existence : elle permet d’affirmer qu’un objet existe à partir d’une information pure-
ment interne à la suite qui devrait le construire.

Exemple 1.7. (i) R est complet, et donc Rn également pour n’importe laquelle de ses normes.

(ii) Toute partie fermée d’un espace métrique complet est complète pour la distance induite. En
particulier une boule fermée Bpa,rq Ă Rn est un espace métrique complet.

(iii) L’espace Q n’est pas complet.

L’exemple suivant est celui dont nous nous servirons pour construire les solutions d’équations
différentielles.

Proposition 1.8. Soit K un espace métrique compact et soit C pK,Rnq l’espace des fonctions conti-
nues de K dans Rn, muni de la distance de la convergence uniforme

d8p f ,gq “ } f ´ g}8 “ sup
tPK

} f ptq ´ gptq} . (6)

Alors pC pK,Rnq,d8q est un espace métrique complet.

Démonstration. La quantité d8p f ,gq est finie car f ´ g est continue sur un compact donc bornée, et
c’est clairement une distance. Soit p fkq une suite de Cauchy. Pour chaque t P K fixé, la suite p fkptqq

est de Cauchy dans Rn puisque } fkptq ´ flptq} ď d8p fk, flq ; comme Rn est complet elle converge
vers une limite que l’on note f ptq. Soit ε ą 0 et N tel que d8p fk, flq ď ε pour k, l ě N. En faisant
tendre l vers l’infini dans l’inégalité } fkptq ´ flptq} ď ε, on obtient } fkptq ´ f ptq} ď ε pour tout t P K
et tout k ě N : la convergence est uniforme.
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Il reste à voir que f est continue. Soient t0 P K et ε ą 0. Choisissons k tel que } fk ´ f }8 ď ε{3,
puis un voisinage V de t0 sur lequel } fkptq ´ fkpt0q} ď ε{3 par continuité de fk. Alors pour t P V

} f ptq ´ f pt0q} ď } f ptq ´ fkptq} ` } fkptq ´ fkpt0q} ` } fkpt0q ´ f pt0q} ď ε. (7)
□

Définition 1.9. Soit pE,dq un espace métrique et F : E Ñ E. On dit que F est lipschitzienne de
rapport k ě 0 si

dpFpaq,Fpbqq ď k dpa,bq pour tous a,b P E, (8)

et contractante s’il existe un tel k avec k ă 1.

Théorème 1.10 (Point fixe de Banach–Picard). Soit pE,dq un espace métrique complet non vide et
soit F : E Ñ E une application contractante de rapport k ă 1. Alors F admet un unique point fixe
a˚ P E. De plus, pour tout a0 P E la suite définie par a j`1 “ Fpa jq converge vers a˚ et

dpa j,a˚q ď
k j

1 ´ k
dpa0,a1q. (9)

Démonstration. Unicité. Si a et b sont deux points fixes, alors dpa,bq “ dpFpaq,Fpbqq ď k dpa,bq,
donc p1 ´ kqdpa,bq ď 0, et comme k ă 1 il vient dpa,bq “ 0.

Existence. Soit a0 P E (ici on utilise que E est non vide) et a j`1 “ Fpa jq. Une récurrence immé-
diate donne

dpa j`1,a jq ď k jdpa1,a0q, (10)

puis, pour l ą j, par inégalité triangulaire et sommation géométrique,

dpa j,alq ď

l´1
ÿ

i“ j

dpai,ai`1q ď dpa0,a1q
ÿ

iě j

ki
“

k j

1 ´ k
dpa0,a1q. (11)

Comme k j Ñ 0, la suite pa jq est de Cauchy ; E étant complet, elle converge vers un point a˚ P E.
L’application F est continue (elle est lipschitzienne), donc en passant à la limite dans a j`1 “ Fpa jq

on obtient a˚ “ Fpa˚q. Enfin, en faisant tendre l vers l’infini dans (11) on obtient (9). □

Remarque 1.11. Aucune des hypothèses n’est superflue. Sur E “ R, complet, l’application Fptq “

t ` 1 vérifie |Fpsq ´ Fptq| “ |s ´ t| : elle est 1-lipschitzienne mais pas contractante, et n’a pas de
point fixe. Sur E “ s0,1s, non complet, l’application Fptq “ t{2 est contractante et n’a pas de point
fixe. Enfin la conclusion est fausse pour une application seulement strictement contractante au sens
dpFpaq,Fpbqq ă dpa,bq pour a ‰ b : sur E “ r1,`8r l’application Fptq “ t `1{t vérifie cette inéga-
lité et n’a pas de point fixe.

La variante suivante, où l’application n’est définie que sur une boule, est celle dont nous aurons
besoin pour le théorème d’inversion locale.
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Corollaire 1.12 (Point fixe sur une boule). Soit pE,dq un espace métrique complet, a P E, r ą 0, et
soit F : Bpa,rq Ñ E contractante de rapport k ă 1. Si

dpa,Fpaqq ď p1 ´ kqr, (12)

alors F
`

Bpa,rq
˘

Ă Bpa,rq et F admet un unique point fixe dans Bpa,rq.

Démonstration. Pour b P Bpa,rq,

dpFpbq,aq ď dpFpbq,Fpaqq ` dpFpaq,aq ď kr ` p1 ´ kqr “ r. (13)

Ainsi F envoie Bpa,rq dans lui-même, et cette boule fermée est un espace métrique complet non
vide par l’exemple 1.7. Le théorème 1.10 s’applique. □

Proposition 1.13 (Dépendance continue en un paramètre). Soit Λ un espace métrique, pE,dq un
espace métrique complet non vide et F : Λ ˆ E Ñ E une application continue telle qu’il existe k ă 1
vérifiant

d pFpλ,aq,Fpλ,bqq ď k dpa,bq pour tous λ P Λ, a,b P E. (14)

Alors pour tout λ l’application Fpλ, ¨q admet un unique point fixe a˚pλq, et l’application λ ÞÑ a˚pλq

est continue.

Démonstration. L’existence et l’unicité résultent du théorème 1.10. Pour λ,µ P Λ,

d pa˚pλq,a˚pµqq “ d pFpλ,a˚pλqq,Fpµ,a˚pµqqq (15)

ď d pFpλ,a˚pλqq,Fpµ,a˚pλqqq ` k d pa˚pλq,a˚pµqq , (16)

d’où dpa˚pλq,a˚pµqq ď p1´kq´1dpFpλ,a˚pλqq,Fpµ,a˚pλqqq, qui tend vers 0 lorsque µ Ñ λ par conti-
nuité de F . □

1.3. Fonctions d’une variable réelle.

Théorème 1.14 (Rolle). Soit f : ra,bs Ñ R continue sur ra,bs, dérivable sur sa,br, avec f paq “ f pbq.
Alors il existe c Psa,br tel que f 1pcq “ 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le compact ra,bs donc y atteint son maximum et
son minimum. Si les deux sont atteints aux extrémités, alors f est constante et f 1 s’annule partout
sur sa,br. Sinon, l’un des deux est atteint en un point c Psa,br, et en un extremum intérieur d’une
fonction dérivable la dérivée est nulle : en effet si f admet par exemple un maximum en c, les taux
d’accroissement f pc`hq´ f pcq

h sont ď 0 pour h ą 0 et ě 0 pour h ă 0, donc la limite f 1pcq est à la fois
ď 0 et ě 0. □

Théorème 1.15 (Théorème des accroissements finis). Soit f : ra,bs Ñ R continue sur ra,bs et déri-
vable sur sa,br. Alors il existe c P sa,br tel que

f pbq ´ f paq “ f 1
pcqpb ´ aq. (17)
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Démonstration. On applique le théorème de Rolle à la fonction auxiliaire

gptq “ f ptq ´ f paq ´
f pbq ´ f paq

b ´ a
pt ´ aq, (18)

qui est continue sur ra,bs, dérivable sur sa,br et vérifie gpaq “ gpbq “ 0. Il existe donc c Psa,br avec
g1pcq “ 0, ce qui est exactement (17). □

Corollaire 1.16 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : ra,bs Ñ R continue, dérivable sur sa,br

avec | f 1| ď M. Alors | f pbq ´ f paq| ď Mpb ´ aq. En particulier, si f 1 “ 0 alors f est constante.

Remarque 1.17. L’égalité (17) est fausse pour les fonctions à valeurs dans Rm avec m ě 2 : pour
f ptq “ pcos t,sin tq sur r0,2πs on a f p2πq ´ f p0q “ 0 alors que } f 1ptq} “ 1 pour tout t. Seule subsiste
l’inégalité des accroissements finis, que nous démontrerons sous sa forme générale au théorème
2.27. C’est d’ailleurs l’inégalité, et non l’égalité, qui est utile en pratique.

Théorème 1.18 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : I Ñ Rm de classe Cp`1 sur un
intervalle I et soient a,b P I. Alors

f pbq “

p
ÿ

j“0

pb ´ aq j

j!
f p jq

paq `

ż b

a

pb ´ tqp

p!
f pp`1q

ptqdt. (19)

Démonstration. Récurrence sur p. Pour p “ 0 c’est le théorème fondamental de l’analyse. Le pas-
sage de p à p ` 1 s’obtient en intégrant par parties le reste. □

1.4. Intégration des fonctions à valeurs vectorielles. Si f “ p f1, . . . , fmq : ra,bs Ñ Rm est conti-
nue, on pose par définition

ż b

a
f ptqdt “

˜

ż b

a
f1ptqdt, . . . ,

ż b

a
fmptqdt

¸

P Rm. (20)

L’intégrale est linéaire et vérifie la relation de Chasles. Le théorème fondamental de l’analyse reste
valable coordonnée par coordonnée : si f est continue alors t ÞÑ

şt
a f est C1 de dérivée f , et si F est

C1 alors Fpbq ´ Fpaq “
şb

a F 1.

Lemme 1.19. Pour f : ra,bs Ñ Rm continue et a ď b,
›

›

›

›

›

ż b

a
f ptqdt

›

›

›

›

›

ď

ż b

a
} f ptq}dt. (21)

Démonstration. Posons u “
şb

a f ptqdt. Si u “ 0 il n’y a rien à démontrer. Sinon, par linéarité du
produit scalaire,

}u}
2

“

C

u,
ż b

a
f ptqdt

G

“

ż b

a
xu, f ptqydt ď

ż b

a
}u}} f ptq}dt (22)

par Cauchy–Schwarz, et on divise par }u}. □
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Proposition 1.20 (Interversion limite–intégrale, convergence uniforme). Soit p fkq une suite de fonc-
tions continues sur ra,bs à valeurs dans Rm convergeant uniformément vers f . Alors f est continue
et

ż b

a
fkptqdt ÝÝÝÑ

kÑ8

ż b

a
f ptqdt. (23)

Démonstration. La continuité de f a été démontrée dans la proposition 1.8, et le lemme 1.19 donne
la majoration

›

›

›

şb
ap fk ´ f q

›

›

›
ď pb ´ aq} fk ´ f }8 Ñ 0. □

Le résultat suivant sera utilisé au chapitre 3 pour construire des potentiels.

Théorème 1.21 (Dérivation sous le signe intégral). Soit U Ă Rn un ouvert, ra,bs Ă R un segment et
g : U ˆ ra,bs Ñ R une fonction continue telle que pour tout t la fonction x ÞÑ gpx, tq soit C1 et que
px, tq ÞÑ

Bg
Bxi

px, tq soit continue sur U ˆ ra,bs pour tout i. Alors la fonction

Gpxq “

ż b

a
gpx, tqdt (24)

est de classe C1 sur U et
BG
Bxi

pxq “

ż b

a

Bg
Bxi

px, tqdt. (25)

Démonstration. Fixons un point c P U , un indice i P t1, . . . ,nu et r ą 0 tel que Bpc,rq Ă U . Pour
0 ă |h| ď r, le théorème des accroissements finis appliqué à s ÞÑ gpc`sei, tq fournit θ “ θph, tq Ps0,1r

tel que
gpc ` hei, tq ´ gpc, tq

h
“

Bg
Bxi

pc ` θhei, tq. (26)

La fonction Bg
Bxi

est continue sur le compact Bpc,rqˆ ra,bs, donc uniformément continue par le théo-

rème 1.3. Le membre de droite converge donc uniformément en t vers Bg
Bxi

pc, tq lorsque h Ñ 0, et il
suffit d’intégrer et d’appliquer la proposition 1.20. La continuité de BxiG s’obtient de la même façon
par uniforme continuité. □

1.5. Exercices.

Exercice 1.22. Montrer que }a}8 ď }a} ď }a}1 ď n}a}8 pour tout a P Rn. Ces constantes sont-elles
optimales?

Exercice 1.23. Soit f : R Ñ R de classe C2 et a P R avec f paq “ 0 et f 1paq ‰ 0. Montrer que
l’application Nptq “ t ´ f ptq{ f 1ptq est bien définie et contractante au voisinage de a. En déduire la
convergence de la méthode de Newton pour une donnée initiale assez proche de a.

Exercice 1.24. Soit F : E Ñ E une application d’un espace métrique complet non vide dans lui-
même telle que F˝p soit contractante pour un certain p ě 1. Montrer que F admet un unique point
fixe.
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Exercice 1.25. Soit pa jq une suite d’un espace métrique telle que
ř

j dpa j,a j`1q ă 8. Montrer
qu’elle est de Cauchy. La réciproque est-elle vraie?

Exercice 1.26. Soit f : r0,`8rÑ R dérivable avec f p0q “ 0 et f 1 croissante. Montrer que t ÞÑ f ptq{t
est croissante sur s0,`8r.

2. DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES PARTIELLES

2.1. Notations. Nous reprenons les notations du chapitre 1 : Rn est muni du produit scalaire eucli-
dien et de la norme associée, Bpa,rq désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r, et la lettre
U désigne toujours un ouvert de Rn. Toutes les normes sur Rn étant équivalentes (théorème 1.1),
aucune des notions introduites dans ce chapitre ne dépend du choix de la norme.

On note LpRn,Rmq l’espace vectoriel des applications linéaires de Rn vers Rm. Si L P LpRn,Rmq,
on pose

}L}op “ sup
}v}ď1

}Lpvq} . (27)

C’est une norme sur LpRn,Rmq et pour tout v P Rn on a }Lpvq} ď }L}op }v}. En particulier toute
application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie est lipschitzienne, donc continue.

Notation : soient g : U Ă Rn Ñ Rm et h : U Ñ R deux fonctions et soit a P U , on note

gpbq “bÑa ophpbqq (28)

s’il existe une fonction ε : V Ñ Rm définie sur un voisinage V de a telle que εpbq ÝÝÝÑ
bÑa

0 et

gpbq “ εpbqhpbq (29)

sur V . De même on note gpbq “bÑa Ophpbqq s’il existe une constante C ą 0 et un voisinage V de
a tels que }gpbq} ď C |hpbq| sur V . On omettra souvent la mention b Ñ a lorsque le point est clair
d’après le contexte.

Remarque 2.1. On utilisera constamment et sans commentaire les règles de calcul suivantes, qui
découlent immédiatement de la définition : ophq`ophq “ ophq, Ophq`Ophq “ Ophq, opOphqq “ ophq

et si L est une application linéaire alors Lpophqq “ ophq et LpOphqq “ Ophq.

2.2. Différentielle.

Définition 2.2. Soit f : U Ă Rn Ñ Rm une fonction avec U un ouvert et soit a P U . On dit que f est
différentiable en a s’il existe une application linéaire La : Rn Ñ Rm telle que localement en a :

f pa ` vq “vÑ0 f paq ` Lapvq ` op}v}q . (30)

Ou de façon équivalente

f pbq “bÑa f paq ` Lapb ´ aq ` op}b ´ a}q. (31)

L’application linéaire La est appelée la différentielle de f en a et on la note Da f .
On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en chaque point de U .
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Il faut lire cette définition comme suit : f est différentiable en a si elle admet au voisinage de a
une approximation affine dont l’erreur est négligeable devant la distance à a. La différentiabilité est
donc une propriété locale : elle ne dépend que de la restriction de f à un voisinage arbitrairement
petit de a.

Avant toute chose, il faut vérifier que l’application La est bien déterminée par f et a, ce qui justifie
la notation Da f .

Proposition 2.3 (Unicité de la différentielle). Soit f : U Ă Rn Ñ Rm et a P U. Si La et L1
a sont deux

applications linéaires vérifiant (30), alors La “ L1
a.

Démonstration. Posons M “ La ´L1
a. En soustrayant les deux développements on obtient Mpvq “vÑ0

op}v}q. Soit v P Rn un vecteur non nul et soit t ą 0 un réel destiné à tendre vers 0. En appliquant ce
qui précède au vecteur tv et en utilisant la linéarité de M on obtient

t }Mpvq} “ }Mptvq} “ εptvq t }v} (32)

avec εptvq Ñ 0 lorsque t Ñ 0. En divisant par t ą 0 on obtient }Mpvq} “ εptvq}v} pour tout t ą 0, et
en faisant tendre t vers 0 il vient Mpvq “ 0. Comme v était arbitraire, M “ 0. □

Exemple 2.4. Pour les applications f : R Ñ R, on a que f est dérivable en a si la limite

lim
tÑa

f ptq ´ f paq

t ´ a
“ f 1

paq (33)

existe. On voit alors que f est également différentiable en a, on peut réécrire la limite comme

f ptq ´ f paq

t ´ a
“tÑa f 1

paq ` op1q ô f ptq “tÑa f paq ` f 1
paqpt ´ aq ` op|t ´ a|q. (34)

On voit donc que f est différentiable en un point a si et seulement si elle est dérivable en ce point et
la différentielle de f en a est la multiplication par f 1paq.

Proposition 2.5. Soit f : U Ă Rn Ñ Rm une fonction et soit a P U. Si f est différentiable en a, alors
f est continue en a.

Démonstration. On sait qu’une application linéaire Rn Ñ Rm est continue, si f est différentiable en
a, alors

f pbq “ f paq ` Da f pb ´ aq ` op}b ´ a}q (35)
et donc lorsque b Ñ a on a que b ´ a Ñ 0 donc par continuité des applications linéaires on a que
Da f pb ´ aq Ñ 0 et finalement

f pbq ÝÝÝÑ
bÑa

f paq. (36)

□

Exemple 2.6. Une application linéaire L : Rn Ñ Rm est différentiable sur Rn et pour tout a P Rn

DaL “ L. (37)
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En effet Lpa ` vq “ Lpaq ` Lpvq exactement, le reste est nul. De même une application constante est
différentiable de différentielle nulle.

Exemple 2.7. Soit B : Rn ˆ Rm Ñ Rp une application bilinéaire. Alors B est différentiable sur Rn ˆ

Rm et, en un point pa,bq,
Dpa,bqBpu,vq “ Bpu,bq ` Bpa,vq. (38)

En effet, par bilinéarité,

Bpa ` u,b ` vq “ Bpa,bq ` Bpu,bq ` Bpa,vq ` Bpu,vq (39)

et comme B est bilinéaire en dimension finie il existe C ą 0 telle que }Bpu,vq} ď C }u}}v}, de sorte
que le terme Bpu,vq est un Op}pu,vq}

2
q “ op}pu,vq}q. L’application pu,vq ÞÑ Bpu,bq`Bpa,vq est bien

linéaire.
Ce calcul contient en germe toutes les règles de dérivation de produits : produit de deux fonctions,

produit scalaire, produit vectoriel, produit matriciel.

Exemple 2.8. La fonction f pxq “ }x}
2

“ xx,xy est différentiable sur Rn et Da f pvq “ 2xa,vy : c’est le
cas particulier de l’exemple 2.7 appliqué au produit scalaire. En revanche la fonction x ÞÑ }x} n’est
pas différentiable en 0 : en dimension 1 c’est la fonction valeur absolue.

Proposition 2.9 (Composition et règle de la chaîne). Soit f : U Ă Rn Ñ Rm et g : V Ă Rm Ñ Rp et
supposons f pUq Ă V . Soit a P U, si f est différentiable en a et g est différentiable en f paq, alors g˝ f
est différentiable en a et on a

Dapg ˝ f q “ D f paqg ˝ Da f . (40)

La formule de la différentielle d’une composition de fonction est appelée formule de la chaîne.
Une astuce pour se rappeler de cette formule, se rappeler de la formule de la dérivation des fonctions
composées à une variable : pg ˝ f q1 “ f 1 ¨ g1 ˝ f .

Démonstration. Notons A “ Da f P LpRn,Rmq et B “ D f paqg P LpRm,Rpq. Par définition de la diffé-
rentiabilité, il existe deux fonctions α et β, définies au voisinage de 0 dans Rn et Rm respectivement,
telles que αp0q “ 0, βp0q “ 0 et

f pa ` vq “ f paq ` Apvq ` αpvq, }αpvq} “ op}v}q (41)

gp f paq ` uq “ gp f paqq ` Bpuq ` βpuq, }βpuq} “ op}u}q. (42)

Posons upvq “ Apvq ` αpvq, de sorte que f pa ` vq “ f paq ` upvq. On a d’abord la majoration

}upvq} ď }A}op }v} ` }αpvq} “ Op}v}q. (43)

En substituant u “ upvq dans (42) on obtient

g ˝ f pa ` vq “ gp f paqq ` BpApvqq ` Bpαpvqq ` βpupvqq. (44)

Il reste à voir que les deux derniers termes sont négligeables devant }v}. D’une part }Bpαpvqq} ď

}B}op }αpvq} “ op}v}q. D’autre part βpupvqq “ op}upvq}q “ opOp}v}qq “ op}v}q par (43). Comme
B ˝ A est linéaire, ceci prouve que g ˝ f est différentiable en a de différentielle B ˝ A. □
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Proposition 2.10. Soit f ,g : U Ă Rn Ñ Rm et a P U, si f et g sont différentiables en a, alors pour
tout λ P R les fonctions λ f et f ` g le sont aussi et

(1) Dapλ f q “ λDa f .
(2) Dap f ` gq “ Da f ` Dag.

Si de plus B : Rm ˆRm Ñ Rp est une application bilinéaire, alors x ÞÑ Bp f pxq,gpxqq est différentiable
en a et

Da pBp f ,gqqpvq “ BpDa f pvq,gpaqq ` Bp f paq,Dagpvqq . (45)

Démonstration. Comme l’espace des applications linéaires de Rn vers Rm est un espace vectoriel,
il est clair sur la définition 2.2 que λ f et f ` g sont différentiables en a avec les différentielles
annoncées.

Pour la seconde assertion, considérons l’application h “ p f ,gq : U Ñ Rm ˆ Rm. Elle est diffé-
rentiable en a de différentielle v ÞÑ pDa f pvq,Dagpvqq par la proposition 2.12 ci-dessous. Comme
Bp f ,gq “ B ˝ h et que B est différentiable par l’exemple 2.7, la formule de la chaîne donne

DapB ˝ hqpvq “ DhpaqBpDahpvqq “ BpDa f pvq,gpaqq ` Bp f paq,Dagpvqq . (46)
□

Exemple 2.11. En appliquant la proposition 2.10 aux applications bilinéaires usuelles on obtient,
pour f : U Ñ R et X ,Y : U Ñ R3 différentiables en a :

Dap f Xqpvq “ Da f pvqXpaq ` f paqDaXpvq, (47)

Da xX ,Y ypvq “ xDaXpvq,Y paqy ` xXpaq,DaY pvqy , . (48)

Proposition 2.12. Soit f “ p f1, . . . , fmq : U Ă Rn Ñ Rm une fonction et a P U, alors f est différen-
tiable en a si et seulement si chaque fonction coordonnée fi est différentiable en a.

Démonstration. Soit πi : Rm Ñ R la projection sur la i-ème coordonnée, i.e πipy1, . . . ,ymq “ yi. C’est
une application linéaire donc différentiable. Comme fi “ πi ˝ f on a que si f est différentiable en un
point a toutes les fonctions coordonnées le sont également.

Réciproquement, supposons que toutes les fonctions coordonnées fi soient différentiables en a,
on a alors pour tout i “ 1, . . . ,m

fipbq “bÑa fipaq ` Da fipb ´ aq ` op}b ´ a}q. (49)

Et cela donne

f pbq “

¨

˚

˝

f1pbq

...
fmpbq

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

f1paq ` Da f1pb ´ aq ` op}b ´ a}q

...
fmpaq ` Da fmpb ´ aq ` op}b ´ a}q

˛

‹

‚

(50)

“ f paq `

¨

˚

˝

Da f1pb ´ aq

...
Da fmpb ´ aq

˛

‹

‚

` op}b ´ a}q . (51)
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On voit que f est différentiable en a et Da f : Rn Ñ Rm est l’application linéaire dont la i-ème
coordonnée est la forme linéaire Da fi. □

Corollaire 2.13. Toute application polynomiale f : U Ă Rn Ñ Rm est différentiable.

Démonstration. Par la proposition 2.12 on peut supposer m “ 1. Les fonctions coordonnées x ÞÑ xi
sont linéaires donc différentiables, et par la proposition 2.10 l’ensemble des fonctions différentiables
en un point est stable par combinaison linéaire et par produit. Tout polynôme s’obtient à partir des
xi et des constantes par ces deux opérations. □

Définition 2.14 (Application différentielle). On peut associer à toute application linéaire L : Rn Ñ

Rm sa matrice dans les bases canoniques de Rn et Rm, qui est de taille m ˆ n. Si f : U Ă Rn Ñ Rm

est différentiable, on appelle différentielle de f l’application

D f : a P U ÞÑ Da f P MmˆnpRq “ Rmn (52)

qui à chaque point a associe la matrice de la différentielle de f en a par rapport aux bases canoniques
de Rn et Rm.

Exemple 2.15. Si L : Rn Ñ Rm est linéaire, alors la différentielle DL de L est l’application constante
égale à L.

2.3. Dérivées partielles.

Définition 2.16. Soit f : U Ă Rn Ñ Rm une fonction, a P U et v P Rn. On dit que f admet une dérivée
dans la direction de v si la limite

Bv f paq “ lim
tÑ0

f pa ` tvq ´ f paq

t
P Rm (53)

existe. En particulier, on voit que si f est une fonction scalaire, alors Bv f est également une fonction
scalaire.

En particulier, les dérivées partielles de f en a sont les dérivées directionnelles par rapport aux
vecteurs de la base canonique pe1, . . . ,enq. On notera souvent Bei “ Bi ou Bei “ Bxi ou Bei “ B

Bxi
, où xi

désigne la i-ème coordonnée.

Remarque 2.17. Remarquons que si Bv f paq existe alors Bλv f paq existe pour tout λ P R et vaut
λBv f paq : l’application v ÞÑ Bv f paq est toujours homogène de degré 1. Elle n’a en revanche aucune
raison d’être additive, voir l’exemple 2.22.

Lemme 2.18. Soit f : U Ă Rn Ñ Rm une application et a P U, alors les dérivées partielles Bi de f
en a peuvent se calculer de la façon suivante. Si a “ pa1, . . . ,anq, soit φi la fonction

φi : t P I ÞÑ f pa1, . . . ,ai´1,ai ` t,ai`1, . . . ,anq (54)

définie sur un intervalle ouvert I Q 0 assez petit pour que le point reste dans U, alors Bi f paq existe si
et seulement si φi est dérivable en 0 et dans ce cas

Bi f paq “ φ
1
ip0q. (55)
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Autrement dit pour calculer une dérivée partielle par rapport à une coordonnée xi, il suffit de consi-
dérer les autres coordonnées comme des constantes et de ne dériver que par rapport à la coordonnée
xi.

Proposition 2.19. Soit f : U Ă Rn Ñ Rm une application différentiable en a P U, alors f admet une
dérivée dans toute direction, on a

Bv f paq “ Da f pvq pour tout v P Rn, (56)

et la matrice de la différentielle Da f dans les bases canoniques est la matrice des dérivées partielles
des fonctions coordonnées :

Da f “

ˆ

B f j

Bxi
paq

˙

1ď jďm
1ďiďn

P MmˆnpRq, (57)

où j est l’indice de ligne et i l’indice de colonne. Cette matrice s’appelle la matrice jacobienne de f
en a et se note aussi Jaca f .

Démonstration. Soit v P Rn. En appliquant la définition 2.2 au vecteur tv on obtient

f pa ` tvq “ f paq ` tDa f pvq ` op|t| }v}q, (58)

d’où en divisant par t et en faisant tendre t vers 0 l’existence de Bv f paq et l’égalité (56). La i-ème
colonne de la matrice de Da f est le vecteur Da f peiq “ Bi f paq “ pBi f1paq, . . . ,Bi fmpaqq, ce qui est
exactement (57). □

Remarque 2.20. Attention la réciproque est fausse ! Il ne suffit pas d’admettre une dérivée dans
toutes les directions pour être différentiable. La raison est claire : une dérivée directionnelle est une
information unidimensionnelle, elle ne teste le comportement de f que le long d’une droite, alors
que la différentiabilité demande un contrôle uniforme dans toutes les directions à la fois. Les trois
exemples suivants montrent à quel point la situation peut être mauvaise.

Exemple 2.21. La fonction
f px,yq “

xy
x2 ` y2 , f p0,0q “ 0 (59)

admet des dérivées partielles en p0,0q : en effet f est identiquement nulle sur les deux axes donc
B1 f p0,0q “ B2 f p0,0q “ 0. Pourtant f n’est même pas continue en l’origine puisque f px,xq “ 1{2
pour tout x ‰ 0. En particulier f n’est pas différentiable en p0,0q par la proposition 2.5.

Exemple 2.22. La fonction

gpx,yq “
x3

x2 ` y2 , gp0,0q “ 0 (60)

est continue en p0,0q car |gpx,yq| ď |x|, et elle admet une dérivée dans toutes les directions : pour
v “ pα,βq ‰ 0,

gptα, tβq

t
“

t3α3

t ¨ t2pα2 ` β2q
“

α3

α2 ` β2 ÝÝÑ
tÑ0

α3

α2 ` β2 . (61)
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Mais l’application v ÞÑ Bvgp0,0q n’est pas linéaire, alors qu’elle devrait coïncider avec Dp0,0qg par la
proposition 2.19 : la fonction g n’est donc pas différentiable en l’origine. Concrètement, les dérivées
partielles valent 1 et 0, donc la seule candidate pour la différentielle serait pα,βq ÞÑ α ; or le long de
la diagonale gpx,xq ´ x “ ´x{2 n’est pas un op}px,xq}q.

Exemple 2.23. Le pire est possible : la fonction

hpx,yq “
x2y

x4 ` y2 , hp0,0q “ 0 (62)

admet une dérivée dans toutes les directions en l’origine (elles sont toutes nulles le long de l’axe des
x, et valent α2{β dans la direction pα,βq avec β ‰ 0), et pourtant h n’est pas continue en p0,0q : le
long de la parabole y “ x2 on a h ” 1{2. Les droites ne suffisent donc pas à détecter la continuité.

Le cas des fonctions à valeurs scalaires mérite une notation particulière.

Définition 2.24 (Gradient). Soit f : U Ă Rn Ñ R une fonction différentiable en a. La différentielle
Da f est alors une forme linéaire sur Rn ; par dualité il existe un unique vecteur grad f paq P Rn, appelé
le gradient de f en a et noté aussi ∇ f paq, tel que

Da f pvq “
@

grad f paq,v
D

pour tout v P Rn. (63)

Dans la base canonique, ses coordonnées sont les dérivées partielles :

grad f paq “

ˆ

B f
Bx1

paq, . . . ,
B f
Bxn

paq

˙

. (64)

Remarque 2.25. L’inégalité de Cauchy–Schwarz donne, pour }v} “ 1,

|Bv f paq| “ |xgrad f paq,vy| ď }grad f paq} , (65)

avec égalité si et seulement si v est colinéaire à grad f paq. Autrement dit, lorsque grad f paq ‰ 0, le
gradient indique la direction dans laquelle f croît le plus vite, et sa norme est la pente maximale.
Nous verrons à la remarque 2.47 qu’il est de plus orthogonal aux lignes de niveau.

Proposition 2.26. Soit f : U Ă Rn Ñ f pUq Ă Rn un homémomorphisme, c’est à dire que g “ f ´1 :
f pUq Ñ U existe et est continue. Soit a P U tel que f est différentiable en a et Da f est inversible,
alors g différentiable en b “ f paq et

Dbg “ pDa f q
´1

“ pD f ´1pbqq
´1. (66)

Démonstration. Soit c dans un voisinage de b, on veut montrer que

gpcq ´ gpbq ´ pDa f q
´1

pc ´ bq “ op}c ´ b}q. (67)

Soit k “
›

›pDa f q´1
›

›

op, pour tout x P U notons y “ f pxq on a par définition de la différentiablitié en a
que lorsque x Ñ a

y ´ b ´ Da f py ´ bq “ }x ´ a}εpxq (68)
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avec limxÑa εpxq “ 0. Et donc

}x ´ a} “
›

›pDa f q
´1Da f px ´ aq

›

› ď k }Da f px ´ aq} ď k p}y ´ b} ` }x ´ a} |εpxq|q . (69)

Ainsi, il existe r ą 0 tel que pour tout x P Bpa,rq, |εpxq| ă 1
2k et alors

}x ´ a} ď 2k }y ´ b} . (70)

L’ouvert f pBpa,rqq est un voisinage de b, on prend c dans ce voisinage. Lorsque c Ñ b on a que
gpcq Ñ a et donc par la différentiabilité en a cela donne

c ´ b ´ Da f pgpcq ´ aq “cÑb ε
1
pgpcqq}gpcq ´ a} . (71)

avec ε1pgpcqq Ñ 0 lorsque On applique pDa f q´1 à cette égalité :

pDa f q
´1

pc ´ bq ` gpcq ´ gpbq “cÑb }gpcq ´ a}pDa f q
´1

pε
1
pgpcqqq. (72)

On définit εpcq par l’égalité

}b ´ c}εpcq “ }gpcq ´ a}pDa f q
´1

pε
1
pgpcqqq. (73)

Montrons que εpcq Ñ 0 lorsque c Ñ b. Comme c P f pBpa,rqq on a que

}gpcq ´ a} ď 2k }c ´ b} (74)

par (70), donc
}εpcq} ď 2k

›

›pDa f q
´1

pε
1
pgpcqqq

›

› . (75)

Or lorsque c Ñ b on a que gpcq Ñ a et donc ε1pgpcqq Ñ 0 et le résultat suit. □

2.4. Fonctions de classe C1. Nous avons vu que l’existence des dérivées partielles n’entraîne pas
la différentiabilité. Il suffit pourtant d’une hypothèse de continuité pour rétablir l’implication : c’est
le théorème 2.29. Commençons par le résultat suivant.

Théorème 2.27 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : U Ă Rn Ñ Rm une fonction différen-
tiable et soient a,b P U tels que le segment ra,bs “ ta ` tpb ´ aq | t P r0,1su soit contenu dans U.
Alors

} f pbq ´ f paq} ď

˜

sup
cPra,bs

}Dc f }op

¸

}b ´ a} . (76)

En particulier, si U “ Bpc,rq est une boule ouverte, alors pour tout a,b P U

} f pbq ´ f paq} ď sup
xPU

}Dx f }op }b ´ a} . (77)

Démonstration. Notons M “ supcPra,bs }Dc f }op, que l’on peut supposer fini. Posons u “ f pbq´ f paq ;
si u “ 0 il n’y a rien à démontrer, on suppose donc u ‰ 0. Considérons la fonction

ϕ : t P r0,1s ÞÑ xu, f pa ` tpb ´ aqqy P R. (78)
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Elle est continue sur r0,1s et dérivable, de dérivée ϕ1ptq “
@

u,Da`tpb´aq f pb ´ aq
D

par la formule de la
chaîne. Le théorème des accroissements finis (théorème 1.15) fournit θ Ps0,1r tel que ϕp1q´ϕp0q “

ϕ1pθq, c’est-à-dire

}u}
2

“ xu, f pbq ´ f paqy “ xu,Dc f pb ´ aqy , c “ a ` θpb ´ aq P ra,bs. (79)

Par Cauchy–Schwarz, }u}
2

ď }u}}Dc f }op }b ´ a} ď }u}M }b ´ a}, et en divisant par }u} ‰ 0 on ob-
tient (76).

Si U est une boule ouverte, alors pour tout a,b P U , le segment ra,bs est inclus dans U et le résultat
suit. □

Corollaire 2.28. Soit U Ă Rn un ouvert connexe et f : U Ñ Rm différentiable avec Da f “ 0 pour
tout a P U. Alors f est constante.

Démonstration. Soit c P U et A “ f ´1pt f pcquq. L’ensemble A est fermé dans U par continuité de f .
Il est aussi ouvert : si a P A, soit r ą 0 tel que Bpa,rq Ă U ; la boule étant convexe, le théorème 2.27
s’applique à tout b P Bpa,rq et donne } f pbq ´ f paq} ď 0, donc Bpa,rq Ă A. Comme A est non vide et
que U est connexe, A “ U . □

Théorème 2.29. Soit f : U Ă Rn Ñ Rm une fonction et a P U. On suppose que les dérivées partielles
B1 f , . . . ,Bn f existent en tout point d’un voisinage de a et qu’elles sont continues en a. Alors f est
différentiable en a.

Démonstration. Par la proposition 2.12 on peut supposer m “ 1. Soit r ą 0 tel que Bpa,rq Ă U et que
les dérivées partielles existent sur Bpa,rq. Soit v “ pv1, . . . ,vnq avec }v} ă r. Introduisons les points
intermédiaires

p0 “ a, pk “ a `

k
ÿ

i“1

viei p1 ď k ď nq, (80)

de sorte que pn “ a ` v et que }pk ´ a} ď }v} ă r, donc tous ces points sont dans Bpa,rq. On écrit
alors la somme télescopique

f pa ` vq ´ f paq “

n
ÿ

k“1

p f ppkq ´ f ppk´1qq . (81)

Pour chaque k, les points pk´1 et pk “ pk´1 ` vkek ne diffèrent que par la k-ème coordonnée. La
fonction t ÞÑ f ppk´1 ` tekq est dérivable sur l’intervalle correspondant, de dérivée Bk f ppk´1 ` tekq ;
le théorème 1.15 fournit donc un point ck sur le segment rpk´1, pks tel que

f ppkq ´ f ppk´1q “ Bk f pckqvk. (82)

Notons que }ck ´ a} ď }v}. En retranchant la quantité
ř

k Bk f paqvk on obtient
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f pa ` vq ´ f paq ´

n
ÿ

k“1

Bk f paqvk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

pBk f pckq ´ Bk f paqqvk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }v}

n
ÿ

k“1

|Bk f pckq ´ Bk f paq| . (83)
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Lorsque v Ñ 0 on a ck Ñ a pour tout k, et par continuité des dérivées partielles en a la somme du
membre de droite tend vers 0. Le membre de gauche est donc un op}v}q, ce qui prouve que f est
différentiable en a de différentielle v ÞÑ

ř

k Bk f paqvk. □

Définition 2.30. On dit que f : U Ă Rn Ñ Rm est C1 ou continûment différentiable si l’application
différentielle

D f : U Ñ MmˆnpRq “ Rmn (84)

est bien définie et continue. De façon équivalente par la proposition 2.19 et le théorème 2.29, il
est équivalent de demander que toutes les dérivées partielles des fonctions coordonnées existent et
soient continues sur U .

Par récurrence, on définit pour tout k ě 1 la classe des fonctions Ck : une fonction f :U Ă Rn Ñ Rm

est Ck`1 si elle est Ck et si pour tout i1, . . . , ik P t1, . . . ,nu et pour tout j “ 1, . . . ,m la fonction

B

Bxi1
¨ ¨ ¨

B

Bxik
p f jq : U Ă Rn

Ñ R (85)

est C1. On dit que f est C8 ou lisse si elle est Ck pour tout k ě 1.
De façon équivalente, f est Ck si et seulement si f est différentiable et D f : U Ñ Rmn est Ck´1.

Remarque 2.31. Le théorème 2.29 justifie a posteriori cette définition et fournit le critère pratique
suivant, qu’on utilisera systématiquement :

Une fonction est C1 si et seulement si ses dérivées partielles existent et sont continues.

On prendra garde à ce que les trois conditions suivantes sont, dans cet ordre, de plus en plus fortes
et deux à deux non équivalentes : (i) f admet des dérivées partielles en a ; (ii) f est différentiable en
a ; (iii) f est C1 au voisinage de a. Les exemples 2.21 et 2.22 montrent que (i) n’implique pas (ii) ;
l’exercice 2.55 montre que (ii) n’implique pas (iii).

Proposition 2.32. Soient f : U Ă Rn Ñ Rm et g : V Ă Rm Ñ Rp de classe Ck avec f pUq Ă V ,
k P N˚ Y t8u. Alors g ˝ f est de classe Ck. De même toute combinaison linéaire et tout produit de
fonctions Ck est Ck.

Démonstration. Pour k “ 1 : la formule de la chaîne donne Jacapg ˝ f q “ Jac f paq g ¨ Jaca f , et le
membre de droite est continu en a comme composée et produit d’applications continues (le produit
matriciel est bilinéaire donc continu). Le cas général suit par récurrence sur k, puisque les coefficients
de Jacpg ˝ f q sont des polynômes en les dérivées partielles de g évaluées en f paq et celles de f . □

2.5. Dérivées d’ordre supérieur et lemme de Schwarz.

Théorème 2.33 (Lemme de Schwarz). Soit f : U Ă Rn Ñ R une application C2, alors pour tout
i, j P t1, . . . ,nu

BiB j f “ B jBi f . (86)



ANALYSE VECTORIELLE 19

Démonstration. Comme l’énoncé ne fait intervenir que deux variables, on peut supposer n “ 2, les
autres coordonnées étant gelées. Notons c “ pc1,c2q P U le point considéré et introduisons, pour s, t
petits, l’accroissement double

∆ps, tq “ f pc1 ` s,c2 ` tq ´ f pc1 ` s,c2q ´ f pc1,c2 ` tq ` f pc1,c2q. (87)

L’expression ∆ est symétrique en les deux variables, au sens où on peut la regrouper de deux façons.
Posons d’abord ϕpxq “ f px,c2 ` tq ´ f px,c2q, de sorte que ∆ps, tq “ ϕpc1 ` sq ´ ϕpc1q. La fonction ϕ

est dérivable et le théorème 1.15 donne θ Ps0,1r tel que

∆ps, tq “ sϕ
1
pc1 ` θsq “ spB1 f pc1 ` θs,c2 ` tq ´ B1 f pc1 ` θs,c2qq . (88)

En appliquant à nouveau le théorème 1.15 à la fonction y ÞÑ B1 f pc1 `θs,yq, qui est dérivable puisque
f est C2, on obtient θ1 Ps0,1r tel que

∆ps, tq “ st B2B1 f pc1 ` θs,c2 ` θ
1tq. (89)

En faisant tendre ps, tq vers p0,0q avec s, t ‰ 0 et en utilisant la continuité de B2B1 f on obtient

∆ps, tq
st

ÝÝÝÝÝÝÝÑ
ps,tqÑp0,0q

B2B1 f pcq. (90)

En reprenant le même raisonnement avec le regroupement ψpyq “ f pc1 ` s,yq´ f pc1,yq, pour lequel
∆ps, tq “ ψpc2 `tq´ψpc2q, on obtient de la même façon que ∆ps, tq{st tend vers B1B2 f pcq. Par unicité
de la limite, B1B2 f pcq “ B2B1 f pcq. □

Corollaire 2.34. Si f est de classe Ck, alors pour tout l ď k et toute permutation σ de t1, . . . , lu on
a Bi1 ¨ ¨ ¨Bil f “ Biσp1q

¨ ¨ ¨Biσplq f . En particulier l’ordre de dérivation n’a pas d’importance et on peut
noter sans ambiguïté

B
α f “

B|α| f
Bxα1

1 ¨ ¨ ¨Bxαn
n
, α P Nn, |α| “ α1 ` ¨¨ ¨ ` αn ď k. (91)

Démonstration. Toute permutation est produit de transpositions de deux indices consécutifs, et le
lemme de Schwarz permet précisément d’échanger deux dérivations consécutives. □

Définition 2.35 (Hessienne). Soit f : U Ă Rn Ñ R de classe C2 et a P U . La matrice hessienne de f
en a est la matrice

Hessa f “
`

BiB j f paq
˘

1ďi, jďn P MnˆnpRq. (92)

Par le lemme de Schwarz, c’est une matrice symétrique. On lui associe la forme quadratique Qapvq “

xHessa f ¨ v,vy “
ř

i, j BiB j f paqviv j.

Théorème 2.36 (Formule de Taylor–Young à l’ordre 2). Soit f : U Ă Rn Ñ R de classe C2 et a P U.
Alors

f pa ` vq “vÑ0 f paq ` xgrad f paq,vy `
1
2

xHessa f ¨ v,vy ` op}v}
2
q. (93)
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Démonstration. Soit r ą 0 tel que Bpa,rq Ă U et soit }v} ă r. Posons gptq “ f pa` tvq pour t P r0,1s :
par la formule de la chaîne g est C2 et

g1
ptq “ xgrad f pa ` tvq,vy , g2

ptq “
ÿ

i, j

BiB j f pa ` tvqviv j. (94)

La formule de Taylor avec reste intégral (théorème 1.18) donne

gp1q “ gp0q ` g1
p0q `

ż 1

0
p1 ´ tqg2

ptqdt, (95)

d’où, puisque
ş1

0p1 ´ tqdt “ 1{2,

f pa ` vq ´ f paq ´ xgrad f paq,vy ´
1
2

Qapvq “

ż 1

0
p1 ´ tq

`

g2
ptq ´ g2

p0q
˘

dt. (96)

Or
ˇ

ˇg2
ptq ´ g2

p0q
ˇ

ˇ ď }v}
2
ÿ

i, j

ˇ

ˇBiB j f pa ` tvq ´ BiB j f paq
ˇ

ˇ ď }v}
2

ηpvq (97)

où ηpvq “ sup}u}ď}v}

ř

i, j

ˇ

ˇBiB j f pa ` uq ´ BiB j f paq
ˇ

ˇ tend vers 0 quand v Ñ 0 par continuité des déri-
vées secondes en a. Le membre de droite de (96) est donc majoré en valeur absolue par }v}

2
ηpvq{2 “

op}v}
2
q. □

Remarque 2.37. On en déduit comme à une variable l’étude des extrema locaux : si f est C2 et admet
un extremum local en a, alors grad f paq “ 0 (on dit que a est un point critique). Réciproquement, si a
est un point critique et si Hessa f est définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum
(resp. maximum) local strict ; si Hessa f a des valeurs propres de signes opposés, a est un point selle.

2.6. Difféomorphismes, inversion locale et fonctions implicites.

Définition 2.38. Soient U Ă Rn et V Ă Rn deux ouverts et k P N˚ Yt8u. Une application f : U Ñ V
est un Ck-difféomorphisme si f est une bijection de classe Ck dont la réciproque f ´1 : V Ñ U est
également de classe Ck.

Proposition 2.39. Si f : U Ñ V est un C1-difféomorphisme, alors pour tout a P U la différentielle
Da f est un isomorphisme linéaire et

D f paq

`

f ´1˘
“ pDa f q

´1 . (98)

En particulier n est bien déterminé et detJaca f ‰ 0 en tout point.

Démonstration. Il suffit de différentier les identités f ´1 ˝ f “ idU et f ˝ f ´1 “ idV en utilisant la
formule de la chaîne et l’exemple 2.6. □

La réciproque est vraie localement : c’est le théorème d’inversion locale. Sa démonstration est
notre première application du théorème du point fixe de Banach. Nous aurons besoin du lemme
suivant d’algèbre linéaire.
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Lemme 2.40. L’ensemble GLnpRq des matrices inversibles est un ouvert de MnˆnpRq et l’applica-
tion Inv : A P GLnpRq ÞÑ A´1 P GLnpRq est de classe C8.

Démonstration. L’application A ÞÑ detA est polynomiale donc continue, et GLnpRq “ tdet ‰ 0u est
l’image réciproque d’un ouvert. La formule des cofacteurs A´1 “ pdetAq´1 tcompAq exprime chaque
coefficient de A´1 comme une fraction rationnelle en les coefficients de A dont le dénominateur ne
s’annule pas sur GLnpRq. □

On énonce aussi le résultat suivant qui nous servira pour la preuve du théorème d’inversion locale.

Proposition 2.41. Soit f : U Ă Rn Ñ V Ă Rn de classe Ck. Si f est un homéomorphisme et pour tout
a P U,Da f est inversible, alors g “ f ´1 est également Ck

Démonstration. Par la proposition 2.26, on sait que g : V Ñ U est différentiable sur V et on a la
formule

Dg “ Inv˝D f ˝ g. (99)
On procède par récurrence sur k. Si k “ 1, alors f est C1 et D f est continue. Comme g est continue
et Inv est C8 on a que Dg est continue et donc g est C1.

Maintenant, supposons la proposition vraie pour un entier k et soit f de classe Ck`1, alors f est
en particulier Ck donc par hypothèse de récurrence g est Ck. L’application D f est Ck car f est Ck`1

donc comme Inv est lisse on a que Dg est Ck et donc g est Ck`1. □

Théorème 2.42 (Inversion locale). Soit f : U Ă Rn Ñ Rn une application de classe Ck, k ě 1, et soit
a P U tel que Da f soit inversible. Alors il existe un ouvert V Ă U contenant a et un ouvert W Ă Rn

contenant f paq tels que f|V : V Ñ W soit un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. Réductions. Quitte à remplacer f par x ÞÑ pDa f q
´1

p f px ` aq ´ f paqq, ce qui ne
change ni les hypothèses ni la conclusion, on peut supposer

a “ 0, f p0q “ 0, D0 f “ id . (100)

Choix du rayon. Posons gpxq “ x ´ f pxq, de sorte que D0g “ 0 et gp0q “ 0 Comme f est C1,
l’application b ÞÑ Dbg est continue et il existe r ą 0 tel que Bp0,2rq Ă U et

}Dbg}op ď
1
2

pour tout b P Bp0,2rq. (101)

Par l’inégalité des accroissements finis (théorème 2.27) on a que g est 1
2 -lipschitzienne sur Bp0,2rq

et donc gpBp0,2rqq Ă Bp0,rq. De plus, on a que f est injective sur Bp0,2rq en effet si f paq “ f pa1q

avec a,a1 P Bp0,2rq alors
›

›gpaq ´ gpa1
q
›

› “
›

›a ´ a1
›

› ď
1
2

›

›a ´ a1
›

› (102)

et donc }a ´ a1} “ 0 ñ a “ a1. Soit C l’espace des fonctions continues de Bp0,rq vers Bp0,2rq :

C “ C
`

Bp0,rq,Bp0,2rq
˘

. (103)
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C’est un espace de Banach munie de la distance de la convergence uniforme par la proposition 1.8.
On pose l’opérateur

Ψ : h P C ÞÑ id`g ˝ h P C . (104)

Montrons que Ψ est bien défini. On a par définition hpBp0,rqq Ă Bp0,2rq et comme g est 1{2-
Lipschitzienne cela donne g ˝ hpBp0,rqq Ă gpBp0,2rqq Ă Bp0,rq et donc

pid`g ˝ hqpBp0,rqq Ă Bp0,2rq. (105)

Donc Ψphq P C et Ψ est bien définie. On a que Ψ est 1{2-contractante car
›

›Ψphq ´ Ψph1
q
›

›

8
“
›

›g ˝ h ´ g ˝ h1
›

›

8
ď

1
2

›

›h ´ h1
›

›

8
(106)

Par le théorème du point fixe de Banach, Ψ admet un point fixe h et Ψphq “ h donne

h “ id`g ˝ h “ id`pid´ f q ˝ h ñ id “ f ˝ h. (107)

Maintenant, soit W “ Bp0,rq et V “ f ´1pW qXBp0,2rq. Par construction on a que la fonction f induit
f : V Ñ W qu’on note encore f . Comme V Ă Bp0,2rq on a que f est injective et f est surjective car
idW “ f ˝ h. Donc f est un homéomorphisme de V vers W et h : W Ñ V est son inverse. On a
alors que h : W Ñ V est également de classe Ck par la proposition 2.41 et f : V Ñ W est bien un
difféomorphisme de classe Ck. □

Remarque 2.43. L’énoncé est purement local et ne peut pas l’être davantage : l’application f px,yq “

pex cosy,ex sinyq, c’est-à-dire z ÞÑ ez vue dans C » R2, a une différentielle inversible en tout point
mais n’est pas injective puisqu’elle est 2iπ-périodique.

Théorème 2.44 (Fonctions implicites). Soit f : U Ă Rn ˆ Rm Ñ Rm de classe Ck, k ě 1, et soit
pa,bq P U tel que f pa,bq “ 0. On note By f pa,bq P LpRm,Rmq la différentielle partielle par rapport
aux m dernières variables. Si By f pa,bq est inversible, alors il existe des ouverts A Q a dans Rn et B Q b
dans Rm avec A ˆ B Ă U, et une application ϕ : A Ñ B de classe Ck, tels que pour tout px,yq P A ˆ B

f px,yq “ 0 ðñ y “ ϕpxq. (108)

De plus
Daϕ “ ´pBy f pa,bqq

´1
˝ Bx f pa,bq. (109)

Démonstration. Considérons F : U Ñ Rn ˆ Rm définie par Fpx,yq “ px, f px,yqq. Elle est de classe
Ck et sa matrice jacobienne en pa,bq s’écrit par blocs

Jacpa,bq F “

ˆ

In 0
Bx f pa,bq By f pa,bq

˙

, (110)

qui est inversible puisque triangulaire par blocs à blocs diagonaux inversibles. Le théorème d’in-
version locale fournit des ouverts Ω Q pa,bq et Ω1 Q Fpa,bq “ pa,0q tels que F : Ω Ñ Ω1 soit un
Ck-difféomorphisme. Par construction F´1 est de la forme F´1px,zq “ px,ψpx,zqq avec ψ de classe
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Ck. Quitte à rétrécir, choisissons AˆB Ă Ω avec A Q a, B Q b et Aˆt0u Ă Ω1, et posons ϕpxq “ ψpx,0q.
Alors pour px,yq P A ˆ B

f px,yq “ 0 ðñ Fpx,yq “ px,0q ðñ px,yq “ F´1
px,0q ðñ y “ ϕpxq. (111)

Enfin, en différentiant l’identité f px,ϕpxqq “ 0 au point a par la formule de la chaîne on obtient
Bx f pa,bq ` By f pa,bq ˝ Daϕ “ 0, d’où (109). □

Exemple 2.45 (Coordonnées polaires). L’application

Φ : pr,θq P Rą0 ˆ s´π,πr ÞÝÑ pr cosθ,r sinθq P R2 (112)

est un C8-difféomorphisme sur son image R2zpRď0 ˆ t0uq, et

Jacpr,θq Φ “

ˆ

cosθ ´r sinθ

sinθ r cosθ

˙

, detJacpr,θq Φ “ r ą 0. (113)

Ce déterminant réapparaîtra au chapitre 3 dans la formule de changement de variables.

Exemple 2.46 (Coordonnées sphériques). De même

Ψpr,θ,φq “ pr sinθcosφ, r sinθsinφ, r cosθq (114)

définit un C8-difféomorphisme de Rą0 ˆ s0,πr ˆ s´π,πr sur son image, et detJacΨ “ r2 sinθ.

Remarque 2.47 (Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau). Soit f : U Ă Rn Ñ R de classe
C1 et a P U tel que grad f paq ‰ 0, disons Bn f paq ‰ 0. Le théorème des fonctions implicites appliqué
à f ´ f paq montre qu’au voisinage de a l’ensemble de niveau

Σ “ tb P U | f pbq “ f paqu (115)

est le graphe d’une fonction C1 de n´1 variables : c’est une hypersurface. De plus, si γ : s´ε,εr Ñ Σ

est une courbe C1 tracée sur Σ avec γp0q “ a, alors en dérivant f ˝ γ ” f paq on obtient
@

grad f paq,γ1
p0q

D

“ 0. (116)

Le gradient est donc orthogonal à tous les vecteurs tangents à Σ en a : il dirige la normale à l’hy-
persurface de niveau. Cette observation sera le point de départ de l’étude des surfaces au chapitre
3.

2.7. Les opérateurs de l’analyse vectorielle. Nous pouvons enfin introduire les trois opérateurs
différentiels qui donnent son nom à ce cours. Dans toute cette section, U désigne un ouvert de
R3, dont les coordonnées sont notées px,y,zq ; on appelle champ de vecteurs sur U une application
X : U Ñ R3, et fonction ou champ scalaire une application f : U Ñ R.
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Définition 2.48. Soit f : U Ñ R de classe C1 et X “ pP,Q,Rq : U Ñ R3 un champ de vecteurs de
classe C1. On pose

grad f “ pBx f , By f , Bz f q , (117)
divX “ BxP ` ByQ ` BzR, (118)

rotX “ pByR ´ BzQ, BzP ´ BxR, BxQ ´ ByPq . (119)

Ainsi grad transforme une fonction en champ de vecteurs, rot un champ de vecteurs en champ de
vecteurs, et div un champ de vecteurs en fonction. Si f est C2, on définit également le laplacien

∆ f “ divgrad f “ B
2
x f ` B

2
y f ` B

2
z f . (120)

Remarque 2.49 (L’opérateur nabla). Il est commode d’introduire le symbole formel ∇ “ pBx,By,Bzq

et de traiter les trois opérateurs comme des produits :

grad f “ ∇ f , divX “ x∇,Xy , rotX “ ∇ ^ X . (121)

Cette notation est un moyen mnémotechnique très efficace, en particulier pour retrouver la formule
du rotationnel comme un déterminant formel

rotX “ det

¨

˝

e1 Bx P
e2 By Q
e3 Bz R

˛

‚, (122)

mais il faut se rappeler que ∇ n’est pas un vecteur : ses « coordonnées » ne commutent pas avec les
fonctions.

Proposition 2.50. Soient f ,g : U Ñ R et X ,Y : U Ñ R3 de classe C1. On a

(1) gradp f gq “ f gradg ` ggrad f .

(2) divp f Xq “ f divX ` xgrad f ,Xy.

(3) rotp f Xq “ f rotX ` grad f ^ X.

(4) divpX ^Y q “ xrotX ,Y y ´ xX , rotY y.

Démonstration. Ce sont des calculs directs à partir des définitions, en utilisant la règle de Leibniz
pour les dérivées partielles. Démontrons par exemple (2) : si X “ pP,Q,Rq alors f X “ p f P, f Q, f Rq

et

divp f Xq “ Bxp f Pq ` Byp f Qq ` Bzp f Rq “ f pBxP ` ByQ ` BzRq ` PBx f ` QBy f ` RBz f , (123)

ce qui est exactement l’égalité annoncée. Les autres se traitent de la même façon. □

Théorème 2.51. Soit f : U Ñ R de classe C2 et X : U Ñ R3 un champ de vecteurs de classe C2.
Alors

rotpgrad f q “ 0 et divprotXq “ 0. (124)
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Démonstration. Les deux identités sont des conséquences immédiates du lemme de Schwarz. Pour
la première, la première coordonnée de rotpgrad f q vaut

BypBz f q ´ BzpBy f q “ 0, (125)

et de même pour les deux autres par permutation circulaire. Pour la seconde, en écrivant X “

pP,Q,Rq,
divprotXq “ Bx pByR ´ BzQq ` By pBzP ´ BxRq ` Bz pBxQ ´ ByPq (126)

et les six termes s’annulent deux à deux par le théorème 2.33. □

Définition 2.52. Un champ de vecteurs X sur U est dit irrotationnel si rotX “ 0, et il est dit conser-
vatif ou à potentiel scalaire s’il existe f : U Ñ R telle que X “ grad f . De même X est à divergence
nulle ou incompressible si divX “ 0, et il dérive d’un potentiel vecteur s’il existe Y tel que X “ rotY .

Le théorème 2.51 dit exactement que tout champ conservatif est irrotationnel et que tout champ
dérivant d’un potentiel vecteur est à divergence nulle. Les réciproques sont beaucoup plus délicates :
elles sont vraies sur R3 tout entier, ou plus généralement sur un ouvert étoilé, mais fausses en général.

Exemple 2.53. Sur l’ouvert U “ R3zpt0u ˆ t0u ˆ Rq, c’est-à-dire le complémentaire de l’axe Oz, le
champ

Xpx,y,zq “

ˆ

´y
x2 ` y2 ,

x
x2 ` y2 , 0

˙

(127)

vérifie rotX “ 0 mais n’est le gradient d’aucune fonction définie sur U tout entier. Nous verrons au
chapitre 3 que l’obstruction se mesure par la circulation de X le long d’un lacet entourant l’axe, qui
vaut 2π et non 0. C’est le champ magnétique créé par un fil rectiligne infini.

De même, sur R3zt0u le champ coulombien Y px,y,zq “ px,y,zq{px2 ` y2 ` z2q3{2 vérifie divY “ 0
mais n’est le rotationnel d’aucun champ global : son flux à travers une sphère centrée en l’origine
vaut 4π.

Ces phénomènes, où une équation différentielle locale n’admet de solution globale que si le do-
maine n’a pas de « trous », constituent le fil conducteur des chapitres suivants. Le lien précis entre
les propriétés topologiques de U et les opérateurs grad, rot,div est l’objet de la cohomologie de De
Rham, que nous n’aborderons pas dans ce cours, mais dont les théorèmes de Green, Stokes et Gauss
du chapitre 3 sont les premières manifestations.

2.8. Exercices.

Exercice 2.54. Étudier la continuité, l’existence des dérivées partielles, l’existence des dérivées
directionnelles et la différentiabilité en p0,0q des fonctions suivantes, prolongées par 0 en l’origine :

xy
x2 ` y2 ,

x3

x2 ` y2 ,
x2y

x4 ` y2 ,
x3y

x4 ` y2 , px2
` y2

qsin

˜

1
a

x2 ` y2

¸

. (128)
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Exercice 2.55. Soit f ptq “ t2 sinp1{tq pour t ‰ 0 et f p0q “ 0. Montrer que f est différentiable sur R
mais n’est pas C1. En déduire un exemple de fonction de deux variables différentiable en tout point
mais dont la différentielle n’est pas continue.

Exercice 2.56. Soit f : Rnzt0u Ñ R une fonction C1 homogène de degré d, c’est-à-dire telle que
f pλaq “ λd f paq pour tout λ ą 0 et tout a. Montrer l’identité d’Euler

xgrad f paq,ay “ d f paq. (129)

Exercice 2.57. Soit

f px,yq “ xy
x2 ´ y2

x2 ` y2 , f p0,0q “ 0. (130)

Montrer que f est C1 sur R2, que B1B2 f p0,0q et B2B1 f p0,0q existent mais sont différentes. Pourquoi
cela ne contredit-il pas le lemme de Schwarz?

Exercice 2.58. Soit f : R2 Ñ R2 définie par f px,yq “ px2 ´ y2,2xyq. Déterminer l’ensemble des
points où f est un difféomorphisme local. L’application f est-elle injective?

Exercice 2.59. Déterminer les points de la courbe
␣

x3 ` y3 ´ 3xy “ 0
(

au voisinage desquels elle
est le graphe d’une fonction C1 de x, et calculer la dérivée de cette fonction en ces points.

Exercice 2.60. Démontrer les identités (1), (3) et (4) de la proposition 2.50, puis établir la formule

rotprotXq “ gradpdivXq ´ ∆X , (131)

où ∆X désigne le champ obtenu en appliquant le laplacien à chaque coordonnée de X .

Exercice 2.61. Soit X un champ de vecteurs C1 sur R3 vérifiant rotX “ 0. En posant

f paq “

ż 1

0
xXptaq,aydt, (132)

montrer que grad f “ X . Où l’hypothèse que le domaine est R3 tout entier (et non un ouvert quel-
conque) est-elle utilisée?

3. INTÉGRALES ET THÉORÈMES DE STOKES

Nous y construisons d’abord les différentes notions d’intégrale dont on a besoin en dimension
supérieure : intégrales multiples sur des domaines de Rn, intégrales le long d’une courbe, intégrales
sur une surface. Nous démontrons ensuite les trois grands théorèmes qui relient ces intégrales aux
opérateurs grad, rot et div introduits au chapitre 2 : le théorème de Green–Riemann dans le plan, le
théorème de Stokes pour le rotationnel et le théorème de la divergence. Il faut les voir comme trois
avatars d’un unique énoncé, généralisant le théorème fondamental de l’analyse

ż b

a
f 1

ptqdt “ f pbq ´ f paq : (133)
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l’intégrale d’une dérivée sur un domaine ne dépend que des valeurs de la fonction au bord du
domaine.

3.1. Intégrales multiples. Nous nous contentons ici de la théorie de l’intégrale de Riemann, suffi-
sante pour les fonctions continues sur des domaines raisonnables. Le lecteur qui connaît l’intégrale
de Lebesgue peut lire tout ce qui suit dans ce cadre, plus confortable, sans rien changer aux énoncés.

Définition 3.1. Un pavé compact de Rn est un produit P “ ra1,b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ran,bns. Son volume est
VolpPq “

śn
i“1pbi ´ aiq. Une subdivision de P est la donnée, pour chaque i, d’une subdivision de

rai,bis ; elle découpe P en un nombre fini de sous-pavés P1, . . . ,PN d’intérieurs deux à deux disjoints.
Pour f : P Ñ R bornée et σ une subdivision, on pose

sp f ,σq “

N
ÿ

j“1

VolpPjq inf
Pj

f , Sp f ,σq “

N
ÿ

j“1

VolpPjqsup
Pj

f . (134)

On dit que f est Riemann-intégrable si supσ sp f ,σq “ infσ Sp f ,σq, et on note alors
ş

P f cette valeur
commune.

Proposition 3.2. Toute fonction continue sur un pavé compact P y est Riemann-intégrable.

Démonstration. Soit ε ą 0. Par le théorème de Heine (théorème 1.3), f est uniformément continue
sur P : il existe δ ą 0 tel que }x ´ y} ď δ entraîne | f pxq ´ f pyq| ď ε. Si σ est une subdivision dont tous
les sous-pavés ont un diamètre ď δ, alors supPj

f ´ infPj f ď ε pour tout j, d’où Sp f ,σq ´ sp f ,σq ď

εVolpPq. □

L’intégrale ainsi définie est linéaire, croissante, et vérifie
ˇ

ˇ

ş

P f
ˇ

ˇď VolpPqsupP | f |. Le théorème sui-
vant est l’outil de calcul fondamental : il ramène une intégrale multiple à une succession d’intégrales
simples.

Théorème 3.3 (Fubini). Soient P Ă Rp et Q Ă Rq deux pavés compacts et f : P ˆ Q Ñ R continue.
Alors

ż

PˆQ
f “

ż

P

ˆ
ż

Q
f px,yqdy

˙

dx “

ż

Q

ˆ
ż

P
f px,yqdx

˙

dy. (135)

Démonstration. Notons gpxq “
ş

Q f px,yqdy, qui est bien définie et continue en x par uniforme conti-
nuité de f sur le compact P ˆ Q. Soit σ “ pσP,σQq une subdivision produit de P ˆ Q, découpant P
en Pi et Q en Q j. Pour x P Pi on a

ÿ

j

VolpQ jq inf
PiˆQ j

f ď gpxq ď
ÿ

j

VolpQ jq sup
PiˆQ j

f , (136)

et en multipliant par VolpPiq puis en sommant sur i on obtient sp f ,σq ď
ş

P g ď Sp f ,σq. Comme f
est intégrable, les sommes de Darboux encadrent aussi

ş

PˆQ f et leur écart tend vers 0 ; les deux
quantités coïncident donc. Le second membre de (135) s’obtient en échangeant les rôles de P et
Q. □
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Il faut maintenant intégrer sur des domaines qui ne sont pas des pavés. Si D Ă Rn est borné et
f : D Ñ R est bornée, on choisit un pavé P Ą D et on pose

ż

D
f “

ż

P
f̃ , f̃ pxq “

#

f pxq si x P D
0 sinon,

(137)

lorsque f̃ est intégrable sur P ; cette définition ne dépend pas du pavé choisi. Le problème est que f̃
est discontinue le long de BD, et il faut donc contrôler la taille du bord.

Définition 3.4. Une partie A Ă Rn est négligeable si pour tout ε ą 0 elle peut être recouverte par
une famille finie de pavés de volume total ď ε. Un compact D Ă Rn est un domaine quarrable si son
bord BD est négligeable.

Théorème 3.5. Si D est un domaine quarrable et f : D Ñ R est continue et bornée, alors f est
intégrable sur D. Le nombre VolpDq “

ş

D 1 s’appelle le volume (l’aire si n “ 2) de D.

Nous admettons cet énoncé, ainsi que le fait que le graphe d’une fonction continue Rn´1 Ñ R est
négligeable dans Rn ; c’est ce dernier point qui garantit que les domaines rencontrés en pratique sont
quarrables.

Définition 3.6. Un domaine élémentaire de R2 (relativement à l’axe des y) est un ensemble de la
forme

D “
␣

px,yq P R2
| a ď x ď b, ϕ1pxq ď y ď ϕ2pxq

(

(138)
avec ϕ1 ď ϕ2 continues sur ra,bs. On définit de même les domaines élémentaires relativement à l’axe
des x, et en dimension n quelconque.

Corollaire 3.7. Avec les notations ci-dessus, pour f continue sur D,
ż

D
f “

ż b

a

˜

ż

ϕ2pxq

ϕ1pxq

f px,yqdy

¸

dx. (139)

Exemple 3.8. Soit D le disque de centre 0 et de rayon R. C’est un domaine élémentaire avec
ϕ1,2pxq “ ¯

?
R2 ´ x2, et

AirepDq “

ż R

´R
2
a

R2 ´ x2 dx “ πR2. (140)

Le dernier outil est la formule de changement de variables, qui généralise la substitution u “

ϕptq à une variable. C’est le seul résultat important de ce cours dont nous ne donnerons pas la
démonstration, qui est longue et technique.

Théorème 3.9 (Changement de variables ; admis). Soient U,V deux ouverts de Rn et Φ : U Ñ V
un C1-difféomorphisme. Soit D Ă U un domaine quarrable tel que ΦpDq Ă V soit quarrable, et f
continue bornée sur ΦpDq. Alors

ż

ΦpDq

f pyqdy “

ż

D
f pΦpxqq |detJacx Φ|dx. (141)
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Le facteur |detJacx Φ| s’interprète géométriquement : en un point a, la différentielle DaΦ envoie
un petit cube de côté h sur un parallélépipède de volume |detJaca Φ|hn, et le déterminant mesure
donc la dilatation infinitésimale des volumes par Φ. C’est exactement cette interprétation qui réap-
paraîtra au théorème de Liouville (théorème 4.29).

Exemple 3.10 (Coordonnées polaires et sphériques). Avec les difféomorphismes des exemples 2.45
et 2.46,

ż

D
f px,yqdxdy “

ż

f pr cosθ,r sinθqr dr dθ, (142)
ż

Ω

f px,y,zqdxdydz “

ż

f pΨpr,θ,φqqr2 sinθdr dθdφ. (143)

On en déduit par exemple le volume de la boule de rayon R dans R3 :

VolpBp0,Rqq “

ż R

0

ż

π

0

ż

π

´π

r2 sinθdφdθdr “ 2π ¨ 2 ¨
R3

3
“

4
3

πR3. (144)

Exemple 3.11 (Intégrale de Gauss). En passant en polaires,
ˆ
ż

R
e´t2

dt
˙2

“

ż

R2
e´px2`y2q dxdy “

ż 2π

0

ż `8

0
e´r2

r dr dθ “ π, (145)

d’où
ş

R e´t2
dt “

?
π. (On applique ici le théorème 3.9 sur des disques de rayon R puis on fait tendre

R vers l’infini.)

3.2. Courbes et intégrales curvilignes.

Définition 3.12. Un arc paramétré de classe C1 dans Rn est une application γ : ra,bs Ñ Rn de classe
C1. Il est régulier si γ1ptq ‰ 0 pour tout t. C’est un lacet si γpaq “ γpbq. On dit que γ est C1 par
morceaux s’il existe une subdivision a “ t0 ă ¨¨ ¨ ă tN “ b telle que γ soit C1 sur chaque rti´1, tis ;
tout ce qui suit s’étend à ce cadre en sommant sur les morceaux.

Deux arcs γ : ra,bs Ñ Rn et γ̃ : rc,ds Ñ Rn sont équivalents s’il existe un C1-difféomorphisme
croissant h : rc,ds Ñ ra,bs tel que γ̃ “ γ ˝ h ; on dit alors que γ̃ est un reparamétrage de γ et que les
deux arcs définissent la même courbe orientée.

Définition 3.13. La longueur de l’arc γ est

Longpγq “

ż b

a

›

›γ
1
ptq

›

›dt. (146)

Plus généralement, pour f continue au voisinage de l’image de γ, l’intégrale curviligne par rapport
à l’abscisse curviligne est

ż

γ

f ds “

ż b

a
f pγptqq

›

›γ
1
ptq

›

›dt. (147)
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Définition 3.14. Soit X un champ de vecteurs continu au voisinage de l’image de γ. La circulation
(ou travail) de X le long de γ est

ż

γ

xX ,dℓy “

ż b

a

@

Xpγptqq,γ1
ptq

D

dt. (148)

Proposition 3.15. La longueur et l’intégrale
ş

γ
f ds sont invariantes par reparamétrage, croissant

ou décroissant. La circulation est invariante par reparamétrage croissant et change de signe par
reparamétrage décroissant.

Démonstration. Soit γ̃ “ γ˝h avec h : rc,ds Ñ ra,bs un C1-difféomorphisme. Alors γ̃1puq “ h1puqγ1phpuqq

et le changement de variable t “ hpuq à une variable donne
ż d

c

@

Xpγ̃puqq, γ̃1
puq

D

du “

ż d

c

@

Xpγphpuqqq,γ1
phpuqq

D

h1
puqdu “ ˘

ż b

a

@

Xpγptqq,γ1
ptq

D

dt (149)

avec le signe ` si h est croissante. Pour (147) le calcul est le même, mais }γ̃1puq} “ |h1puq| }γ1phpuqq}

fait apparaître une valeur absolue qui compense le changement d’orientation. □

Ainsi la circulation dépend de la courbe et de son orientation, mais pas du paramétrage choisi. On
notera ´γ l’arc parcouru en sens inverse, de sorte que

ş

´γ
xX ,dℓy “ ´

ş

γ
xX ,dℓy.

Remarque 3.16 (Formes différentielles de degré 1). Si X “ pP1, . . . ,Pnq, on écrit traditionnellement

ω “ P1 dx1 ` ¨¨ ¨ ` Pn dxn,

ż

γ

ω “

ż

γ

xX ,dℓy . (150)

L’objet ω s’appelle une forme différentielle de degré 1 : c’est la donnée, en chaque point x, de la
forme linéaire v ÞÑ xXpxq,vy. En dimension 3, avec X “ pP,Q,Rq, cela s’écrit ω “ Pdx`Qdy`Rdz.
Cette notation est commode car elle rend le changement de variables automatique.

3.3. Champs de gradients et potentiels.

Théorème 3.17. Soit U Ă Rn un ouvert connexe et X : U Ñ Rn un champ de vecteurs continu. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe f : U Ñ R de classe C1 telle que X “ grad f ;

(2) pour tout lacet C1 par morceaux γ tracé dans U,
ş

γ
xX ,dℓy “ 0 ;

(3) la circulation de X le long d’un arc tracé dans U ne dépend que de ses extrémités.

Dans ce cas f est unique à une constante additive près et on l’appelle un potentiel de X.

Démonstration. p1q ñ p3q : si X “ grad f et γ : ra,bs ÑU , alors par la formule de la chaîne d
dt f pγptqq “

xgrad f pγptqq,γ1ptqy, donc
ż

γ

xX ,dℓy “

ż b

a

d
dt

f pγptqqdt “ f pγpbqq ´ f pγpaqq. (151)
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C’est exactement l’analogue de (133) pour les courbes.
p3q ñ p2q : un lacet a ses deux extrémités confondues, et sa circulation est donc égale à celle du

chemin constant, à savoir 0.
p2q ñ p3q : si γ1 et γ2 ont mêmes extrémités, la concaténation de γ1 et de ´γ2 est un lacet, dont la

circulation nulle donne
ş

γ1
“
ş

γ2
.

p3q ñ p1q : fixons un point c P U . Comme U est un ouvert connexe, il est connexe par arcs
et tout point a P U peut être joint à c par un chemin C1 par morceaux γa tracé dans U . Posons
f paq “

ş

γa
xX ,dℓy, qui est bien défini par p3q. Soit a P U et r ą 0 tel que Bpa,rq Ă U . Pour |h| ă r et

i fixé, on peut aller de c à a ` hei en suivant γa puis le segment ra,a ` heis, d’où

f pa ` heiq ´ f paq “

ż h

0
xXpa ` seiq,eiyds “

ż h

0
Xipa ` seiqds. (152)

Comme Xi est continue, le théorème fondamental de l’analyse donne Bi f paq “ Xipaq. Les dérivées
partielles de f existent et sont continues, donc f est C1 (théorème 2.29) et grad f “ X .

Enfin si grad f “ gradg alors gradp f ´gq “ 0 et f ´g est constante sur U connexe par le corollaire
2.28. □

Définition 3.18. Un champ de vecteurs X “ pP1, . . . ,Pnq de classe C1 sur U est dit fermé si

BiPj “ B jPi pour tous i, j. (153)

En dimension 3, cela équivaut à rotX “ 0.

Par le lemme de Schwarz, tout champ de gradients de classe C1 est fermé (c’est le théorème 2.51).
La réciproque est fausse en général, mais vraie sur un ouvert étoilé.

Théorème 3.19 (Lemme de Poincaré). Soit U Ă Rn un ouvert étoilé par rapport à un point a et soit
X un champ de vecteurs C1 fermé sur U. Alors X admet un potentiel sur U : il existe f P C2pUq telle
que X “ grad f . Explicitement,

f pbq “

ż 1

0
xX pa ` tpb ´ aqq ,b ´ aydt. (154)

Démonstration. Quitte à translater, supposons a “ 0, de sorte que tb P U pour tous b P U et t P r0,1s.
Posons f pxq “

ş1
0
ř

j Pjptxqx j dt. L’intégrande est C1 en x, à dérivées partielles continues en px, tq,
donc le théorème 1.21 permet de dériver sous le signe intégral : en un point b P U ,

Bi f pbq “

ż 1

0

˜

Piptbq `
ÿ

j

t BiPjptbqb j

¸

dt. (155)

L’hypothèse BiPj “ B jPi permet de récrire le second terme, et l’on reconnaît alors une dérivée totale :

Piptbq ` t
ÿ

j

B jPiptbqb j “
d
dt

pt Piptbqq . (156)
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Par conséquent Bi f pbq “ rtPiptbqs
t“1
t“0 “ Pipbq, ce qui est le résultat voulu. □

Exemple 3.20. L’hypothèse sur U est essentielle. Sur U “ R2zt0u, qui n’est pas étoilé, le champ

Xpx,yq “

ˆ

´y
x2 ` y2 ,

x
x2 ` y2

˙

(157)

est fermé (calcul immédiat) mais sa circulation le long du cercle unité γptq “ pcos t,sin tq, t P r0,2πs,
vaut

ż

γ

xX ,dℓy “

ż 2π

0
pp´sin tqp´sin tq ` pcos tqpcos tqqdt “ 2π ‰ 0. (158)

Par le théorème 3.17, X n’admet pas de potentiel sur U . Localement il en admet un, à savoir l’ar-
gument θ, mais celui-ci ne peut pas être défini continûment sur tout U : c’est le phénomène de
monodromie. Le nombre 2π mesure le « trou » de U en l’origine.

3.4. Surfaces, aire et flux.

Définition 3.21. Une nappe paramétrée de classe C1 est une application σ : ∆ Ñ R3 de classe C1

sur un domaine quarrable compact ∆ Ă R2. Elle est régulière si

Buσpu,vq ^ Bvσpu,vq ‰ 0 pour tout pu,vq P ∆. (159)

On note S “ σp∆q son image. Le plan tangent en σpu,vq est le plan vectoriel engendré par Buσ et
Bvσ, et le vecteur

νσpu,vq “
Buσ ^ Bvσ

}Buσ ^ Bvσ}
(160)

est la normale unitaire associée au paramétrage.

On prendra garde à ce que νσ est définie sur le domaine de paramètres ∆, et non sur l’image S :
si σ n’est pas injective, rien ne garantit que deux paramètres ayant la même image aient la même
normale. C’est toute la question de l’orientation, à laquelle la section 3.5 est consacrée. Jusque-là,
les définitions qui suivent sont attachées à la nappe σ, non à son image.

Définition 3.22. Soit σ : ∆ Ñ R3 une nappe régulière, f une fonction continue et X un champ de
vecteurs continu au voisinage de S. On pose

AirepSq “

ĳ

∆

}Buσ ^ Bvσ}dudv, (161)

ĳ

S

f dS “

ĳ

∆

f pσpu,vqq}Buσ ^ Bvσ}dudv, (162)

ĳ

S

xX ,νσydS “

ĳ

∆

xXpσpu,vqq,Buσ ^ Bvσydudv. (163)

La dernière quantité s’appelle le flux de X à travers la nappe σ.
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La justification de (161) est la même que celle du facteur jacobien : l’image par Dσ du petit carré
ru,u ` hs ˆ rv,v ` hs est approximativement le parallélogramme engendré par hBuσ et hBvσ, dont
l’aire vaut h2 }Buσ ^ Bvσ}.

Proposition 3.23. L’aire et l’intégrale
ť

S f dS ne dépendent pas du paramétrage régulier choisi.
Le flux n’en dépend qu’au signe près, et il est invariant si le changement de paramétrage préserve
l’orientation, c’est-à-dire si le jacobien du changement de variables est positif.

Démonstration. Soit Θ : ∆̃ Ñ ∆ un C1-difféomorphisme et σ̃ “ σ˝Θ. La formule de la chaîne donne

Bũσ̃ ^ Bṽσ̃ “ pdetJac ΘqpBuσ ^ Bvσq ˝ Θ, (164)

ce qui se vérifie en développant par bilinéarité du produit vectoriel. Le théorème 3.9 fait alors appa-
raître le facteur |detJacΘ|, qui compense exactement. □

Exemple 3.24 (Graphe). Si S est le graphe d’une fonction C1, S “ tpx,y,hpx,yqq | px,yq P ∆u, on
prend σpx,yq “ px,y,hpx,yqq et

Bxσ ^ Byσ “ p´Bxh,´Byh,1q, dS “

b

1 ` }gradh}
2 dxdy. (165)

Exemple 3.25 (Sphère). Considérons la sphère de rayon R, paramétrée par

σpθ,φq “ Rpsinθcosφ, sinθsinφ, cosθq , pθ,φq P r0,πs ˆ r0,2πs. (166)

On trouve
›

›Bθσ ^ Bφσ
›

› “ R2 sinθ, d’où

AirepSq “

ż 2π

0

ż

π

0
R2 sinθdθdφ “ 4πR2. (167)

La normale Bθσ ^ Bφσ est ici dirigée vers l’extérieur.

3.5. Surfaces compactes et orientation. Les définitions précédentes sont attachées à une nappe,
c’est-à-dire à une application σ. Il faut maintenant passer à la surface, c’est-à-dire à la partie de R3

qu’elle décrit. Une seule nappe n’y suffit pas : le paramétrage (166) de la sphère n’est pas régulier
aux pôles, et l’on montre qu’aucune nappe régulière définie sur un domaine quarrable du plan n’a la
sphère pour image. On autorise donc le recollement d’un nombre fini de morceaux.

Rappelons que toute nappe régulière σ : ∆ Ñ R3 définit par (160) une normale unitaire νσ : ∆ Ñ R3

sur son domaine de paramètres. Toute la difficulté de ce qui suit tient à ce que νσ vit sur ∆ et non sur
l’image de σ.

Définition 3.26 (Surface compacte). Une surface compacte de R3 est une partie S Ă R3 telle qu’il
existe une famille finie de nappes régulières σi : ∆i Ñ R3, 1 ď i ď N, vérifiant les deux conditions
suivantes :

(i) chaque σi est injective sur l’intérieur ∆̊i, et les ouverts σip∆̊iq sont deux à deux disjoints ;

(ii) S “
ŤN

i“1 σip∆iq.
Une telle famille s’appelle un découpage de S, et les ensembles Si “ σip∆iq ses morceaux.
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L’ensemble S est bien compact, comme réunion finie d’images de compacts par des applications
continues. La condition (1) exprime que les morceaux ne se chevauchent pas : ils ne peuvent se
rencontrer que le long de leurs bords, qui sont d’aire nulle. Une même surface admet évidemment
une infinité de découpages, et rien dans la définition n’en privilégie un.

Définition 3.27 (Découpage cohérent, orientabilité). Un découpage pσiq1ďiďN d’une surface com-
pacte S est cohérent si

σipqq “ σ jpq1
q ùñ νσipqq “ νσ jpq1

q (168)

pour tous i, j P t1, . . . ,Nu, q P ∆i et q1 P ∆ j.
La surface S est dite orientable s’il existe un découpage cohérent de S.

Remarque 3.28. La place du quantificateur est essentielle. La cohérence est une propriété d’un
découpage donné, l’orientabilité une propriété de S. Un découpage quelconque d’une surface orien-
table n’a aucune raison d’être cohérent : il suffit de remplacer l’un des σi par σi ˝τ, où τpu,vq “ pv,uq,
pour retourner la normale de ce seul morceau et détruire la cohérence sans rien changer à S. Il faut
donc lire la définition 3.27 comme : S est orientable si l’on peut la découper de façon compatible.

Proposition 3.29 (Orientation). Soit pσiq un découpage cohérent d’une surface compacte S. Il existe
alors une unique application

n : S ÝÑ R3 telle que n ˝ σi “ νσi pour tout i, (169)

et cette application est continue et unitaire. On l’appelle l’orientation définie par le découpage, et le
couple pS,nq une surface orientée.

Démonstration. Existence et unicité. Tout point p P S s’écrit p “ σipqq pour au moins un couple
pi,qq par la condition (2), et la formule (169) impose nppq “ νσipqq : l’unicité est claire. La condition
de cohérence (168) dit exactement que cette valeur ne dépend pas du couple pi,qq choisi, ce qui rend
la définition licite. L’application n est unitaire puisque chaque νσi l’est.

Continuité. Notons ∆ “
Ů

i ∆i la réunion disjointe des domaines de paramètres, qui est compacte,
et π : ∆ Ñ S l’application valant σi sur ∆i. Elle est continue et surjective ; comme ∆ est compact et S
séparé, π est une application fermée, donc une application quotient : une partie F Ă S est fermée si
et seulement si π´1pFq est fermé dans ∆. Soit alors W Ă R3 un fermé ; on a

π
´1 `n´1

pW q
˘

“
ğ

i

pn ˝ σiq
´1

pW q “
ğ

i

ν
´1
σi

pW q, (170)

qui est fermé puisque chaque νσi est continue. Donc n´1pW q est fermé et n est continue. □

Remarque 3.30. Si n est une orientation, ´n en est une autre : on l’obtient en remplaçant chaque σi
par σi ˝τ avec τpu,vq “ pv,uq. Sur une surface connexe, ce sont les deux seules. Orienter une surface,
c’est donc choisir l’un de ses deux « côtés », et c’est précisément ce choix qui est impossible sur le
ruban de Möbius.
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Exemple 3.31 (La sphère est orientable). Soit R ą 0 et soit Q le cube r´1,1s3. La projection ra-
diale p ÞÑ R p{}p} envoie chacune des six faces de Q sur un morceau de la sphère de rayon R. En
paramétrant la face tw “ 1u par

σpu,vq “
R

?
u2 ` v2 ` 1

pu,v,1q, pu,vq P r´1,1s
2, (171)

et de même pour les cinq autres, on obtient un découpage de la sphère en six morceaux, chacun
paramétré par une nappe C8 régulière et injective sur un carré. Les normales νσi sont toutes ra-
diales ; quitte à composer par τ celles qui pointent vers l’intérieur, on obtient un découpage cohérent
d’orientation nppq “ p{R. La sphère est donc orientable, et n est la normale sortante.

Définition 3.32 (Aire, intégrales et flux sur une surface). Soit pσiq un découpage d’une surface
compacte S, f une fonction continue et X un champ de vecteurs continu au voisinage de S. On pose

AirepSq “

N
ÿ

i“1

Airepσip∆iqq ,

ĳ

S

f dS “

N
ÿ

i“1

ĳ

∆i

f pσiq}Buσi ^ Bvσi}dudv, (172)

et, si le découpage est cohérent d’orientation n,
ĳ

S

xX ,nydS “

N
ÿ

i“1

ĳ

∆i

xXpσipu,vqq,Buσi ^ Bvσiydudv. (173)

Ces quantités ne dépendent pas du découpage choisi (le flux dépendant bien sûr de l’orientation,
et changeant de signe si l’on remplace n par ´n). Nous l’admettons : la démonstration repose sur la
proposition 3.23 et sur le fait que deux morceaux ne se rencontrent que le long d’un ensemble d’aire
nulle, qui ne contribue à aucune de ces intégrales.

Définition 3.33 (Découpage adapté, bord). Soit pσiq un découpage d’une surface compacte S dans
lequel chaque bord B∆i est un lacet C1 par morceaux, découpé en un nombre fini d’arcs réguliers. On
dit que le découpage est adapté si chacun de ces arcs c Ă B∆i est de l’un des deux types suivants :

(i) arc libre : aucun autre arc de la famille n’a la même image que c par les σ j ;

(ii) couture : il existe un unique autre arc c1 Ă B∆ j, avec p j,c1q ‰ pi,cq, tel que σipcq “ σ jpc1q, et
cette courbe est parcourue en sens opposés par les deux paramétrages induits par le parcours
direct de B∆i et de B∆ j.

Le bord de S est alors la réunion BS des images des arcs libres, orientée comme image des B∆i
parcourus dans le sens direct. On dit que S est fermée, ou sans bord, s’il n’y a aucun arc libre.

Remarque 3.34 (Pourquoi les coutures sont parcourues en sens opposés). La condition de sens
opposé du point (2) n’est pas une hypothèse technique arbitraire : c’est la traduction du fait que les
deux morceaux sont situés de part et d’autre de la couture. Elle s’énonce commodément sous la
forme de la règle du bonhomme d’Ampère : un observateur placé le long de n, parcourant le bord
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d’un morceau dans le sens positif, a ce morceau à sa gauche. Si le découpage est cohérent, les deux
morceaux adjacents à une couture ont la même normale n ; étant de part et d’autre, ils se trouvent à
gauche pour des sens de parcours opposés.

C’est exactement cette condition qui tombe en défaut pour le ruban de Möbius : les deux arêtes
verticales du rectangle des paramètres ont la même image, mais le recollement avec retournement
les fait parcourir cette image dans le même sens (exercice 3.59). Aucun découpage du ruban n’est
donc à la fois cohérent et adapté, ce qui est une autre manière de dire qu’il n’est pas orientable.

3.6. Le théorème de Green–Riemann.

Théorème 3.35 (Green–Riemann). Soit D Ă R2 un domaine compact dont le bord BD est un lacet
C1 par morceaux, orienté dans le sens direct. Soient P,Q deux fonctions C1 au voisinage de D. Alors

¿

BD

pPdx ` Qdyq “

ĳ

D

ˆ

BQ
Bx

´
BP
By

˙

dxdy. (174)

Démonstration. Nous traitons le cas où D est élémentaire dans les deux directions ; le cas général
s’obtient en découpant D en un nombre fini de tels domaines, les intégrales curvilignes le long des
coupures s’annulant deux à deux puisqu’elles sont parcourues deux fois en sens contraires.

Écrivons D “ ta ď x ď b, ϕ1pxq ď y ď ϕ2pxqu et montrons
¿

BD

Pdx “ ´

ĳ

D

BP
By

dxdy. (175)

Le bord de D se décompose en le graphe inférieur y “ ϕ1pxq parcouru de x “ a à x “ b, le segment
vertical en x “ b, le graphe supérieur y “ ϕ2pxq parcouru de x “ b à x “ a, et le segment vertical en
x “ a. Sur les segments verticaux x est constant, donc dx “ 0 et leur contribution est nulle. Il reste

¿

BD

Pdx “

ż b

a
Ppx,ϕ1pxqqdx ´

ż b

a
Ppx,ϕ2pxqqdx. (176)

D’autre part, par le corollaire 3.7 et le théorème fondamental de l’analyse,
ĳ

D

BP
By

dxdy “

ż b

a

˜

ż

ϕ2pxq

ϕ1pxq

BP
By

px,yqdy

¸

dx “

ż b

a
pPpx,ϕ2pxqq ´ Ppx,ϕ1pxqqqdx, (177)

ce qui est l’opposé de (176) et prouve (175). En écrivant D comme domaine élémentaire relativement
à l’axe des x et en refaisant le même calcul, on obtient de même

ű

BD Qdy “
ť

D BxQ. La somme des
deux identités donne (174). □

Corollaire 3.36 (Aire par une intégrale de bord). Avec les hypothèses du théorème,

AirepDq “

¿

BD

xdy “ ´

¿

BD

ydx “
1
2

¿

BD

pxdy ´ ydxq . (178)
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Démonstration. Prendre pP,Qq “ p0,xq, puis pP,Qq “ p´y,0q, puis la demi-somme. □

Exemple 3.37. Pour l’ellipse γptq “ pαcos t,βsin tq, t P r0,2πs, la dernière formule donne

Aire “
1
2

ż 2π

0
pαcos t ¨ βcos t ` βsin t ¨ αsin tqdt “ παβ. (179)

Remarque 3.38. Le théorème de Green admet une seconde lecture. En appliquant (174) au couple
pP,Qq “ p´Y,Xq où Z “ pX ,Y q est un champ de vecteurs du plan, on obtient

ĳ

D

divZ dxdy “

¿

BD

xZ,νyds, (180)

où ν est la normale unitaire extérieure à BD. C’est le théorème de la divergence en dimension 2.
Ainsi la même identité se lit soit comme un énoncé sur le rotationnel (circulation au bord), soit
comme un énoncé sur la divergence (flux sortant) : c’est la première manifestation de l’unité des
trois théorèmes de ce chapitre.

3.7. Le théorème de Stokes. Le théorème de Stokes affirme que la circulation d’un champ le long
du bord d’une surface est égale au flux de son rotationnel à travers cette surface. Nous l’établissons
en deux temps : d’abord pour une seule nappe, en ramenant tout au domaine de paramètres où l’on
applique Green–Riemann ; puis pour une surface compacte orientée quelconque, en sommant sur les
morceaux d’un découpage et en vérifiant que les coutures se compensent.

Théorème 3.39 (Stokes pour une nappe). Soit σ : ∆ Ñ R3 une nappe régulière de classe C2, où
∆ Ă R2 est un domaine compact dont le bord B∆ est un lacet C1 par morceaux, et soit X un champ
de vecteurs de classe C1 au voisinage de σp∆q. Si c : rα,βs Ñ B∆ est un paramétrage de B∆ dans le
sens direct, alors

ż

σ˝c
xX ,dℓy “

ĳ

∆

xrotXpσpu,vqq,Buσ ^ Bvσydudv. (181)

Commençons par un lemme d’algèbre linéaire.

Lemme 3.40. Soit M P M3ˆ3pRq la matrice jacobienne d’un champ X en un point, c’est-à-dire
Mi j “ B jXi. Alors pour tous a,b P R3,

xMa,by ´ xMb,ay “ xrotX ,a ^ by . (182)

Démonstration. Le membre de gauche vaut xpM ´ tMqa,by. La matrice A “ M ´ tM est antisymé-
trique de coefficients Ai j “ B jXi ´ BiX j. Or toute matrice antisymétrique 3 ˆ 3 s’écrit Aw “ ω ^ w
pour un unique vecteur ω, et l’identification des coefficients donne ici ω “ rotX : par exemple
A12 “ B2X1 ´ B1X2 “ ´protXq3, ce qui est bien le coefficient p1,2q de la matrice de w ÞÑ rotX ^ w.
Ainsi

@

pM ´
tMqa,b

D

“ xrotX ^ a,by “ detprotX ,a,bq “ xrotX ,a ^ by . (183)
□
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Démonstration du théorème 3.39. Notons Y “ X ˝ σ et introduisons les deux fonctions sur ∆

Apu,vq “ xY pu,vq,Buσpu,vqy , Bpu,vq “ xY pu,vq,Bvσpu,vqy . (184)

Le membre de gauche. On a pσ ˝ cq1 “ Buσc1
1 ` Bvσc1

2, donc
ż

σ˝c
xX ,dℓy “

ż

β

α

`

Apcptqqc1
1ptq ` Bpcptqqc1

2ptq
˘

dt “

¿

B∆

pAdu ` Bdvq . (185)

Le théorème de Green–Riemann appliqué dans le plan des paramètres donne alors
ż

σ˝c
xX ,dℓy “

ĳ

∆

pBuB ´ BvAqdudv. (186)

Calcul de l’intégrande. En dérivant (184),

BuB ´ BvA “ xBuY,Bvσy ` xY,BuBvσy ´ xBvY,Buσy ´ xY,BvBuσy . (187)

Comme σ est C2, le lemme de Schwarz (théorème 2.33) assure que BuBvσ “ BvBuσ et les deux termes
du milieu se compensent. Par ailleurs la formule de la chaîne donne BuY “ DσX pBuσq, et de même
pour v. En notant M “ Jacσ X et en appliquant le lemme 3.40 avec a “ Buσ et b “ Bvσ,

BuB ´ BvA “ xMBuσ,Bvσy ´ xMBvσ,Buσy “ xrotX ,Buσ ^ Bvσy , (188)

ce qui, reporté dans (186), donne (181). □

Le passage au cas général repose sur l’observation suivante, qui est le seul endroit où l’orientabilité
intervient.

Lemme 3.41 (Annulation des coutures). Soit pσiq un découpage adapté d’une surface compacte S et
soit X un champ de vecteurs continu au voisinage de S. Alors la somme, étendue à toutes les coutures
c Ă B∆i de la famille, des circulations de X le long des courbes σi ˝c orientées par le parcours direct
de B∆i, est nulle.

Démonstration. Par définition d’un découpage adapté, les coutures se répartissent en paires tpi,cq,p j,c1qu

telles que σipcq “ σ jpc1q, cette courbe étant parcourue en sens opposés par les deux paramétrages.
Par la proposition 3.15, les circulations correspondantes sont donc opposées et leur somme est nulle.
En sommant sur les paires, on obtient le résultat. □

Théorème 3.42 (Stokes). Soit S une surface compacte munie d’un découpage cohérent et adapté
pσiq1ďiďN de classe C2, soit n l’orientation associée et BS le bord orienté de la définition 3.33.
Alors, pour tout champ de vecteurs X de classe C1 au voisinage de S,

¿

BS

xX ,dℓy “

ĳ

S

xrotX ,nydS. (189)
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Démonstration. Appliquons le théorème 3.39 à chacune des nappes σi et sommons sur i.
Le membre de droite de (181) donne, après sommation, exactement la définition (173) du flux de

rotX à travers S orientée par n — c’est ici qu’intervient la cohérence du découpage, sans laquelle ce
flux n’aurait pas de sens.

Le membre de gauche donne la somme, étendue à tous les arcs des bords B∆i, des circulations
de X le long de leurs images, orientées par le parcours direct. Le découpage étant adapté, ces arcs
sont de deux types. Les coutures fournissent une contribution totale nulle par le lemme 3.41. Les
arcs libres fournissent, par définition du bord orienté, la circulation de X le long de BS. Il reste donc
ű

BS xX ,dℓy. □

Corollaire 3.43. Soit S une surface compacte orientée sans bord, par exemple une sphère ou un
tore. Alors

ĳ

S

xrotX ,nydS “ 0 (190)

pour tout champ X de classe C1 au voisinage de S.

Démonstration. Il n’y a aucun arc libre, donc BS “ H et le membre de gauche de (189) est une
somme vide. □

Remarque 3.44. Le membre de gauche de (189) ne dépend que de S, de son orientation et de X .
Le théorème contient donc l’énoncé, remarquable, que le flux du rotationnel à travers deux surfaces
orientées ayant le même bord orienté est le même. C’est cette invariance qui permet, en pratique, de
remplacer une surface compliquée par une surface commode : pour calculer la circulation le long
d’un lacet, on choisit la surface qui rend le calcul du flux le plus simple.

Exemple 3.45. Prenons Xpx,y,zq “ p´y,x,0q, dont le rotationnel vaut p0,0,2q, et pour S le disque
unité du plan z “ 0 orienté par n “ e3. Le flux vaut 2AirepSq “ 2π ; la circulation le long du cercle
unité vaut

ş2π

0 psin2 t ` cos2 tqdt “ 2π. Les deux coïncident.

3.8. Le théorème de la divergence.

Théorème 3.46 (Divergence, Green–Ostrogradski, Gauss). Soit Ω Ă R3 un domaine compact dont
le bord BΩ est une surface compacte sans bord au sens de la définition 3.26, orientée par la normale
unitaire sortante n. Soit X un champ de vecteurs de classe C1 au voisinage de Ω. Alors

¡

Ω

divX dV “

ĳ

BΩ

xX ,nydS. (191)

Démonstration. Par linéarité, il suffit de traiter le cas X “ p0,0,Rq, les deux autres se déduisant par
permutation des rôles des coordonnées. Comme pour Green–Riemann, on se ramène par découpage
au cas où Ω est élémentaire relativement à l’axe des z :

Ω “ tpx,y,zq | px,yq P ∆, ψ1px,yq ď z ď ψ2px,yqu (192)
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avec ψ1 ď ψ2 de classe C1 sur un domaine ∆ Ă R2. Le théorème de Fubini et le théorème fondamental
de l’analyse donnent

¡

Ω

BR
Bz

dV “

ĳ

∆

pRpx,y,ψ2px,yqq ´ Rpx,y,ψ1px,yqqqdxdy. (193)

Le bord de Ω se compose de trois parties : le couvercle S2 “ tz “ ψ2u, le fond S1 “ tz “ ψ1u et la
surface latérale Sℓ. Sur Sℓ la normale est horizontale, donc xX ,ny “ Rn3 “ 0 et la contribution est
nulle. Sur S2, paramétrée comme un graphe, l’exemple 3.24 donne Bxσ ^ Byσ “ p´Bxψ2,´Byψ2,1q,
qui pointe vers le haut, donc vers l’extérieur ; ainsi

ĳ

S2

xX ,nydS “

ĳ

∆

Rpx,y,ψ2px,yqqdxdy. (194)

Sur S1 la normale extérieure pointe vers le bas et le même calcul donne ´
ť

∆
Rpx,y,ψ1q. La somme

des trois contributions est exactement le membre de droite de (193). □

Exemple 3.47. Pour Xpxq “ x on a divX “ 3, donc pour tout domaine Ω

ĳ

BΩ

xx,nydS “ 3VolpΩq. (195)

Sur la boule de rayon R, la normale sortante est n “ x{R et le membre de gauche vaut R ¨ 4πR2, d’où
Vol “ 4

3πR3 : on retrouve (144).

3.9. Interprétations et conséquences.

Proposition 3.48 (Interprétation locale de la divergence). Soit X un champ C1 au voisinage d’un
point a P R3. Alors

divXpaq “ lim
rÑ0

1
VolpBpa,rqq

ĳ

BBpa,rq

xX ,nydS. (196)

Démonstration. Par le théorème 3.46 le membre de droite vaut VolpBq´1ţ

B divX , et divX est
continue : la moyenne d’une fonction continue sur une boule de rayon r tend vers sa valeur au
centre. □

La divergence est donc la densité de sources du champ : elle mesure le flux sortant par unité
de volume. De la même façon, le théorème de Stokes montre que xrotXpaq,ny est la limite, quand
r Ñ 0, de la circulation de X le long d’un petit cercle de rayon r centré en a et orthogonal à n, divisée
par l’aire πr2 : le rotationnel est la densité de circulation, et sa direction est l’axe autour duquel le
champ tourne le plus.
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Corollaire 3.49 (Formules de Green). Soit Ω comme au théorème 3.46 et soient f ,g de classe C2

au voisinage de Ω. En notant Bng “ xgradg,ny la dérivée normale, on a
¡

Ω

p f ∆g ` xgrad f ,gradgyqdV “

ĳ

BΩ

f BngdS, (197)

¡

Ω

p f ∆g ´ g∆ f qdV “

ĳ

BΩ

p f Bng ´ gBn f qdS. (198)

Démonstration. On applique le théorème de la divergence au champ X “ f gradg, dont la divergence
vaut f ∆g` xgrad f ,gradgy par la proposition 2.50(2). La seconde formule s’obtient en retranchant à
(197) la même identité où f et g sont échangées. □

Exemple 3.50 (Le champ coulombien). Soit Y le champ défini sur R3zt0u par Y px,y,zq “ px,y,zq{px2 `

y2 ` z2q3{2. Un calcul direct donne divY “ 0. Pourtant son flux à travers la sphère de rayon R vaut
ĳ

SR

xY,nydS “

ĳ

SR

1
R2 dS “ 4π ‰ 0. (199)

Il n’y a aucune contradiction avec le théorème 3.46 : le champ n’est pas défini en l’origine, qui est
à l’intérieur de la boule. En revanche, le théorème de la divergence appliqué à la couronne comprise
entre deux sphères centrées montre que le flux est le même à travers toute surface fermée entourant
l’origine. Ce nombre 4π, indépendant de la surface, est l’analogue en dimension 3 du 2π de l’exemple
3.20, et c’est le théorème de Gauss de l’électrostatique.

En particulier Y n’est le rotationnel d’aucun champ défini sur R3zt0u tout entier : sinon son flux
à travers la sphère, qui est une surface fermée, serait nul par le corollaire 3.43.

Remarque 3.51 (Un seul théorème). Les identités (133), (174), (189) et (191) ont toutes la même
forme

ż

M
dω “

ż

BM
ω, (200)

où M est un domaine de dimension k, ω une forme différentielle de degré k ´ 1 et d un opéra-
teur, la différentielle extérieure, qui se lit successivement comme grad, rot et div selon le degré.
Le formalisme des formes différentielles, que nous n’aborderons pas ici, permet de démontrer les
trois théorèmes de ce chapitre d’un seul coup et en toute dimension. Il explique aussi les identités
rot˝grad “ 0 et div˝ rot “ 0 du théorème 2.51, qui deviennent la seule relation d˝d“ 0, ainsi que les
exemples 3.20 et 3.50 : les nombres 2π et 4π y mesurent des classes de cohomologie de De Rham,
invariants topologiques de l’ouvert considéré.

3.10. Exercices.

Exercice 3.52. Calculer
ť

D xydxdy où D est le triangle de sommets p0,0q, p1,0q, p0,1q. Calculer
ţ

Ω
zdV où Ω est le demi-boule

␣

x2 ` y2 ` z2 ď 1,z ě 0
(

.
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Exercice 3.53. Calculer l’aire du domaine du premier quadrant délimité par les courbes xy “ 1,
xy “ 2, y “ x et y “ 4x, en utilisant le changement de variables u “ xy, v “ y{x.

Exercice 3.54. Soit VnpRq le volume de la boule euclidienne de rayon R dans Rn. Montrer que
VnpRq “ cnRn et établir la relation de récurrence cn “ cn´1

ş1
´1p1 ´ t2qpn´1q{2 dt. En déduire c4.

Exercice 3.55. Calculer la circulation du champ Xpx,y,zq “ py,z,xq le long du cercle intersection
de la sphère x2 ` y2 ` z2 “ 1 et du plan x ` y ` z “ 0, orienté convenablement. On pourra utiliser le
théorème de Stokes.

Exercice 3.56. Sur U “ R3z

´

t0u
2

ˆ R
¯

, montrer que le champ (127) est fermé et calculer sa circu-
lation le long d’un lacet faisant k tours autour de l’axe Oz. Que peut-on en déduire?

Exercice 3.57. Calculer, à l’aide du corollaire 3.36, l’aire délimitée par la cardioïde r “ 1`cosθ en
coordonnées polaires.

Exercice 3.58. Une fonction f de classe C2 est dite harmonique si ∆ f “ 0. Montrer, à l’aide de
(197), que si f est harmonique sur un voisinage de Ω et nulle sur BΩ, alors f est nulle sur Ω. En
déduire l’unicité de la solution du problème de Dirichlet ∆u “ h sur Ω, u “ g sur BΩ.

Exercice 3.59 (Le ruban de Möbius). On considère la nappe σ : ∆ “ r0,2πs ˆ
“

´1
2 ,

1
2

‰

Ñ R3 définie
par

σpu,vq “
``

1 ` vcos u
2

˘

cosu,
`

1 ` vcos u
2

˘

sinu, vsin u
2

˘

. (201)

(1) Montrer que Bvσ est unitaire, orthogonal à Buσ, et que }Buσ} ě 1
2 . En déduire que σ est une

nappe régulière et que S “ σp∆q est une surface compacte.

(2) Vérifier que σp0,vq “ σp2π,´vq et que νσp0,vq “ ´νσp2π,´vq. Ce découpage à un seul
morceau est-il cohérent ?

(3) Soit γpuq “ σpu,0q, qui est un lacet. Montrer que νσp0,0q “ ´νσp2π,0q.

(4) On suppose qu’il existe une application continue n : S Ñ R3 unitaire et orthogonale au
plan tangent en tout point. Montrer que u ÞÑ xnpγpuqq,νσpu,0qy est continue à valeurs dans
t´1,1u, donc constante, et en déduire une contradiction. Conclure que S n’est pas orientable.

(5) Montrer que l’aire de S est en revanche parfaitement bien définie. Pourquoi n’y a-t-il pas de
contradiction?

Exercice 3.60. Construire un découpage cohérent et adapté du tore de révolution obtenu en faisant
tourner autour de l’axe Oz le cercle de centre pR,0,0q et de rayon r ă R situé dans le plan Oxz. En
déduire que le tore est orientable, puis calculer son aire.

Exercice 3.61. Soit γ le cercle unité du plan z “ 0. Calculer le flux de rotX , pour Xpx,y,zq “

p´y,x,zq, à travers le disque unité de ce plan, puis à travers la demi-sphère supérieure
␣

x2 ` y2 ` z2 “ 1, z ě 0
(

,
les deux étant orientées vers le haut. Commenter à l’aide de la remarque 3.44.
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Exercice 3.62. Soit Ω un solide immergé dans un fluide de masse volumique ρ, soumis à la pression
ppx,y,zq “ p0 ´ρgz. La force de pression exercée sur Ω est F “ ´

ť

BΩ
pndS. En appliquant le théo-

rème de la divergence à chaque coordonnée, démontrer le principe d’Archimède : F “ ρgVolpΩqe3.

4. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET CHAMPS DE VECTEURS

Un champ de vecteurs sur un ouvert U Ă Rn peut se lire de deux façons. Statiquement, c’est une
application X : U Ñ Rn, et c’est ainsi que nous l’avons traité au chapitre 3 en calculant sa circulation
et son flux. Dynamiquement, c’est un champ de vitesses : il prescrit en chaque point la direction et la
vitesse d’une particule qui s’y trouverait, et détermine donc un mouvement. Ce chapitre est consacré
à ce second point de vue. La question centrale est celle de l’existence et de l’unicité des trajectoires,
à laquelle répond le théorème de Cauchy–Lipschitz, et l’objet qui en résulte est le flot du champ de
vecteurs.

4.1. Équations différentielles : généralités.

Définition 4.1. Soit Ω Ă R ˆ Rn un ouvert et X : Ω Ñ Rn une application continue. L’équation
différentielle ordinaire associée est

y1
“ Xpt,yq. (202)

Une solution de (202) est la donnée d’un intervalle ouvert non vide I Ă R et d’une application
y : I Ñ Rn de classe C1 telle que pt,yptqq P Ω et y1ptq “ Xpt,yptqq pour tout t P I.

Étant donné pt0,aq P Ω, le problème de Cauchy consiste à chercher une solution vérifiant de plus
la condition initiale ypt0q “ a.

L’équation est dite autonome si X ne dépend pas de t, c’est-à-dire si X est un champ de vecteurs
sur un ouvert U Ă Rn et si Ω “ R ˆU .

Remarque 4.2 (Réduction à l’ordre 1). Une équation d’ordre p, yppq “ Fpt,y,y1, . . . ,ypp´1qq avec y
à valeurs dans Rd , se ramène à (202) en posant Y “ py,y1, . . . ,ypp´1qq P Rpd et

Y 1
“ pY2,Y3, . . . ,Yp,Fpt,Y1, . . . ,Ypqq . (203)

De même, une équation non autonome se ramène à une équation autonome en ajoutant la variable
t comme coordonnée : on pose Z “ pt,yq P R1`n et Z1 “ p1,XpZqq. Il n’y a donc aucune perte de
généralité à ne traiter que les systèmes autonomes du premier ordre, et nous le ferons dès que cela
simplifiera les énoncés.

Lemme 4.3 (Forme intégrale). Soit I un intervalle contenant t0 et y : I Ñ Rn continue avec pt,yptqq P

Ω. Alors y est solution du problème de Cauchy en pt0,aq si et seulement si

yptq “ a `

ż t

t0
X ps,ypsqqds pour tout t P I. (204)

Démonstration. Si y est C1 et vérifie (202) avec ypt0q “ a, il suffit d’intégrer. Réciproquement, si
y est continue et vérifie (204), alors s ÞÑ Xps,ypsqq est continue, donc le membre de droite est C1



ANALYSE VECTORIELLE 44

de dérivée Xpt,yptqq par le théorème fondamental de l’analyse ; ainsi y est C1 et vérifie (202), et
ypt0q “ a. □

Cette reformulation transforme un problème de dérivation en un problème de point fixe pour
l’opérateur y ÞÑ a `

ş¨

t0
Xps,ypsqqds, auquel nous appliquerons le théorème 1.10.

4.2. Le lemme de Grönwall.

Lemme 4.4 (Grönwall). Soient I “ rt0,T s, u : I Ñ Rě0 continue, et C ě 0, λ ě 0 deux constantes
telles que

uptq ď C `

ż t

t0
λupsqds pour tout t P I. (205)

Alors uptq ď C eλpt´t0q pour tout t P I.

Démonstration. Posons vptq “ C `
şt
t0

λupsqds, de sorte que u ď v et que v est C1 avec v1 “ λu ď λv.
Alors

d
dt

´

vptqe´λpt´t0q
¯

“
`

v1
ptq ´ λvptq

˘

e´λpt´t0q
ď 0, (206)

donc t ÞÑ vptqe´λpt´t0q est décroissante et majorée par sa valeur en t0, à savoir C. Ainsi uptq ď vptq ď

Ceλpt´t0q. □

4.3. Le théorème de Cauchy–Lipschitz.

Définition 4.5. Une application continue X : Ω Ă R ˆ Rn Ñ Rn est localement lipschitzienne par
rapport à la seconde variable si pour tout pt0,aq P Ω il existe τ,r ą 0 et k ě 0 tels que le cylindre
V “ rt0 ´ τ, t0 ` τs ˆ Bpa,rq soit contenu dans Ω et

}Xpt,xq ´ Xpt, x̃q} ď k }x ´ x̃} pour tous pt,xq,pt, x̃q P V . (207)

Lemme 4.6. Si X est de classe C1 sur Ω, alors X est localement lipschitzienne par rapport à la
seconde variable.

Démonstration. Soit pt0,aq P Ω et τ,r ą 0 tels que le cylindre V ci-dessus soit contenu dans Ω.
L’application pt,xq ÞÑ BxXpt,xq est continue sur le compact V , donc bornée par une constante k. Pour
t fixé, l’application x ÞÑ Xpt,xq est différentiable sur la boule Bpa,rq, qui est convexe, et l’inégalité
des accroissements finis (théorème 2.27) donne (207). □

Théorème 4.7 (Cauchy–Lipschitz, version locale). Soit X : Ω Ñ Rn continue et localement lipschit-
zienne par rapport à la seconde variable, et soit pt0,aq P Ω. Alors il existe T ą 0 tel que le problème
de Cauchy

y1
“ Xpt,yq, ypt0q “ a (208)

admette une solution sur l’intervalle st0 ´ T, t0 ` T r. De plus, deux solutions quelconques de (208)
coïncident sur l’intersection de leurs intervalles de définition.
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Démonstration. Existence. Choisissons τ,r,k comme dans la définition 4.5 et posons

M “ sup
V

}X} ă 8, T “ min
ˆ

τ,
r
M
,

1
2k

˙

(209)

(avec la convention r{M “ `8 si M “ 0), puis I “ rt0 ´ T, t0 ` T s. Considérons

E “ ty P C pI,Rn
q | }yptq ´ a} ď r pour tout t P Iu . (210)

C’est une partie fermée non vide (elle contient la fonction constante a) de l’espace complet C pI,Rnq

de la proposition 1.8, donc un espace métrique complet non vide pour la distance de la convergence
uniforme.

Définissons l’opérateur de Picard

Φpyqptq “ a `

ż t

t0
X ps,ypsqqds. (211)

Il est bien défini sur E puisque ps,ypsqq P V Ă Ω pour y P E, et Φpyq est continue. Vérifions que
ΦpEq Ă E : par le lemme 1.19,

}Φpyqptq ´ a} ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

t0
}Xps,ypsqq}ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď M |t ´ t0| ď MT ď r. (212)

Vérifions ensuite que Φ est contractante : pour y,z P E et t P I,

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

t0
}Xps,ypsqq ´ Xps,zpsqq}ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď k T }y ´ z}8 ď 1
2 }y ´ z}8 . (213)

Le théorème du point fixe de Banach (théorème 1.10) fournit donc un unique y P E tel que Φpyq “ y,
et le lemme 4.3 montre que y est solution du problème de Cauchy sur st0 ´ T, t0 ` T r.

Unicité. Soient y : I1 Ñ Rn et z : I2 Ñ Rn deux solutions du problème (208) et soit J “ I1 XI2, qui est
un intervalle ouvert contenant t0. L’ensemble A “ tt P J | yptq “ zptqu est non vide et fermé dans J par
continuité. Montrons qu’il est ouvert. Soit t1 P A et posons b “ ypt1q “ zpt1q. Choisissons un cylindre
V1 “ rt1 ´ τ1, t1 ` τ1s ˆ Bpb,r1q Ă Ω sur lequel X est k1-lipschitzienne en la seconde variable. Par
continuité il existe 0 ă σ ď τ1 tel que y et z soient à valeurs dans Bpb,r1q sur rt1 ´σ, t1 `σsXJ. Pour
t dans cet intervalle, avec t ě t1, la forme intégrale donne

}yptq ´ zptq} ď

ż t

t1
}Xps,ypsqq ´ Xps,zpsqq}ds ď

ż t

t1
k1 }ypsq ´ zpsq}ds. (214)

Le lemme de Grönwall 4.4 appliqué avec C “ 0 donne }yptq ´ zptq} ď 0, donc y “ z sur rt1, t1 `σsXJ ;
le même raisonnement en renversant le temps traite t ď t1. Ainsi A est ouvert, et J étant connexe,
A “ J par le lemme 1.5. □

Remarque 4.8. La condition kT ď 1{2 dans (209) est un artefact de la démonstration : on peut s’en
dispenser en munissant C pI,Rnq de la norme équivalente }y}

λ
“ supt e´λ|t´t0| }yptq} avec λ ą k, pour
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laquelle Φ est contractante de rapport k{λ quel que soit T . Le rayon d’existence est alors seulement
limité par minpτ,r{Mq.

Remarque 4.9 (Le rôle de l’hypothèse de Lipschitz). La continuité seule de X suffit à garantir
l’existence d’une solution (théorème de Cauchy–Peano, que nous n’aborderons pas), mais pas son
unicité. L’exemple classique est y1 “ 2

a

|y| avec yp0q “ 0, qui admet la solution nulle mais aussi,
pour tout c ě 0, la solution

ycptq “

#

0 si t ď c
pt ´ cq2 si t ě c.

(215)

La fonction x ÞÑ 2
a

|x| n’est pas lipschitzienne au voisinage de 0 : sa pente y est infinie.

4.4. Solutions maximales.

Définition 4.10. Une solution y : I Ñ Rn de (202) est maximale s’il n’existe pas de solution ỹ : Ĩ Ñ Rn

avec I Ĺ Ĩ et ỹ|I “ y.

Proposition 4.11. Sous les hypothèses du théorème 4.7, tout problème de Cauchy admet une unique
solution maximale, et son intervalle de définition est ouvert.

Démonstration. Soit S l’ensemble des solutions du problème de Cauchy en pt0,aq ; il est non vide.
Par la partie unicité du théorème 4.7, deux éléments de S coïncident sur l’intersection de leurs
domaines. On peut donc définir Imax comme la réunion de tous les intervalles de définition et ymax
par recollement : c’est une solution, manifestement maximale et unique. Son domaine est ouvert
car toute solution définie sur sα,βs se prolongerait au-delà de β par le théorème 4.7 appliqué en
pβ,ypβqq. □

Théorème 4.12 (Théorème des bouts). Soit y : st´, t`r Ñ Rn la solution maximale du problème de
Cauchy en pt0,aq. Si t` ă `8, alors pour tout compact K Ă Ω il existe t ă t` tel que pt,yptqq R K.
Autrement dit, la trajectoire sort de tout compact de Ω lorsque t Ñ t`.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe un compact K Ă Ω et t1 ă t` tels que pt,yptqq P

K pour tout t P rt1, t`r. Posons M “ supK }X} ă 8. Alors }y1} ď M sur rt1, t`r, donc y est M-
lipschitzienne sur cet intervalle ; comme t` ă 8, le critère de Cauchy montre que yptq admet une
limite b lorsque t Ñ t´

` . Le point pt`,bq appartient à K car K est fermé, donc à Ω.
Le théorème 4.7 appliqué en pt`,bq fournit une solution z sur un intervalle st` ´ T, t` ` T r avec

zpt`q “ b. La fonction obtenue en recollant y sur st´, t`r et z sur rt`, t` ` T r est continue, vérifie la
forme intégrale (204), donc est une solution qui prolonge strictement y : cela contredit la maximalité.

□

Corollaire 4.13 (Critère d’existence globale). Soit J Ă R un intervalle ouvert et X : J ˆ Rn Ñ Rn

continue, localement lipschitzienne en x, et à croissance au plus linéaire : il existe des fonctions
continues α,β ě 0 sur J telles que

}Xpt,xq} ď αptq}x} ` βptq pour tous pt,xq P J ˆ Rn. (216)
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Alors toute solution maximale est définie sur J tout entier.

Démonstration. Soit y la solution maximale sur st´, t`r et supposons t` ă supJ. Soit T Pst0,supJr

avec t` ď T et posons A “ suprt0,T s α, B “ suprt0,T s β. La forme intégrale donne, pour t P rt0, t`r,

}yptq} ď }a} `

ż t

t0
pA}ypsq} ` Bqds ď p}a} ` BpT ´ t0qq `

ż t

t0
A}ypsq}ds. (217)

Le lemme de Grönwall montre que }y} est bornée sur rt0, t`r, disons par une constante R. La tra-
jectoire reste donc dans le compact rt0, t`s ˆ Bp0,Rq Ă Ω, ce qui contredit le théorème 4.12. Donc
t` “ supJ, et de même t´ “ infJ. □

Exemple 4.14 (Explosion en temps fini). L’hypothèse de croissance linéaire n’est pas superflue :
l’équation y1 “ y2 avec yp0q “ 1 a pour solution maximale yptq “ 1{p1 ´ tq sur s´8,1r. Ici t` “ 1 et
}yptq} Ñ `8 : la solution sort de tout compact en explosant.

Exemple 4.15 (Systèmes linéaires). Si A : J Ñ MnˆnpRq et b : J Ñ Rn sont continues, l’équation
y1 “ Aptqy ` bptq vérifie (216) : toutes ses solutions maximales sont définies sur J entier. Lorsque
A est constante et b “ 0, la solution du problème de Cauchy en p0,aq est yptq “ etAa, où etA “
ř

jě0 t jA j{ j! ; l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension n.

4.5. Dépendance par rapport aux conditions initiales.

Proposition 4.16. Soit X continue et k-lipschitzienne en la seconde variable sur un cylindre V “

I ˆ Bpa,rq, et soient y,z deux solutions de (202) à valeurs dans Bpa,rq sur I. Alors pour tout t P I

}yptq ´ zptq} ď }ypt0q ´ zpt0q} ek|t´t0|. (218)

En particulier, deux trajectoires issues de points voisins restent voisines sur un intervalle de temps
borné.

Démonstration. La forme intégrale donne, pour t ě t0,

}yptq ´ zptq} ď }ypt0q ´ zpt0q} `

ż t

t0
k }ypsq ´ zpsq}ds, (219)

et le lemme de Grönwall conclut ; on renverse le temps pour t ď t0. □

Remarque 4.17. Le facteur ek|t´t0| est optimal, comme le montre l’équation scalaire y1 “ ky. La
dépendance est continue, mais l’écart entre deux trajectoires peut croître exponentiellement : c’est la
sensibilité aux conditions initiales, à la base de la théorie du chaos. Sur un intervalle de temps borné
l’estimation reste utilisable ; sur un temps long elle ne dit plus rien.

Nous admettrons le raffinement suivant, dont la démonstration suit le même schéma que celle du
théorème 4.7 mais demande de contrôler simultanément la solution et sa différentielle par rapport à
la donnée initiale.
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Théorème 4.18 (Régularité du flot ; admis). Si X est de classe Ck (k ě 1) sur Ω, alors la solution du
problème de Cauchy dépend de façon Ck du triplet pt, t0,aq formé du temps, du temps initial et de la
position initiale, sur son domaine de définition.

4.6. Le flot d’un champ de vecteurs. Nous nous plaçons désormais dans le cas autonome : X :
U Ă Rn Ñ Rn est un champ de vecteurs de classe Ck, k ě 1, sur un ouvert U . Pour x P U , notons
t ÞÑ ϕpt,xq la solution maximale de

Bϕ

Bt
pt,xq “ X pϕpt,xqq , ϕp0,xq “ x, (220)

définie sur un intervalle ouvert Ix Q 0, et posons

D “ tpt,xq P R ˆU | t P Ixu . (221)

Théorème 4.19. L’ensemble D est un ouvert de R ˆU contenant t0u ˆU, l’application ϕ : D Ñ U
est de classe Ck, et :

(1) ϕp0,xq “ x pour tout x P U ;

(2) (propriété de groupe) si s P Ix et t P Iϕps,xq, alors t ` s P Ix et

ϕpt,ϕps,xqq “ ϕpt ` s,xq; (222)

(3) pour tout t, l’ensemble Ut “ tx P U | pt,xq P Du est ouvert et ϕt “ ϕpt, ¨q : Ut Ñ U´t est un
Ck-difféomorphisme d’inverse ϕ´t .

L’application ϕ s’appelle le flot de X.

Démonstration. L’ouverture de D et la régularité Ck de ϕ constituent le théorème 4.18. Le point (1)
est la condition initiale.

(2) Fixons s P Ix et posons zptq “ ϕpt ` s,xq, définie pour t ` s P Ix. Alors zp0q “ ϕps,xq et z1ptq “

Xpzptqq puisque l’équation est autonome : z est donc une solution du problème de Cauchy issu de
ϕps,xq. Par unicité (théorème 4.7) elle coïncide avec t ÞÑ ϕpt,ϕps,xqq sur l’intersection des domaines,
et par maximalité les domaines coïncident, ce qui donne (222). Notons que c’est ici que l’hypothèse
d’autonomie est essentielle : pour une équation non autonome, translater le temps change l’équation.

(3) L’ensemble Ut est ouvert comme section de l’ouvert D. En appliquant (2) avec s et ´s on
obtient ϕ´t ˝ ϕt “ idUt et ϕt ˝ ϕ´t “ idU´t , et ces applications sont Ck. □

Définition 4.20. Le champ X est complet si D “ R ˆU , c’est-à-dire si toutes ses trajectoires sont
définies pour tout temps. Dans ce cas pϕtqtPR est un groupe à un paramètre de difféomorphismes de
U .

Proposition 4.21. Si U “ Rn et si X est de classe C1 à support compact (ou plus généralement borné
et globalement lipschitzien), alors X est complet.

Démonstration. Un champ à support compact est borné, donc vérifie (216) avec α “ 0 ; on applique
le corollaire 4.13. □
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Exemple 4.22. (i) Le champ constant X “ e1 sur Rn a pour flot ϕtpxq “ x ` te1 : le groupe des
translations.

(ii) Le champ linéaire Xpxq “ Ax a pour flot ϕtpxq “ etAx. La propriété de groupe est exactement
ept`sqA “ etAesA.

(iii) Le champ Xpx,yq “ p´y,xq engendre les rotations ϕt “ Rθ d’angle θ “ t.

(iv) Le champ Xpxq “ x2 sur R n’est pas complet (exemple 4.14).

Définition 4.23. Une fonction g : U Ñ R de classe C1 est une intégrale première de X si g est
constante le long de chaque trajectoire.

Proposition 4.24. Une fonction C1 g est une intégrale première de X si et seulement si xgradg,Xy “

0 sur U, c’est-à-dire si BX g “ 0.

Démonstration. Par la formule de la chaîne, d
dt gpϕpt,xqq “ xgradgpϕpt,xqq,Xpϕpt,xqqy. Cette quan-

tité est nulle pour tous t,x si et seulement si xgradg,Xy est nulle sur U , puisque tout point de U est
de la forme ϕp0,xq. □

Exemple 4.25. Pour un système hamiltonien dans R2d , de champ XH “ pBpH,´BqHq associé à
H : R2d Ñ R de classe C2, on a

xgradH,XHy “
@

BqH,BpH
D

`
@

BpH,´BqH
D

“ 0. (223)

Le hamiltonien est donc une intégrale première : c’est la conservation de l’énergie.

4.7. Redressement local. Le théorème suivant dit qu’au voisinage d’un point où il ne s’annule
pas, tout champ de vecteurs est, à changement de coordonnées près, le champ constant e1. Toute la
complexité d’un système dynamique se concentre donc au voisinage de ses points singuliers, ceux
où X s’annule.

Théorème 4.26 (Redressement local). Soit X un champ de vecteurs de classe Ck, k ě 1, sur U Ă Rn

et soit a P U avec Xpaq ‰ 0. Alors il existe un voisinage ouvert V de a, un voisinage ouvert W de 0
dans Rn et un Ck-difféomorphisme Θ : W Ñ V tels que

DwΘpe1q “ X pΘpwqq pour tout w P W. (224)

Autrement dit, dans les coordonnées données par Θ, l’équation y1 “ Xpyq devient w1
1 “ 1, w1

2 “ ¨¨ ¨ “

w1
n “ 0, et les trajectoires sont les droites parallèles au premier axe.

Démonstration. Quitte à translater et à composer par un isomorphisme linéaire envoyant Xpaq sur
e1, on peut supposer a “ 0 et Xp0q “ e1. Soit ϕ le flot de X et posons, pour w “ pw1,w1q P R ˆ Rn´1

assez petit,
Θpw1,w1

q “ ϕ
`

w1,p0,w1
q
˘

. (225)
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L’application Θ est bien définie sur un voisinage de 0 et de classe Ck par le théorème 4.19. Calculons
sa différentielle en 0. D’une part

D0Θpe1q “
Bϕ

Bt
p0,0q “ Xp0q “ e1. (226)

D’autre part, pour j ě 2, la courbe s ÞÑ Θp0,se1
jq “ ϕp0,se jq “ se j a pour vitesse e j en s “ 0, donc

D0Θpe jq “ e j. Ainsi D0Θ “ id, qui est inversible : le théorème d’inversion locale (théorème 2.42)
montre que Θ est un Ck-difféomorphisme d’un voisinage W de 0 sur un voisinage V de a.

Enfin, par définition du flot et par la propriété de groupe,

DwΘpe1q “
B

Bw1
ϕpw1,p0,w1

qq “ X
`

ϕpw1,p0,w1
qq
˘

“ XpΘpwqq, (227)

ce qui est (224). □

Remarque 4.27. Le théorème de redressement fournit immédiatement n ´ 1 intégrales premières
indépendantes au voisinage d’un point non singulier : les fonctions w2, . . . ,wn lues dans les coor-
données Θ, c’est-à-dire les composantes de Θ´1 autres que la première. Il ne dit rien en revanche
sur le comportement global des trajectoires, qui peut être arbitrairement compliqué.

4.8. Flot et volume : le théorème de Liouville. Nous terminons par un résultat qui relie ce cha-
pitre au précédent : il donne l’interprétation dynamique de la divergence, comme taux de variation
infinitésimal des volumes le long du flot.

Lemme 4.28 (Formule de Jacobi). Soit R : I Ñ GLnpRq une application dérivable. Alors t ÞÑ detRptq
est dérivable et

d
dt

detRptq “ detRptq ¨ Tr
`

Rptq´1R1
ptq

˘

. (228)

Démonstration. L’application det : MnˆnpRq Ñ R est polynomiale donc différentiable, et sa diffé-
rentielle en l’identité est la trace : en effet le développement de detpI ` hHq ne fait apparaître au
premier ordre que le produit des termes diagonaux, soit

ś

ip1 ` hHiiq “ 1 ` hTrH ` Oph2q. Alors

detRpt ` hq “ det
`

Rptq
`

I ` hRptq´1R1
ptq ` ophq

˘˘

“ detRptq
`

1 ` hTrpR´1R1
q ` ophq

˘

, (229)

ce qui donne (228) en divisant par h et en faisant tendre h vers 0. □

Théorème 4.29 (Liouville). Soit X un champ de vecteurs de classe C1 sur U, de flot ϕ, et posons
Jpt,xq “ detpDxϕtq. Alors

BJ
Bt

pt,xq “ divX pϕpt,xqq Jpt,xq, Jp0,xq “ 1, (230)

et par conséquent

Jpt,xq “ exp
ˆ
ż t

0
divX pϕps,xqqds

˙

ą 0. (231)
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Démonstration. Posons Rptq “ Dxϕt . En différentiant l’équation Btϕpt,xq “ Xpϕpt,xqq par rapport à
x et en utilisant le lemme de Schwarz pour échanger les dérivations, on obtient l’équation variation-
nelle

R1
ptq “ Dϕpt,xqX ¨ Rptq, Rp0q “ id . (232)

Comme Rp0q “ id est inversible et que R satisfait une équation différentielle linéaire, Rptq reste in-
versible pour tout t (c’est aussi une conséquence du théorème 4.19(3), ϕt étant un difféomorphisme).
La formule de Jacobi donne alors

d
dt

detRptq “ detRptq ¨ Tr
`

Rptq´1Dϕpt,xqX Rptq
˘

“ detRptq ¨ Tr
`

Dϕpt,xqX
˘

, (233)

où l’on a utilisé l’invariance de la trace par conjugaison. Or la trace de la matrice jacobienne de X est
précisément

ř

i BiXi “ divX . L’équation (230) est donc établie, et (231) s’obtient en résolvant cette
équation différentielle linéaire scalaire. □

Corollaire 4.30 (Champs à divergence nulle). Soit X un champ C1 sur U et A Ă U un domaine
quarrable compact tel que ϕtpAq soit défini. Alors

d
dt

VolpϕtpAqq “

ż

ϕtpAq

divX dV. (234)

En particulier, divX “ 0 sur U si et seulement si le flot de X préserve les volumes, c’est-à-dire
VolpϕtpAqq “ VolpAq pour tous t et A.

Démonstration. Par le théorème de changement de variables (théorème 3.9) appliqué au difféomor-
phisme ϕt ,

VolpϕtpAqq “

ż

A
|detDxϕt |dx “

ż

A
Jpt,xqdx (235)

puisque J ą 0. En dérivant sous le signe intégral (théorème 1.21) et en utilisant (230),
d
dt

VolpϕtpAqq “

ż

A
divXpϕpt,xqqJpt,xqdx “

ż

ϕtpAq

divX dV, (236)

la dernière égalité étant à nouveau le changement de variables y “ ϕtpxq. Si divX “ 0 le volume est
constant ; réciproquement, si le volume est constant pour tout A, alors

ş

A divX “ 0 pour tout domaine
A, et la continuité de divX force divX ” 0. □

Remarque 4.31. On retrouve ainsi, du côté dynamique, l’interprétation de la divergence obtenue
au chapitre précédent par le théorème de la divergence (proposition 3.48) : divX mesure le taux de
dilatation des volumes. Un champ à divergence nulle décrit un fluide incompressible.

L’exemple le plus important est celui des systèmes hamiltoniens de l’exemple 4.25 : on vérifie
immédiatement que

divXH “
ÿ

i

B2H
BqiBpi

´
ÿ

i

B2H
BpiBqi

“ 0 (237)
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par le lemme de Schwarz. Le flot hamiltonien préserve donc le volume de l’espace des phases : c’est
le théorème de Liouville de la mécanique classique, point de départ de la mécanique statistique.

4.9. Exercices.

Exercice 4.32. Résoudre explicitement les problèmes de Cauchy suivants et déterminer l’intervalle
maximal : (a) y1 “ ysin t, yp0q “ 1 ; (b) y1 “ ty2, yp0q “ 1 ; (c) y1 “

a

1 ` y2, yp0q “ 0.

Exercice 4.33. Montrer que le problème y1 “ |y|
α, yp0q “ 0, admet une unique solution si α ě 1 et

une infinité si 0 ă α ă 1.

Exercice 4.34. Démontrer la variante suivante du lemme de Grönwall : si u est continue positive et
uptq ď aptq `

şt
t0

bpsqupsqds avec a croissante et b ě 0 continues, alors uptq ď aptqexp
´

şt
t0

b
¯

.

Exercice 4.35. Soit A P MnˆnpRq. Montrer que t ÞÑ etA est l’unique solution de R1 “ AR, Rp0q “ I.
En déduire, à l’aide du théorème 4.29, l’identité deteA “ eTrA.

Exercice 4.36. Soit X un champ de vecteurs C1 sur Rn tel que xXpxq,xy ď 0 pour tout x. Montrer
que t ÞÑ }ϕpt,xq}

2 est décroissante, puis que X est complet en temps positif.

Exercice 4.37. Soit X un champ C1 complet sur U et a P U tel que ϕpT,aq “ a pour un certain
T ą 0. Montrer que la trajectoire de a est périodique et que l’ensemble des périodes est un sous-
groupe fermé de R. Que peut-on en déduire si Xpaq ‰ 0?

Exercice 4.38. Soit Xpx,yq “ p1,xq sur R2. Calculer explicitement son flot, puis un difféomorphisme
de redressement, et vérifier le théorème 4.26 sur cet exemple. Le champ admet-il une intégrale
première globale?

Exercice 4.39. Soit Xpx,yq “ py,´x ´ εyq avec ε ą 0 (oscillateur amorti). Calculer divX et décrire
le comportement de l’aire d’un domaine transporté par le flot. Comparer avec le cas ε “ 0.
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