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Ce cours est une introduction au calcul différentiel et intégral en plusieurs variables. Le chapitre []]
rassemble les outils d’analyse a une variable et de topologie dont nous nous servirons constamment :
le théoréme des accroissements finis et le théoréme du point fixe de Banach y jouent un rdle central,
puisque le premier gouverne tout le calcul différentiel du chapitre [2] et que le second fournira aussi
bien le théoréme d’inversion locale que le théoreme de Cauchy—Lipschitz. Le chapitre [2| développe
le calcul différentiel : différentielle, dérivées partielles, inversion locale, fonctions implicites, et les
opérateurs grad, div, rot. Le chapitre [3|est consacré a I’intégration et culmine avec les théoremes de
Green—Riemann, Stokes et de la divergence. Le chapitre [4] traite enfin des équations différentielles
ordinaires et des flots de champs de vecteurs.

Les prérequis sont un cours d’analyse réelle a une variable et un cours d’algebre linéaire. Les dé-
monstrations laissées au lecteur sont signalées comme telles ; les rares énoncés admis sont clairement
identifiés.

Convention de notation. Les lettres x,y,z,s,t,w sont réservées aux coordonnées et aux variables
muettes : x = (xp,...,x,) désigne le point courant de R” vu comme un systéme de coordonnées, (7%
la dérivation par rapport a la i-eme d’entre elles, et s,¢ des parametres réels. Les points en lesquels
on évalue les fonctions ou que 1’on fixe dans un énoncé sont notés a, b, c, avec a = (ay,...,a,) pour
leurs coordonnées. Ainsi %(a) se lit : la dérivée partielle de f par rapport a la i-eme coordonnée,
évaluée au point a. Les vecteurs de R vus comme accroissements ou directions sont notés u, v, et

les parametres d’une nappe (u,v).

1. PRELIMINAIRES

Ce chapitre rassemble les résultats d’analyse a une variable et de topologie des espaces métriques
que nous utiliserons dans tout le cours. La plupart sont connus du lecteur; nous en redonnons les
énoncés précis et, pour les deux plus importants, la démonstration. Ces deux théoremes sont le
théoreme des accroissements finis (théoréme et le théoreme du point fixe de Banach (théoreme
[I.10). Le premier est I’outil qui permet de controler 1’accroissement d’une fonction par sa dérivée,
et donc de transformer une information infinitésimale en une information sur un intervalle : c’est le
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mécanisme de fond de tout le calcul différentiel. Le second est un théoreme d’existence : il produit
des solutions d’équations que I’on ne sait pas résoudre explicitement, et nous le rencontrerons deux
fois, pour le théoreme d’inversion locale (théoreme et pour le théoreme de Cauchy—Lipschitz
(théoreme [4.7).

1.1. Topologie de R". On munit R" du produit scalaire euclidien et de la norme associée
(a,by=>aibi,  |a| =+/{a,a). (1)
i=1

On rappelle I'inégalité de Cauchy—Schwarz |(a,b)| < |a|| ||, avec égalité si et seulement si a et b
sont colinéaires. On utilisera aussi les normes ||al|; = Y, |a;| et |a|,, = max;|a|.

Théoreme 1.1 (Equivalence des normes). Soient Ny et N> deux normes sur R". Alors il existe des
constantes c¢,C > 0 telles que

c¢Ni(a) < Na(a) <CNj(a) pourtoutacR". (2)

En conséquence, toutes les notions topologiques sur R” (ouverts, fermés, compacts, suites conver-
gentes, limites, continuité) sont indépendantes du choix de la norme. Nous travaillerons avec la
norme euclidienne sauf mention explicite du contraire, et nous nous autoriserons a changer de norme
quand cela simplifie un calcul.

On note

B(a,r)={beR"||[b—a| <r},  Bla,r)={beR"|[b—a| <r} 3)

les boules ouverte et fermée de centre a et de rayon r > 0. Un ensemble U < R" est ouvert si pour
tout a € U il existe r > 0 tel que B(a,r) < U ; un ensemble est fermé si son complémentaire est ouvert,
ce qui équivaut a ce qu’il soit stable par passage a la limite des suites. Sauf mention du contraire, la
lettre U désignera toujours un ouvert.

Définition 1.2. Un ensemble K < R" est compact si de toute suite d’éléments de K on peut extraire
une sous-suite convergeant vers un élément de K.

Théoreme 1.3 (Borel-Lebesgue, Heine—Borel). Un ensemble K — R" est compact si et seulement
s’il est fermé et borné. De plus :

(1) I’image d’'un compact par une application continue est compacte;
(2) une fonction continue f : K — R sur un compact non vide est bornée et atteint ses bornes;

(3) (théoreme de Heine) une fonction continue sur un compact est uniformément continue.
Définition 1.4. Un ensemble A = R” est convexe si pour tous a,b € A le segment
[a,b] = {(1—1)a+1b|1e[0,1]) 4)

est contenu dans A. Il est étoilé par rapport a ¢ € A si [c,a] = A pour tout a € A. 1 est connexe par
arcs si deux points quelconques de A peuvent étre joints par un chemin continu tracé dans A.
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Tout convexe est étoilé, tout étoilé est connexe par arcs. Pour un ouvert de R”, étre connexe et
étre connexe par arcs sont deux propriétés équivalentes; on parlera indifféremment de 1’une ou de
1’ autre.

Lemme 1.5. Soit U < R" un ouvert connexe et A < U une partie non vide, a la fois ouverte et fermée
dans U. Alors A =U.

C’est la définition méme de la connexité, mais il est utile de garder a I’esprit la stratégie qu’elle
autorise : pour montrer qu’une propriété est vraie partout sur un ouvert connexe, il suffit de montrer
qu’elle est vraie quelque part, qu’elle est stable par passage a la limite, et qu’elle se propage a un
voisinage de tout point ou elle est vérifiée. Nous emploierons cet argument a plusieurs reprises, par
exemple au corollaire [2.28]

1.2. Espaces métriques complets et théoreme du point fixe.

Définition 1.6. Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (ay) de E est de Cauchy si
Ve>0,INeN, Yk, >N, d(a,a;) <e. (5)
L’espace (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Toute suite convergente est de Cauchy ; la complétude est 1’affirmation de la réciproque, et c’est
une propriété d’existence : elle permet d’affirmer qu’un objet existe a partir d’une information pure-
ment interne a la suite qui devrait le construire.

Exemple 1.7. (i) R est complet, et donc R"” également pour n’importe laquelle de ses normes.

(i) Toute partie fermée d’un espace métrique complet est complete pour la distance induite. En
particulier une boule fermée B(a,r) — R”" est un espace métrique complet.

(iii) L’espace Q n’est pas complet.

L’exemple suivant est celui dont nous nous servirons pour construire les solutions d’équations
différentielles.

Proposition 1.8. Soit K un espace métrique compact et soit C(K,R") I’espace des fonctions conti-
nues de K dans R", muni de la distance de la convergence uniforme

doo(f8) = If = 8lor = suplf (1) — 8 ()] (6)

Alors (C(K,R"),dy,) est un espace métrique complet.

Démonstration. La quantité do,(f,g) est finie car f — g est continue sur un compact donc bornée, et
c’est clairement une distance. Soit (f;) une suite de Cauchy. Pour chaque 7 € K fixé, la suite (f;(?))
est de Cauchy dans R” puisque | fi () — f1(¢)|| < doo (fx, fi) ; comme R” est complet elle converge
vers une limite que I’on note f(z). Soit € > 0 et N tel que do (fx, fi) < € pour k,I > N. En faisant
tendre / vers ’infini dans I’inégalité || fi (1) — f;(¢)| < €, on obtient | f(¢) — f(¢)| < € pour tout 7 € K
et tout k > N : la convergence est uniforme.
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Il reste a voir que f est continue. Soient 7y € K et € > 0. Choisissons & tel que | fx — f],, < ¢€/3,
puis un voisinage V de 1 sur lequel | f¢(¢) — fi(t0)| < €/3 par continuité de f;. Alors pour t € V

1£ (&) = o) < [f(0) = SO + /() = fi(to) | + [ fic(t0) — f(10)] <. (7D)

Définition 1.9. Soit (E,d) un espace métrique et F : E — E. On dit que F est lipschitzienne de
rapport k = 0 si

d(F(a),F(b)) < kd(a,b) pourtousa,beE, (8)

et contractante s’1l existe un tel k avec k < 1.

Théoréme 1.10 (Point fixe de Banach-Picard). Soit (E,d) un espace métrique complet non vide et
soit F : E — E une application contractante de rapport k < 1. Alors F admet un unique point fixe
a. € E. De plus, pour tout ag € E la suite définie par aj1 = F(a;) converge vers a, et
k/
d(aj,a.) < md(ao,al). 9)

Démonstration. Unicité. Si a et b sont deux points fixes, alors d(a,b) = d(F(a),F (b)) < kd(a,b),
donc (1 —k)d(a,b) <0, et comme k < 1 il vient d(a,b) = 0.

Existence. Soit ag € E (ici on utilise que E est non vide) et aj1 = F(a;). Une récurrence immé-
diate donne

d(aji1,aj) <k'd(ay,ap), (10)
puis, pour [ > j, par inégalité triangulaire et sommation géométrique,

-1 ;
, kJ
d(aj,a) <) d(ai,ai11) <d(ao,ar) Y k' = T—dla0.ar). (11)

i=j >

Comme k/ — 0, la suite (a ;) est de Cauchy; E étant complet, elle converge vers un point a, € E.
L’application F est continue (elle est lipschitzienne), donc en passant a la limite dans a1 = F(a;)
on obtient a, = F(a.). Enfin, en faisant tendre / vers 'infini dans (TI)) on obtient (9). O

Remarque 1.11. Aucune des hypotheéses n’est superflue. Sur E = R, complet, ’application F(t) =
t+ 1 vérifie |F(s) — F(t)] = |s—t| : elle est 1-lipschitzienne mais pas contractante, et n’a pas de
point fixe. Sur E = |0, 1], non complet, I’application F(¢) = /2 est contractante et n’a pas de point
fixe. Enfin la conclusion est fausse pour une application seulement strictement contractante au sens
d(F(a),F (b)) <d(a,b) poura +#b:sur E = [1,400[ Iapplication F(t) =t + 1/t vérifie cette inéga-
lité et n’a pas de point fixe.

La variante suivante, ou I’application n’est définie que sur une boule, est celle dont nous aurons
besoin pour le théoreme d’inversion locale.
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Corollaire 1.12 (Point fixe sur une boule). Soit (E,d) un espace métrique complet, a € E, r > 0, et
soit F : B(a,r) — E contractante de rapport k < 1. Si

d(a7F(a)) < (1 —k)}", (12)
alors F (E(a, r)) c B(a,r) et F admet un unique point fixe dans B(a,r).

Démonstration. Pour b e B(a,r),

d(F(b),a) <d(F(b),F(a))+d(F(a),a) <kr+(l—k)r=r. (13)
Ainsi F envoie B(a,r) dans lui-méme, et cette boule fermée est un espace métrique complet non
vide par I’exemple [I.7] Le théoreme [[.10]s’applique. O

Proposition 1.13 (Dépendance continue en un parametre). Soit A un espace métrique, (E,d) un
espace métrique complet non vide et F : A x E — E une application continue telle qu’il existe k < 1
vérifiant

d(F(\a),F (D)) <kd(a,b) pourtousheA, a,beE. (14)
Alors pour tout \ Uapplication F (A, -) admet un unique point fixe a.(\), et application k. — a.(\)
est continue.

Démonstration. L’existence et ’unicité résultent du théoreme Pour A, u € A,

d(ax(M),ax(u)) = d (F (A, ax(X)), F (u, ax (1)) (15)

<A (F(hax(V), F(p,a(1))) + kd (ax(A), ax (), (16)

d’ottd(a« (M), ax(u)) < (1—k)~'d(F (A a«(X)),F(u,a.()))), qui tend vers 0 lorsque u — A par conti-
nuité de F. O

1.3. Fonctions d’une variable réelle.

Théoréme 1.14 (Rolle). Soit f : [a,b] — R continue sur [a, D], dérivable sur|a,b|, avec f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ €]a,b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le compact [a,b] donc y atteint son maximum et
son minimum. Si les deux sont atteints aux extrémités, alors f est constante et f’ s’annule partout
sur |a,b|. Sinon, I’'un des deux est atteint en un point ¢ €]a, b|, et en un extremum intérieur d’une
fonction dérivable la dérivée est nulle : en effet si f admet par exemple un maximum en c, les taux
d’accroissement w sont < 0 pour 2 > 0 et > 0 pour i < 0, donc la limite f’(c) est a la fois

<0et=0. O

Théoreme 1.15 (Théoréme des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et déri-
vable sur |a,b|. Alors il existe c € |a,b]| tel que

f()—fla) = f'(c) (b—a). (17)
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Démonstration. On applique le théoréme de Rolle a la fonction auxiliaire

J(b)—fla
) = )~ fla) - LT gy (13)
qui est continue sur [a, b], dérivable sur |a,b| et vérifie g(a) = g(b) = 0. Il existe donc ¢ €]a, b[ avec
g'(c) =0, ce qui est exactement (17). O

Corollaire 1.16 (Inégalité des accroissements finis). Soif f : [a,b] — R continue, dérivable sur |a,b|
avec |f'| < M. Alors | f(b) — f(a)| < M(b— a). En particulier, si f' = 0 alors f est constante.

Remarque 1.17. L’égalité est fausse pour les fonctions a valeurs dans R” avec m > 2 : pour
f(t) = (cost,sint) sur [0,2%] on a f(2%) — f(0) = 0 alors que | f'(¢)| = 1 pour tout ¢. Seule subsiste
I’inégalité des accroissements finis, que nous démontrerons sous sa forme générale au théoreme
C’est d’ailleurs I’inégalité, et non 1’égalité, qui est utile en pratique.

Théoréme 1.18 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : I — R™ de classe CP*! sur un
intervalle I et soient a,b € 1. Alors

P - b
(b—a)l (b—1)r
f(b) :Z;)Tf(])(d)ﬂLL Tf(p+])(t)dt' (19)

Démonstration. Récurrence sur p. Pour p = 0 c’est le théoreme fondamental de 1’analyse. Le pas-
sage de p a p+ 1 s’obtient en intégrant par parties le reste. [

1.4. Intégration des fonctions a valeurs vectorielles. Si f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ est conti-
nue, on pose par définition

b b b
ff(t)dt: (J fl(t)dt,...,J fm(t)dt> e R™. (20)

L’intégrale est linéaire et vérifie la relation de Chasles. Le théoreme fondamental de 1’analyse reste
valable coordonnée par coordonnée : si f est continue alors ¢ — S; fest C! de dérivée f, et si F est

C! alors F(b) —F(a) = S];F’.

Lemme 1.19. Pour f : [a,b] — R™ continue et a < b,

b b
Jf@w<j|ﬂmw. 1)

Démonstration. Posons u = SZ f(t)dt. Si u=0il n’y a rien a démontrer. Sinon, par linéarité du

produit scalaire,
b b b
Jul* = <uf f(t)dt> = f Cu, f(£))dt < f Juel[ £ (2)] (22)

par Cauchy—Schwarz, et on divise par |u|. O
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Proposition 1.20 (Interversion limite—intégrale, convergence uniforme). Soit (fi) une suite de fonc-
tions continues sur |a,b] a valeurs dans R™ convergeant uniformément vers f. Alors f est continue
et

b b
| awa— [ rwar 3
a k=0 Jq
Démonstration. La continuité de f a été démontrée dans la proposition et le lemme donne
D b
la majoration Sa(fk—f)Hg(b—a) | fi — fly — 0. O

Le résultat suivant sera utilisé au chapitre [3| pour construire des potentiels.

Théoréme 1.21 (Dérivation sous le signe intégral). Soit U < R" un ouvert, [a,b] = R un segment et
g : U x [a,b] — R une fonction continue telle que pour tout t la fonction x — g(x,t) soit C' et que
(x,1) — %(x,t) soit continue sur U x [a,b| pour tout i. Alors la fonction

b
G(x) = J g(x,1)dt (24)
a
est de classe C' sur U et .
oG g
- = —(x,1)dt. 25
o= [ es)
Démonstration. Fixons un point ¢ € U, un indice i € {1,...,n} et r > 0 tel que B(c,r) = U. Pour

0 < |h| < r, le théoreme des accroissements finis appliqué a s — g(c + se;, t) fournit © = 0(h,1) €]0, 1]
tel que
g(c+heit) —gle,t) o
=_— Ohe;,t). 26
n 8x,- ( + Qhe;, ) (26)

La fonction % est continue sur le compact B(c, ) x [a, b], donc uniformément continue par le théo-

reme Le membre de droite converge donc uniformément en ¢ vers %(c,t) lorsque i — 0, et il
suffit d’intégrer et d’appliquer la proposition La continuité de dy,G s’obtient de la méme fagon
par uniforme continuité. O

1.5. Exercices.
Exercice 1.22. Montrer que |a|., < |a| < ||a||; < n|a|, pour tout a € R". Ces constantes sont-elles
optimales ?

Exercice 1.23. Soit f : R — R de classe C? et a € R avec f(a) = 0 et f'(a) # 0. Montrer que
I’application N(¢) =t — f(r)/f'(¢) est bien définie et contractante au voisinage de a. En déduire la
convergence de la méthode de Newton pour une donnée initiale assez proche de a.

Exercice 1.24. Soit F : E — E une application d’un espace métrique complet non vide dans lui-
méme telle que F°P soit contractante pour un certain p > 1. Montrer que F admet un unique point
fixe.
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Exercice 1.25. Soit (a;) une suite d’un espace métrique telle que »;;d(a;,a;+1) < . Montrer
qu’elle est de Cauchy. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 1.26. Soit f : [0, +o0[— R dérivable avec f(0) = 0 et f’ croissante. Montrer que ¢ — f(t)/t
est croissante sur |0, +o0|.

2. DIFFERENTIELLES ET DERIVEES PARTIELLES

2.1. Notations. Nous reprenons les notations du chapitre|l|: R" est muni du produit scalaire eucli-
dien et de la norme associée, B(a,r) désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r, et la lettre
U désigne toujours un ouvert de R”. Toutes les normes sur R” étant équivalentes (théoreme [1.1)),
aucune des notions introduites dans ce chapitre ne dépend du choix de la norme.

On note L(R",R™) I’espace vectoriel des applications linéaires de R” vers R™. Si L € L(R",R™),
on pose

ILop = sup |L(v)]. 27
Ivi<1

C’est une norme sur L(R",R™) et pour tout v € R on a ||L(v)| < ||, [[v[. En particulier toute
application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie est lipschitzienne, donc continue.

Notation : soient g : U < R* — R" et h : U — R deux fonctions et soit a € U, on note

g(b) =p—q o(h(b)) (28)
s’il existe une fonction € : V — R™ définie sur un voisinage V de a telle que €(b) —— O et
—a
g(b) = &(b)h(b) (29)

sur V. De méme on note g(b) =,_., O(h(b)) s’il existe une constante C > 0 et un voisinage V de
a tels que |g(b)| < C|h(b)| sur V. On omettra souvent la mention b — a lorsque le point est clair
d’apres le contexte.

Remarque 2.1. On utilisera constamment et sans commentaire les regles de calcul suivantes, qui
découlent immédiatement de la définition : o(h) + o(h) = o(h), O(h) + O(h) = O(h), 0o(O(h)) = o(h)
et si L est une application linéaire alors L(o(h)) = o(h) et L(O(h)) = O(h).

2.2. Différentielle.

Définition 2.2. Soit f: U < R" — R™ une fonction avec U un ouvert et soit a € U. On dit que f est
différentiable en a s’il existe une application linéaire L, : R” — R™ telle que localement en a :

fla+v) =0 fa) +La(v) +o([v]). (30)
Ou de facon équivalente
f(B) =p—a f(a) + La(b—a) + o(|b—al). 3D

L’ application linéaire L, est appelée la différentielle de f en a et on la note D, f.
On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en chaque point de U.
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Il faut lire cette définition comme suit : f est différentiable en a si elle admet au voisinage de a
une approximation affine dont I’erreur est négligeable devant la distance a a. La différentiabilité est
donc une propriété locale : elle ne dépend que de la restriction de f a un voisinage arbitrairement
petit de a.

Avant toute chose, il faut vérifier que 1’application L, est bien déterminée par f et a, ce qui justifie
la notation D, f.

Proposition 2.3 (Unicité de la différentielle). Soit f: U c R" - R™ eta e U. Si L, et L], sont deux
applications linéaires vérifiant (30), alors L, = L},.

Démonstration. Posons M = L, —L!,. En soustrayant les deux développements on obtient M (v) =,_,¢
o(|[v]). Soit v € R" un vecteur non nul et soit # > 0 un réel destiné a tendre vers 0. En appliquant ce
qui précede au vecteur ¢v et en utilisant la linéarité de M on obtient

M) = [M(ev)]| = e(ev)e v (32)

avec €(tv) — 0 lorsque ¢t — 0. En divisant par > 0 on obtient |M(v)| = €(¢v) |v|| pour tout z > 0, et
en faisant tendre ¢ vers 0 il vient M (v) = 0. Comme v était arbitraire, M = 0.

Exemple 2.4. Pour les applications f : R — R, on a que f est dérivable en a si la limite

f(t)— f(a)

. gl
lim =~ == = f'(a) (33)
existe. On voit alors que f est également différentiable en a, on peut réécrire la limite comme
r)—jla
JOZTE) L, @) +0(1) < £0) = fl@) + f@)(t~a) volle—a). (34

On voit donc que f est différentiable en un point a si et seulement si elle est dérivable en ce point et
la différentielle de f en a est la multiplication par f(a).

Proposition 2.5. Soit f: U < R" — R" une fonction et soit a€ U. Si f est différentiable en a, alors
f est continue en a.

Démonstration. On sait qu’une application linéaire R” — R™ est continue, si f est différentiable en
a, alors

f(b) = f(a) +Daf (b—a)+o(|b—al) (35)
et donc lorsque b — a on a que b —a — 0 donc par continuité des applications linéaires on a que
D,f(b—a) — 0 et finalement

f(b) — fl(a). (36)
OJ
Exemple 2.6. Une application linéaire L : R" — R" est différentiable sur R” et pour tout a € R”

D,L=L. (37)
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En effet L(a +v) = L(a) + L(v) exactement, le reste est nul. De méme une application constante est
différentiable de différentielle nulle.

Exemple 2.7. Soit B : R" x R" — R? une application bilinéaire. Alors B est différentiable sur R" x
R™ et, en un point (a,b),

D()B(u,v) = B(u,b) + B(a,v). (38)
En effet, par bilinéarité,

B(a+u,b+v) =B(a,b) +B(u,b) + B(a,v) + B(u,v) (39)
et comme B est bilinéaire en dimension finie il existe C > 0 telle que |B(u,v)| < Cllu|| |v||, de sorte
que le terme B(u,v) estun O(| (u,v)|*) = o(|(u,v)|)). L application (i, v) — B(u,b)+ B(a,v) est bien
linéaire.

Ce calcul contient en germe toutes les regles de dérivation de produits : produit de deux fonctions,
produit scalaire, produit vectoriel, produit matriciel.

Exemple 2.8. La fonction f(x) = |lx|* = (x,x) est différentiable sur R” et D, f(v) = 2{a,v) : c’est le
cas particulier de 1’exemple [2.7| appliqué au produit scalaire. En revanche la fonction x — |x| n’est
pas différentiable en O : en dimension 1 c’est la fonction valeur absolue.

Proposition 2.9 (Composition et reégle de la chaine). Soit f : U c R" > R" et g:V < R" — R? et
supposons f(U) < V. Soitac U, si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors go f
est différentiable en a et on a

Dy(go f) =Dya)g°Daf- (40)

La formule de la différentielle d’une composition de fonction est appelée formule de la chaine.
Une astuce pour se rappeler de cette formule, se rappeler de la formule de la dérivation des fonctions
composées a une variable : (go f) = f'-g' o f.

Démonstration. Notons A = D, f € L(R",R™) et B= Dy, g € L(R™,RP). Par définition de la diffé-

rentiabilité, il existe deux fonctions o et 3, définies au voisinage de 0 dans R” et R” respectivement,
telles que o(0) =0, B(0) =0 et

flatv) = fla)+AW)+a(v), o) =o([v]) (41
g(fla) +u) = g(f(a)) + B(u) +Blu), [Bw)] = o([ul)- (42)
Posons u(v) = A(v) +o(v), de sorte que f(a+v) = f(a)+u(v). On a d’abord la majoration
Juw) < [Allgp [V + llae(v) [ = OCvi))- (43)
En substituant u = u(v) dans on obtient
gofla+v)=g(f(a)) +B(A(v)) +B(av)) + B(u(v)). (44)

Il reste a voir que les deux derniers termes sont négligeables devant |v|. D’une part |B(o(v))| <

|Bllop [(v)]| = o([[v]). D autre part B(u(v)) = o(|u(v)]) = o(O(|v])) = o(|v]) par @3). Comme

B oA est linéaire, ceci prouve que go f est différentiable en a de différentielle Bo A. 0J
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Proposition 2.10. Soit f,g: U c R" - R" et ac U, si f et g sont différentiables en a, alors pour
tout A € R les fonctions Af et f + g le sont aussi et

(1) Da(xf) = }VDaf-
(2) Da(f+g) = Duf +Dqg.

Side plus B: R™ x R™ — R est une application bilinéaire, alors x — B(f(x),g(x)) est différentiable
en a et

Dy (B(f,8))(v) = B(Daf(v),8(a)) +B(f(a), Dag(v))- (45)

Démonstration. Comme I’espace des applications linéaires de R"” vers R™ est un espace vectoriel,
il est clair sur la définition que Af et f + g sont différentiables en a avec les différenticlles
annoncées.

Pour la seconde assertion, considérons I’application & = (f,g) : U — R™ x R™. Elle est diffé-
rentiable en a de différentielle v — (D, f(v),D,g(v)) par la proposition ci-dessous. Comme
B(f,g) = Boh et que B est différentiable par ’exemple la formule de la chaine donne

Dy(Boh)(v) = Dya)B(Dah(v)) = B(Daf(v),8(a)) + B (f(a), Dag(v))- (42

Exemple 2.11. En appliquant la proposition [2.10] aux applications bilinéaires usuelles on obtient,
pour f:U — RetX,Y : U — R3 différentiables en a :

Do(fX)(v) = Daf(v)X(a)+ f(a) DaX(v), (47)
Dy(X,Y)(v) = (DaX(v),Y (a))+(X(a),DaY (v)),. (48)
Proposition 2.12. Soit f = (fi,...,fm) : U = R* — R™ une fonction et a € U, alors f est différen-

tiable en a si et seulement si chaque fonction coordonnée f; est différentiable en a.

Démonstration. Soit T; : R™ — R la projection sur la i-éme coordonnée, i.e ;(y1,...,ym) = yi- C’est
une application linéaire donc différentiable. Comme f; = ;o f on a que si f est différentiable en un
point a toutes les fonctions coordonnées le sont également.

Réciproquement, supposons que toutes les fonctions coordonnées f; soient différentiables en a,
on a alors pour touti=1,...,m

fi(b) =p—a fila) + Dafi(b—a) +o(|b—al). (49)
Et cela donne
f1(b) fi(a) +Dafi(b—a)+o(|b—al)
fy=1{ + |= : (50)
S (D) Jm(@) +Dafm(b—a)+o(|b—al)
Dy fi(b—a)
= fla)+ : +o([b—al). (51)
Dgfm(b—a)
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On voit que f est différentiable en a et D, f : R" — R™ est ’application linéaire dont la i-€me
coordonnée est la forme linéaire D, f;. O

Corollaire 2.13. Toute application polynomiale f : U < R" — R™ est différentiable.

Démonstration. Par la proposition [2.12| on peut supposer m = 1. Les fonctions coordonnées x — x;
sont linéaires donc différentiables, et par la proposition[2.10|I’ensemble des fonctions différentiables
en un point est stable par combinaison linéaire et par produit. Tout polyndme s’obtient a partir des
x; et des constantes par ces deux opérations. 0

Définition 2.14 (Application différentielle). On peut associer a toute application linéaire L : R" —
R™ sa matrice dans les bases canoniques de R” et R™, qui est de taille m x n. Si f : U < R" - R"
est différentiable, on appelle différentielle de f 1’application

Df:acU — Duf € Myxn(R) = R™ (52)

qui a chaque point a associe la matrice de la différentielle de f en a par rapport aux bases canoniques
de R" et R™.

Exemple 2.15. Si L: R" — R" est linéaire, alors la différentielle DL de L est I’application constante
égale a L.

2.3. Dérivées partielles.

Définition 2.16. Soit f: U < R" — R™ une fonction, a € U et ve R". On dit que f admet une dérivée
dans la direction de v si la limite
. flat+wv)—fla)
an(a) B zl—r>r(1) t
existe. En particulier, on voit que si f est une fonction scalaire, alors 0, f est également une fonction
scalaire.
En particulier, les dérivées partielles de f en a sont les dérivées directionnelles par rapport aux
vecteurs de la base canonique (eq,...,e,). On notera souvent d,, = 0; 0u 0, = Oy, OU 0, = a% ol X;

désigne la i-eme coordonnée.

e R" (53)

Remarque 2.17. Remarquons que si 0, f(a) existe alors 0y, f(a) existe pour tout A € R et vaut
Aoy f(a) : Iapplication v — 0, f(a) est toujours homogene de degré 1. Elle n’a en revanche aucune
raison d’étre additive, voir I’exemple 2.22]

Lemme 2.18. Soit f: U < R" — R™ une application et a € U, alors les dérivées partielles 0; de f
en a peuvent se calculer de la facon suivante. Si a = (ay, ... ,a,), soit 0; la fonction
(I)i:tEI*—’f(al,...,di_l,ai+l,ai+1,...,an) (54)

définie sur un intervalle ouvert I 3 0 assez petit pour que le point reste dans U, alors 0;f (a) existe si
et seulement si O; est dérivable en O et dans ce cas

0if (@) = ;(0). (55)
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Autrement dit pour calculer une dérivée partielle par rapport a une coordonnée x;, il suffit de consi-
dérer les autres coordonnées comme des constantes et de ne dériver que par rapport a la coordonnée
Xi.

Proposition 2.19. Soit f : U = R" — R une application différentiable en a € U, alors [ admet une
dérivée dans toute direction, on a

Ovf(a) =Dgyf(v) pourtoutveR", (56)

et la matrice de la différentielle D, f dans les bases canoniques est la matrice des dérivées partielles
des fonctions coordonnées :

ofj

D,f = < P (a)) < i<m € Myxn(R), (57)
1<i<n

ou j est l’indice de ligne et i I’indice de colonne. Cette matrice s’appelle la matrice jacobienne de f

en a et se note aussi Jac, f.

Démonstration. Soit v € R". En appliquant la définition [2.2| au vecteur #v on obtient

fla+tv) = f(a) +1Daf(v) +o(lt|[v]), (58)
d’ou en divisant par 7 et en faisant tendre 7 vers 0 I’existence de 0, f(a) et I’égalité (56). La i-eme
colonne de la matrice de D, f est le vecteur D,f(e;) = 0if(a) = (0ifi1(a),...,0ifm(a)), ce qui est
exactement (57). O

Remarque 2.20. Attention la réciproque est fausse! Il ne suffit pas d’admettre une dérivée dans
toutes les directions pour étre différentiable. La raison est claire : une dérivée directionnelle est une
information unidimensionnelle, elle ne teste le comportement de f que le long d’une droite, alors
que la différentiabilit¢ demande un contrdle uniforme dans toutes les directions a la fois. Les trois
exemples suivants montrent a quel point la situation peut étre mauvaise.

Exemple 2.21. La fonction

Xy
f(xuy) - x2+y27

admet des dérivées partielles en (0,0) : en effet f est identiquement nulle sur les deux axes donc

01f(0,0) = 02f(0,0) = 0. Pourtant f n’est méme pas continue en 1’origine puisque f(x,x) = 1/2

pour tout x # 0. En particulier f n’est pas différentiable en (0,0) par la proposition

£(0,0)=0 (59)

Exemple 2.22. La fonction

X3

x%+y?’
est continue en (0,0) car |g(x,y)| < ||, et elle admet une dérivée dans toutes les directions : pour
V= (O(,, B) 5& 0’

g(x,y) = g(0,0)=0 (60)

gro,1p) 3o’ o o’ 61
t 202+ B2)  a2+Pp2 -0 a2+p2
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Mais I’application v — 0,g(0,0) n’est pas linéaire, alors qu’elle devrait coincider avec D(0,0)8 par la
proposition : la fonction g n’est donc pas différentiable en 1’origine. Concretement, les dérivées
partielles valent 1 et 0, donc la seule candidate pour la différentielle serait (o, ) — a; or le long de
la diagonale g(x,x) —x = —x/2 n’est pas un o( | (x,x)|).

Exemple 2.23. Le pire est possible : la fonction

h(x,y) Xy h(0,0) =0 (62)
x = — =

7y x4 + y2 Y )

admet une dérivée dans toutes les directions en I’ origine (elles sont toutes nulles le long de 1’axe des
x, et valent o /B dans la direction (o, B) avec B # 0), et pourtant / n’est pas continue en (0,0) : le

long de la parabole y = x> ona h = 1 /2. Les droites ne suffisent donc pas a détecter la continuité.
Le cas des fonctions a valeurs scalaires mérite une notation particuliere.

Définition 2.24 (Gradient). Soit f: U < R" — R une fonction différentiable en a. La différentielle
D, f est alors une forme linéaire sur R" ; par dualité il existe un unique vecteur grad f(a) € R", appelé
le gradient de f en a et noté aussi Vf(a), tel que

D,f(v) = <gradf(a), v) pour tout v e R”. (63)
Dans la base canonique, ses coordonnées sont les dérivées partielles :
of of
df(a) = D)), 64
erad (@)~ (3@ L) (64
Remarque 2.25. L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne, pour |v|| = 1,
|0vf(a)] = [Cgrad f(a),v)| < |lgrad f(a) ], (65)

avec égalité si et seulement si v est colinéaire a grad f(a). Autrement dit, lorsque grad f(a) # 0, le
gradient indique la direction dans laquelle f croit le plus vite, et sa norme est la pente maximale.
Nous verrons a la remarque qu’il est de plus orthogonal aux lignes de niveau.

Proposition 2.26. Soit f : U = R" — f(U) < R" un homémomorphisme, c’est a dire que g = f~'
f(U) - U existe et est continue. Soit a € U tel que f est différentiable en a et D,f est inversible,
alors g différentiable en b = f(a) et

Dyg = (Daf) ™" = (Dp-1()) " (66)
Démonstration. Soit ¢ dans un voisinage de b, on veut montrer que
g(c) —g(b) = (Daf) ™' (c —b) = (|~ b]). (67)

Soit k = ||(Daf) ™! Hop, pour tout x € U notons y = f(x) on a par définition de la différentiablitié¢ en a
que lorsque x — a
y=b—=Duf(y—b) = |x—ale(x) (68)
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avec lim,_,, €(x) = 0. Et donc
|x—al = [(Daf) "' Daf(x—a)| < k[Daf(x—a)| <k(ly b +[x—al lex)]).  (©9)
Ainsi, il existe r > 0 tel que pour tout x € B(a, r), |g(x)| < ﬁ et alors
|x—al < 2k|y—b]|. (70)

L’ouvert f(B(a,r)) est un voisinage de b, on prend ¢ dans ce voisinage. Lorsque ¢ — b on a que
g(c) — a et donc par la différentiabilité en a cela donne

c—b—Daf(g(c) —a) =c—p €(g(c))[8(c) —al. (71)
avec €(g(c)) — 0 lorsque On applique (D, f)~! a cette égalité :
(Daf) ™ (c=b) +8(c) = (b) =c—p |g(c) —al (Daf) ' (€'((c)))- (72)
On définit (c) par 1’égalité
|6~ cle(e) = lg(c) —all (Daf)~ (€' (5(c))). (73)
Montrons que €(c) — 0 lorsque ¢ — b. Comme ¢ € f(B(a,r)) on a que
lg(c) —al < 2k|c—b| (74)
par (70), donc
le(e)] < 2k [ (Daf) ™" (€' (g(c)))] - (75)
Or lorsque ¢ — b on a que g(c) — a et donc €' (g(c)) — 0 et le résultat suit. O

2.4. Fonctions de classe C'. Nous avons vu que I’existence des dérivées partielles n’entraine pas
la différentiabilité. Il suffit pourtant d’une hypothese de continuité pour rétablir I’'implication : c’est
le théoreme [2.29] Commengons par le résultat suivant.

Théoreme 2.27 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : U < R" — R™ une fonction différen-
tiable et soient a,b € U tels que le segment [a,b] = {a+t(b—a) |t € [0,1]} soit contenu dans U.
Alors

[f(B) = fla)| < < sup Dcf|!op> |b—al. (76)

c€la,b]

En particulier, si U = B(c,r) est une boule ouverte, alors pour tout a,b € U

|f () = fla)] < SlelgHDfoop |b—al. (77)

Démonstration. Notons M = sup,c(, p| |[De f/op> que I”on peut supposer fini. Posons u = f(b) — f(a) ;
siu =01l n’y arien a démontrer, on suppose donc u # 0. Considérons la fonction

@:1€|0,1] - (u,f(a+t(b—a)))eR. (78)
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Elle est continue sur [0, 1] et dérivable, de dérivée ¢'(r) = (u, Dyii(p—a) f(b— a) ) par la formule de la
chaine. Le théoréme des accroissements finis (theoreme- fourmt 0€]0,1[ tel que ©(1) —@(0) =
¢'(0), c’est-a-dire

ul® = Cu, f(b) = f(a)y = (w,Dcf(b—a)y,  c¢=a+6(b—a)ea,b]. (79)
Par Cauchy—Schwarz, |u[* < |u [Defllop |6 —al < [u M6 —al, et en divisant par [u] # 0 on ob-

tient (76)).

Si U est une boule ouverte, alors pour tout a,b € U, le segment [a, b] est inclus dans U et le résultat
suit. O

Corollaire 2.28. Soit U < R" un ouvert connexe et f : U — R différentiable avec D,f = 0 pour
toutac U. Alors f est constante.

Démonstration. Soitce U et A= f~1({f(c)}). L’ensemble A est fermé dans U par continuité de f.
Il est aussi ouvert : si a € A, soit r > 0 tel que B(a,r) U ; la boule étant convexe, le théoreme
s’applique a tout b € B(a,r) et donne | f(b) — f(a)| < 0, donc B(a,r) = A. Comme A est non vide et
que U est connexe, A = U. O

Théoreme 2.29. Soit f: U < R" — R™ une fonction et a € U. On suppose que les dérivées partielles
O1f,...,0nf existent en tout point d’un voisinage de a et qu’elles sont continues en a. Alors f est
différentiable en a.

Démonstration. Par la proposition on peut supposer m = 1. Soit r > 0 tel que B(a,r) < U et que
les dérivées partielles existent sur B(a,r). Soit v = (vy,...,v,) avec |v| < r. Introduisons les points
intermédiaires

po = a, pk=a+2v,~e,~ (1 <k<n), (80)

de sorte que p, = a+v et que |px —a| < |v| < r, donc tous ces points sont dans B(a,r). On écrit
alors la somme télescopique

fla+v)— Z f(p-1)). 81)

Pour chaque £, les points px_1 et px = px—1 + vkex ne différent que par la k-eéme coordonnée. La
fonction 1 — f(py_1 +tey) est dérivable sur I’intervalle correspondant, de dérivée O f (pr—1 +tex);
le théoréme fournit donc un point ¢, sur le segment [pi_1, py] tel que

f(pr) = f(pr—1) = O f(cr) vi- (82)

Notons que |cx —a < |v|. En retranchant la quantité ), 0 f(a)vk on obtient

fla+v)— Z@kf

= > (S () — Ouf(a)) \VHZ\akf k) —okfla)l. (83)
k=1
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Lorsque v — 0 on a ¢ — a pour tout k, et par continuité des dérivées partielles en a la somme du
membre de droite tend vers 0. Le membre de gauche est donc un o(||v|), ce qui prouve que f est
différentiable en a de différentielle v — >, 0 f(a)vk. O

Définition 2.30. On dit que f: U < R* — R" est C! ou continiiment différentiable si ’application
différentielle

Df : U — Myxn(R) = R™ (84)

est bien définie et continue. De fagon équivalente par la proposition [2.19| et le théoreme [2.29] il
est équivalent de demander que toutes les dérivées partielles des fonctions coordonnées existent et
soient continues sur U.

Par récurrence, on définit pour tout k > 1 la classe des fonctions C* : une fonction f: U  R* — R™

est Ck+1 si elle est CK et si pour tout i, ..., i € {1,...,n} et pour tout j = 1,...,m la fonction
0 0
axl_] axik<fJ) - ( )

est C1. On dit que f est C* ou lisse si elle est C* pour tout k > 1.
De facon équivalente, f est C* si et seulement si f est différentiable et Df : U — R™ est C¥~1.

Remarque 2.31. Le théoreme [2.29]justifie a posteriori cette définition et fournit le critere pratique
suivant, qu’on utilisera systématiquement :

Une fonction est C' si et seulement si ses dérivées partielles existent et sont continues.

On prendra garde a ce que les trois conditions suivantes sont, dans cet ordre, de plus en plus fortes
et deux a deux non équivalentes : (i) f admet des dérivées partielles en a; (i1) f est différentiable en
a; (iii) f est C! au voisinage de a. Les exemples et montrent que (i) n’implique pas (ii) ;
I’exercice [2.55| montre que (ii) n’implique pas (iii).

Proposition 2.32. Soient f : U < R* — R™ et g : V < R™ — R? de classe C* avec f(U) c V,
ke N* U {oo}. Alors go f est de classe C*. De méme toute combinaison linéaire et tout produit de
fonctions C* est C*.

Démonstration. Pour k = 1 : la formule de la chaine donne Jac,(g o f) = Jac f(a)8 - Jacq f, et le
membre de droite est continu en @ comme composée et produit d’applications continues (le produit
matriciel est bilinéaire donc continu). Le cas général suit par récurrence sur k, puisque les coefficients
de Jac(g o f) sont des polyndmes en les dérivées partielles de g évaluées en f(a) et cellesde f. O

2.5. Dérivées d’ordre supérieur et lemme de Schwarz.

Théoréeme 2.33 (Lemme de Schwarz). Soit f : U < R" — R une application C?, alors pour tout
i,je{l,....n}
&-ajf = &jé’,f (86)
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Démonstration. Comme I’énoncé ne fait intervenir que deux variables, on peut supposer n = 2, les
autres coordonnées étant gelées. Notons ¢ = (c1,c¢3) € U le point considéré et introduisons, pour s,
petits, I’accroissement double

A(s,t) = f(c1+s,c0+1) — fc1 +5,¢2) — fler,co+1) + fc1,¢2). (87)
L’expression A est symétrique en les deux variables, au sens ol on peut la regrouper de deux facons.
Posons d’abord @(x) = f(x,c2 +1) — f(x,c2), de sorte que A(s,7) = ¢(c; +5) — @(cy). La fonction ¢
est dérivable et le théoréme donne 6 €]0, 1 tel que

A(s,t) = s¢'(c) +0s) = s (01 f(c1 +0s,c2 +1) — 01 f(c1 +6s,¢2)). (88)

En appliquant a nouveau le théoreme ala fonction y — 01 f(c1 +0s,y), qui est dérivable puisque
f est C2, on obtient & €]0, 1[ tel que

A(s,t) = st 201 f(c1 +0s,¢c + ell‘). (89)
En faisant tendre (s,) vers (0,0) avec s, # 0 et en utilisant la continuité de d>0; f on obtient
A(s,t
(5,0) 0221 f(e). 90)

st (s,£)—(0,0)

En reprenant le méme raisonnement avec le regroupement y(y) = f(c1 +s,y) — f(c1,y), pour lequel
A(s,1) =y(c2 +1) —y(c2), on obtient de la méme fagon que A(s,#)/st tend vers 0102 f (c). Par unicité

de la limite, 0, azf(c) = azglf(c). O
Corollaire 2.34. Si f est de classe C*, alors pour tout | < k et toute permutation & de {1,...,1} on
ady---0,f = (3,~6(1) T aic(z)f' En particulier I’ordre de dérivation n’a pas d’importance et on peut

noter sans ambiguité

olod

o oy, ?
oxy" -+ Oxp"

0%f = oaeN" |a| =0+ -+ 0, <k. 1)

Démonstration. Toute permutation est produit de transpositions de deux indices consécutifs, et le
lemme de Schwarz permet précisément d’échanger deux dérivations consécutives. 0

Définition 2.35 (Hessienne). Soit f: U « R* — R de classe C? et a € U. La matrice hessienne de f
en a est la matrice

Hess, f = (0;0;f(a)) 1<i.j<n € Muxn(R). (92)
Par le lemme de Schwarz, ¢’est une matrice symétrique. On lui associe la forme quadratique Q,(v) =

(Hessqa f-v,v) = 3 ; 0i0jf(a)viv;.

Théoréme 2.36 (Formule de Taylor—Young 4 I’ordre 2). Soit f : U = R" — R de classe C* etac U.
Alors

fla+v)=,_0 f(a)+{grad f(a),v) + %<Hessaf V) + o(Hsz). (93)
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Démonstration. Soit r > 0 tel que B(a,r) < U et soit ||v| < r. Posons g(¢) = f(a+1tv) pourt € [0,1]:
par la formule de la chaine g est C? et

g(t) =(gradfla+tv),vy,  ¢"(t) =D 0id;f(a+tv)v;. (94)
i,J
La formule de Taylor avec reste intégral (théoreme|1.18)) donne
1

e() = £(0)+£/0)+ | (1-0g" () 95)
d’oli, puisque S(l)(l —t)dt =1/2,
1
fla+) = fla) = Cerad fla)))= 30,0) = | (1= ("0 =" O) . ©6)
Or
8"(1) = 8"(0)| < [v|* Y ]0i0j fa+tv) — 6,0 f (@)] < v|> n(v) 97)

]
0i0jf(a+u)—0i0;f (a)} tend vers 0 quand v — O par continuité des déri-

Ol N(v) = SUPJu| <y 25
vées secondes en a. Le membre de droite de (06)) est donc majoré en valeur absolue par [v|*n(v)/2 =
o([v[*). O

Remarque 2.37. On en déduit comme 2 une variable 1’étude des extrema locaux : si f est C et admet
un extremum local en a, alors grad f(a) = 0 (on dit que a est un point critique). Réciproquement, si a
est un point critique et si Hess, f est définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum
(resp. maximum) local strict; si Hess,, f a des valeurs propres de signes opposés, a est un point selle.

2.6. Difféomorphismes, inversion locale et fonctions implicites.

Définition 2.38. Soient U — R" et V < R" deux ouverts et k € N* U {o0}. Une application f : U —V
est un CX-difféomorphisme si f est une bijection de classe C* dont la réciproque f~!:V — U est
également de classe C*.

Proposition 2.39. Si f : U — V est un C'-difféomorphisme, alors pour tout a € U la différentielle
D, f est un isomorphisme linéaire et

Dy (f71) = (Duf) . (98)

En particulier n est bien déterminé et detJac, f # 0 en tout point.

Démonstration. 11 suffit de différentier les identités f~!o f = idy et fo f~! = idy en utilisant la
formule de la chaine et I’exemple 2.6 O

La réciproque est vraie localement : c’est le théoreme d’inversion locale. Sa démonstration est
notre premiere application du théoreme du point fixe de Banach. Nous aurons besoin du lemme
suivant d’algebre linéaire.
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Lemme 2.40. L’ensemble GL,(R) des matrices inversibles est un ouvert de My, (R) et I’applica-
tionInv : A € GL,(R) — A~! € GL,(R) est de classe C*.

Démonstration. L application A — detA est polynomiale donc continue, et GL, (R) = {det # 0} est
I’image réciproque d’un ouvert. La formule des cofacteurs A~! = (detA)~!’com(A) exprime chaque
coefficient de A~! comme une fraction rationnelle en les coefficients de A dont le dénominateur ne
s’annule pas sur GL,(R). O]

On énonce aussi le résultat suivant qui nous servira pour la preuve du théoréme d’inversion locale.

Proposition 2.41. Soit f : U c R" — V < R" de classe C*. Si f est un homéomorphisme et pour tout
aeU,D,f est inversible, alors g = f~! est également C*

Démonstration. Par la proposition on sait que g : V — U est différentiable sur V et on a la
formule
Dg =InvoDfog. (99)
On procéde par récurrence sur k. Si k = 1, alors f est C' et Df est continue. Comme g est continue
et Inv est C* on a que Dg est continue et donc g est C!.
Maintenant, supposons la proposition vraie pour un entier k et soit f de classe C**!, alors f est
en particulier C* donc par hypothése de récurrence g est CK. L’application Df est C* car f est C**!
donc comme Inv est lisse on a que Dg est C* et donc g est CK+1. [

Théoréme 2.42 (Inversion locale). Soit f: U < R" — R" une application de classe C¥, k > 1, et soit
a e U tel que D,f soit inversible. Alors il existe un ouvert V. U contenant a et un ouvert W < R”"
contenant f(a) tels que fiy : V — W soit un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. Réductions. Quitte a remplacer f par x — (D, f)_l (f(x+a)—f(a)), ce qui ne
change ni les hypotheses ni la conclusion, on peut supposer
a=0, f(0)=0, Dof =id. (100)
Choix du rayon. Posons g(x) = x — f(x), de sorte que Dog = 0 et g(0) = 0 Comme f est C!,
’application b — Djg est continue et il existe r > 0 tel que B(0,2r) < U et
1 —
IDb8lop < 5 pour tout b € B(0,2r). (101)

Par I’inégalité des accroissements finis (théoreme | on a que g est %-lipschitzienne sur B(0,2r)
et donc g(B(0,2r)) < B(0,r). De plus, on a que f est injective sur B(0,2r) en effet si f(a) = f(d')
avec a,d’ € B(0,2r) alors
1
g(a) ()] = |a—d| < 5 la—d| (102)
etdonc |la—d’| =0 = a=d'. Soit ¢ I’espace des fonctions continues de B(0,r) vers B(0,2r) :
€ = ¢ (B(0,r),B(0,2r)) . (103)
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C’est un espace de Banach munie de la distance de la convergence uniforme par la proposition[I.§]
On pose I’ opérateur

Y:he€ —id+gohe?. (104)
Montrons que ¥ est bien défini. On a par définition h(B(0,r)) = B(0,2r) et comme g est 1/2-
Lipschitzienne cela donne goh(B(0,r)) < g(B(0,2r)) < B(0,r) et donc
(id+goh)(B(0,r)) = B(0,2r). (105)
Donc ¥(h) € € et ¥ est bien définie. On a que W est 1/2-contractante car

/ / 1 /
) )|, = [gon—gon], < 2 ln-w], (106)

Par le théoreme du point fixe de Banach, ¥ admet un point fixe i et ¥(h) = h donne
h=id+goh=id+(id—f)oh=id = foh. (107)

Maintenant, soit W = B(0,r) et V = f~1 (W) n B(0,2r). Par construction on a que la fonction f induit
f:V — W qu’on note encore f. Comme V < B(0,2r) on a que f est injective et f est surjective car
idw = foh. Donc f est un homéomorphisme de V vers W et h: W — V est son inverse. On a
alors que 4 : W — V est également de classe C* par la proposition et f:V — W est bien un
difféomorphisme de classe C. 0J

Remarque 2.43. L’énoncé est purement local et ne peut pas I’étre davantage : I’application f(x,y) =
(e*cosy,e*siny), c’est-a-dire 7 — € vue dans C ~ R?, a une différentielle inversible en tout point
mais n’est pas injective puisqu’elle est 2im-périodique.

Théoreme 2.44 (Fonctions implicites). Soit f: U < R" x R" — R™ de classe Ck k=1, et soit
(a,b) € U tel que f(a,b) = 0. On note 0yf(a,b) € L(R™,R™) la différentielle partielle par rapport
aux m derniéres variables. Si 0, f (a, b) est inversible, alors il existe des ouverts Asadans R" et B3 b
dans R™ avec A x B < U, et une application ¢ : A — B de classe C¥, tels que pour tout (x,y)eAxB

f(x,y) =0 <= y=0(x). (108)
De plus
D,9 = —(&yf(a,b)) " 0 dkf(a,b). (109)

Démonstration. Considérons F : U — R" x R™ définie par F(x,y) = (x, f(x,y)). Elle est de classe
C* et sa matrice jacobienne en (a,b) s’écrit par blocs

1, 0
Jacian) F = (axﬂa,b) ayf<a,b>)’ (110)

qui est inversible puisque triangulaire par blocs a blocs diagonaux inversibles. Le théoréeme d’in-
version locale fournit des ouverts Q > (a,b) et Q' 3 F(a,b) = (a,0) tels que F : Q — Q' soit un
Ck-difféomorphisme. Par construction F~! est de la forme F~!(x,z) = (x,y(x,z)) avec y de classe
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C*. Quitte a rétrécir, choisissons A x Bc Qavec Asa, BabetA x {0} = @', et posons @(x) = y(x,0).
Alors pour (x,y) €A X B

fy) =0 = F(xy) = (x,0) = (x,y) =F'(x,0) = y=0(x). (111)

Enfin, en différentiant I’identité f(x,(x)) = 0 au point a par la formule de la chaine on obtient

Oxf(a,b)+ 0dyf(a,b) oDy = 0, d’ou (109). O]
Exemple 2.45 (Coordonnées polaires). L’application

®:(r,0) € Rag x |—T,7t[ —> (rcos®,rsin®) e R? (112)
est un C*-difféomorphisme sur son image R?\ (R<g x {0}), et

cos@ —rsinB
Jac(,.g) P = <sin9 030 ) , detJac(,.q) P =r>0. (113)

Ce déterminant réapparaitra au chapitre [3|dans la formule de changement de variables.
Exemple 2.46 (Coordonnées sphériques). De méme

Y (r,0,0) = (rsinBcosd, rsinOsind, rcoso) (114)
définit un C*-difféomorphisme de R~ x ]0, %[ x ]—7, %[ sur son image, et detJac'¥ = rsin®.

Remarque 2.47 (Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau). Soit f: U < R" — R de classe
C'etae U tel que grad f(a) # 0, disons 0, f(a) # 0. Le théoréme des fonctions implicites appliqué
a f — f(a) montre qu’au voisinage de a I’ensemble de niveau

S={beU|f(b) = f(a)} (115)

est le graphe d’une fonction C! de n— 1 variables : ¢’est une hypersurface. De plus, siy: |—€,&[ — X
est une courbe C! tracée sur T avec y(0) = a, alors en dérivant f oy= f(a) on obtient

(grad f(a),Y(0)) =0. (116)

Le gradient est donc orthogonal a tous les vecteurs tangents a £ en a : il dirige la normale a I’hy-
persurface de niveau. Cette observation sera le point de départ de 1’étude des surfaces au chapitre

Bl

2.7. Les opérateurs de ’analyse vectorielle. Nous pouvons enfin introduire les trois opérateurs
différentiels qui donnent son nom a ce cours. Dans toute cette section, U désigne un ouvert de
R3, dont les coordonnées sont notées (x,v,z); on appelle champ de vecteurs sur U une application
X : U — R3, et fonction ou champ scalaire une application f : U — R.
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Définition 2.48. Soit f: U — R de classe C' et X = (P,Q,R) : U — R? un champ de vecteurs de
classe C!. On pose

gradf = (axf7 ayf: aZf)a (117)
divX = 0P+ 3,0 + 0;R, (118)
rotX = (6,R — 3,0, 0;P — OxR, 0,0 — O,P). (119)

Ainsi grad transforme une fonction en champ de vecteurs, rot un champ de vecteurs en champ de
vecteurs, et div un champ de vecteurs en fonction. Si f est C2, on définit également le laplacien

Af =divgrad f = 07 f + 05 f + 02 f. (120)

Remarque 2.49 (L’opérateur nabla). Il est commode d’introduire le symbole formel V = (0, dy, 0;)
et de traiter les trois opérateurs comme des produits :

gradf = Vf, divX =(V,X), rotX =V A X. (121)

Cette notation est un moyen mnémotechnique tres efficace, en particulier pour retrouver la formule
du rotationnel comme un déterminant formel

er O P
rotX =det| e oy Q| (122)
e3 0; R

mais il faut se rappeler que V n’est pas un vecteur : ses « coordonnées » ne commutent pas avec les
fonctions.

Proposition 2.50. Soient f,g:U — RetX,Y : U — R> de classe C'. On a
(1) grad(fg) = fgradg + g grad f.
(2) div(fX) = fdivX +{grad f,X).
(3) rot(fX) = frotX + grad f A X.
(4) div(X AY) = (rotX,Y)—<(X,rotY).
Démonstration. Ce sont des calculs directs a partir des définitions, en utilisant la regle de Leibniz

pour les dérivées partielles. Démontrons par exemple (2) : si X = (P,Q,R) alors fX = (fP,fQ, fR)
et

div(fX) = 0x(fP) + &,(fQ) + 0-(fR) = [ (0xP + 0yQ + O:R) + Poxf + Qv f + RO f,  (123)
ce qui est exactement 1’égalité annoncée. Les autres se traitent de la méme facon. 0

Théoreme 2.51. Soit f: U — R de classe C> et X : U — R® un champ de vecteurs de classe C>.
Alors

rot(grad f) =0 et div (rotX) = 0. (124)
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Démonstration. Les deux identités sont des conséquences immédiates du lemme de Schwarz. Pour
la premiére, la premiere coordonnée de rot(grad f) vaut

Oy(0ef) = 20y f) = 0, (125)
et de méme pour les deux autres par permutation circulaire. Pour la seconde, en écrivant X =

(P,O,R),
div(rotX) = & (R — 8.0) + &y (8P — 4R) + & (3,0 — &,P) (126)

et les six termes s’annulent deux a deux par le théoreme [2.33] O

Définition 2.52. Un champ de vecteurs X sur U est dit irrotationnel si rotX = 0, et il est dit conser-
vatif ou a potentiel scalaire s’il existe f : U — R telle que X = grad f. De méme X est a divergence
nulle ou incompressible si divX = 0, et il dérive d’un potentiel vecteur s’il existe Y tel que X =rotY.

Le théoreme [2.51] dit exactement que tout champ conservatif est irrotationnel et que tout champ
dérivant d’un potentiel vecteur est a divergence nulle. Les réciproques sont beaucoup plus délicates :
elles sont vraies sur R? tout entier, ou plus généralement sur un ouvert étoilé, mais fausses en général.

Exemple 2.53. Sur I'ouvert U = R3\ ({0} x {0} x R), ¢’est-a-dire le complémentaire de I’axe Oz, le

champ
X(-x?yuZ) = (x2+y27 xz_’_yz, O) (127)

vérifie rotX = 0 mais n’est le gradient d’aucune fonction définie sur U tout entier. Nous verrons au
chapitre [3] que 1’obstruction se mesure par la circulation de X le long d’un lacet entourant 1’axe, qui
vaut 27 et non 0. C’est le champ magnétique créé par un fil rectiligne infini.

De méme, sur R\ {0} le champ coulombien Y (x,y,z) = (x,y,z)/(x2 + y* +22)3/2 vérifie divY = 0
mais n’est le rotationnel d’aucun champ global : son flux a travers une sphere centrée en 1’origine
vaut 4.

Ces phénomenes, ou une équation différentielle locale n’admet de solution globale que si le do-
maine n’a pas de « trous », constituent le fil conducteur des chapitres suivants. Le lien précis entre
les propriétés topologiques de U et les opérateurs grad,rot,div est I’objet de la cohomologie de De
Rham, que nous n’aborderons pas dans ce cours, mais dont les théoremes de Green, Stokes et Gauss
du chapitre [3 sont les premieres manifestations.

2.8. Exercices.

Exercice 2.54. Etudier la continuité, I’existence des dérivées partielles, 1’existence des dérivées
directionnelles et la différentiabilité en (0,0) des fonctions suivantes, prolongées par O en I’origine :

3 2 3
Xy X x°y X’y o . 1
) , , —_, X“+y7)sin | —— 128
X% +y? x%+y? x4+ y? x*+y? (457 N (128)
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Exercice 2.55. Soit f(t) = t>sin(1/t) pour ¢ # 0 et £(0) = 0. Montrer que f est différentiable sur R
mais n’est pas C!. En déduire un exemple de fonction de deux variables différentiable en tout point
mais dont la différentielle n’est pas continue.

Exercice 2.56. Soit f : R™\ {0} — R une fonction C' homoggne de degré d, c’est-a-dire telle que
f(Aa) = A% f(a) pour tout A > 0 et tout a. Montrer ’identité d’Euler

(gradf(a),a) =d f(a). (129)

Exercice 2.57. Soit
o 0,0)=0 130
f(XaY)—Xym7 f(0,0) = 0. (130)

Montrer que f est C! sur R?, que 0,0, £(0,0) et 0,0, £(0,0) existent mais sont différentes. Pourquoi
cela ne contredit-il pas le lemme de Schwarz ?

Exercice 2.58. Soit f : R — R? définie par f(x,y) = (x> —y?,2xy). Déterminer 1’ensemble des
points ou f est un difféomorphisme local. L’application f est-elle injective ?

Exercice 2.59. Déterminer les points de la courbe {x3 +y? —3xy = 0} au voisinage desquels elle
est le graphe d’une fonction C' de x, et calculer la dérivée de cette fonction en ces points.

Exercice 2.60. Démontrer les identités (1), (3) et (4) de la proposition [2.50 puis établir la formule
rot(rotX ) = grad(divX) — AX, (131)
ou AX désigne le champ obtenu en appliquant le laplacien a chaque coordonnée de X.

Exercice 2.61. Soit X un champ de vecteurs C' sur R? vérifiant rotX = 0. En posant

1
Fla) - JO (X(ta),adr, (132)

montrer que grad f = X. O I’hypothese que le domaine est R? tout entier (et non un ouvert quel-
conque) est-elle utilisée ?

3. INTEGRALES ET THEOREMES DE STOKES

Nous y construisons d’abord les différentes notions d’intégrale dont on a besoin en dimension
supérieure : intégrales multiples sur des domaines de R”, intégrales le long d’une courbe, intégrales
sur une surface. Nous démontrons ensuite les trois grands théorémes qui relient ces intégrales aux
opérateurs grad, rot et div introduits au chapitre [2]: le théoréme de Green—Riemann dans le plan, le
théoreme de Stokes pour le rotationnel et le théoreme de la divergence. Il faut les voir comme trois
avatars d’un unique énoncé, généralisant le théoreme fondamental de 1’analyse

b
j F(1)dt = £(b) — fla) - (133)
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l’intégrale d’une dérivée sur un domaine ne dépend que des valeurs de la fonction au bord du
domaine.

3.1. Intégrales multiples. Nous nous contentons ici de la théorie de I’intégrale de Riemann, suffi-
sante pour les fonctions continues sur des domaines raisonnables. Le lecteur qui connait I’intégrale
de Lebesgue peut lire tout ce qui suit dans ce cadre, plus confortable, sans rien changer aux énoncés.

Définition 3.1. Un pavé compact de R" est un produit P = [aj,b1] x --- X [ay,b,]. Son volume est

Vol(P) = [ [\_,(bi — a;). Une subdivision de P est la donnée, pour chaque i, d’une subdivision de

[ai, bi]; elle découpe P en un nombre fini de sous-pavés Py, ..., Py d’intérieurs deux a deux disjoints.
Pour f: P — R bornée et 6 une subdivision, on pose

2 Vol(P 1nf f,  S(f Z Vol(P sup f. (134)

On dit que f est Rzemann-mtegrable si sups s(f,0) = infsS( f ,0), et on note alors {, f cette valeur
commune.

Proposition 3.2. Toute fonction continue sur un pavé compact P y est Riemann-intégrable.

Démonstration. Soit € > 0. Par le théoreme de Heine (théoréme [I.3)), f est uniformément continue
sur P : il existe & > 0 tel que |x — y| < d entraine | f(x) — f(y)| < €. Si G est une subdivision dont tous
les sous-pavés ont un diametre < , alors supp, f — infp; f < & pour tout j, d’ol S(f,0)—s(f,0) <
eVol(P). O

Lintégrale ainsi définie est linéaire, croissante, et vérifie |§, f| < Vol(P) supp | f]. Le théoréme sui-

vant est 1’outil de calcul fondamental : il ramene une intégrale multiple a une succession d’intégrales
simples.

Théoreme 3.3 (Fubini). Soient P — R? et Q  R? deux pavés compacts et f : P x Q — R continue.

e

Démonstration. Notons g(x SQ x,y)dy, qui est bien définie et continue en x par uniforme conti-
nuité de f sur le compact P x Q. Soit ¢ = (6p,0p) une subdivision produit de P x Q, découpant P
enPetQenQ;. Pourxe Pona
Vol(Q;) inf f < g Vol(Q;) sup f, (136)
; ! PixQ; Z ! PixQj
et en multipliant par Vol(P;) puis en sommant sur i on obtient s(f,0) < {,¢ < S(f,c). Comme f

est intégrable, les sommes de Darboux encadrent aussi SPX 0 f et leur écart tend vers 0; les deux
quantités coincident donc. Le second membre de (133) s’obtient en échangeant les roles de P et

0. O
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Il faut maintenant intégrer sur des domaines qui ne sont pas des pavés. Si D < R” est borné et
f : D — Rest bornée, on choisit un pavé P > D et on pose

~ ~ x) sixeD
ff=ff, f(x>={f() : (137)
D P 0 sinon,
lorsque f est intégrable sur P; cette définition ne dépend pas du pavé choisi. Le probleme est que f
est discontinue le long de 0D, et il faut donc contréler la taille du bord.

Définition 3.4. Une partie A = R” est négligeable si pour tout € > 0 elle peut étre recouverte par
une famille finie de pavés de volume total < €. Un compact D < R" est un domaine quarrable si son
bord 0D est négligeable.

Théoreme 3.5. Si D est un domaine quarrable et f : D — R est continue et bornée, alors f est
intégrable sur D. Le nombre Vol(D) = SD 1 s’appelle le volume ([’aire si n = 2) de D.

Nous admettons cet énoncé, ainsi que le fait que le graphe d’une fonction continue R”~! — R est
négligeable dans R"; c’est ce dernier point qui garantit que les domaines rencontrés en pratique sont
quarrables.

Définition 3.6. Un domaine élémentaire de R? (relativement a 1’axe des y) est un ensemble de la
forme

D={(xy)eR*|a<x<b, ¢i(x) <y<ax)} (138)
avec @ < @y continues sur [a, b]. On définit de méme les domaines élémentaires relativement a I’axe
des x, et en dimension n quelconque.

Corollaire 3.7. Avec les notations ci-dessus, pour f continue sur D,

[ (0 e o 1)

Exemple 3.8. Soit D le disque de centre 0 et de rayon R. C’est un domaine élémentaire avec

Q12(x) = FVR?2 —x2, et
Aire(D J 24/ R2 — x2dx = nR?. (140)

Le dernier outil est la formule de changement de variables, qui généralise la substitution u =
©(t) a une variable. C’est le seul résultat important de ce cours dont nous ne donnerons pas la
démonstration, qui est longue et technique.

Théoreme 3.9 (Changement de variables; admis). Soient U,V deux ouverts de R" et & : U — V
un Cl-difféomorphisme. Soit D — U un domaine quarrable tel que ®(D) =V soit quarrable, et f
continue bornée sur ®(D). Alors

f fy)dy = Jf )) |detJac, @|dx. (141)
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Le facteur |detJac, ®| s’interprete géométriquement : en un point a, la différentielle D,® envoie
un petit cube de c6té h sur un parallélépipede de volume |detJac, P|h", et le déterminant mesure
donc la dilatation infinitésimale des volumes par ®. C’est exactement cette interprétation qui réap-
paraitra au théoréme de Liouville (théoreme §.29).

Exemple 3.10 (Coordonnées polaires et sphériques). Avec les difféomorphismes des exemples
et[2.46]

J f(x,y)dxdy = Jf(rcos 0,rsin0) rdrdo, (142)
D
J f(x,y,z)dxdydz = ff(lp(r,e,q))) r? sin@drdodo. (143)
Q
On en déduit par exemple le volume de la boule de rayon R dans R3 :
R rm T R3 4
Vol(B(0,R)) :J J J r*sin@dododr = 2m- 2 = = §RR3. (144)
0 J0O J-m

Exemple 3.11 (Intégrale de Gauss). En passant en polaires,

2 2 2 2 2n + 2
(J ¢! dt) - J e~ OH) dxdy = J J e " rdrdd =m, (145)
R R2 0 0

d’ou SR e dt = \/T.. (On applique ici le théoréme 3.9|sur des disques de rayon R puis on fait tendre
R vers I’infini.)

3.2. Courbes et intégrales curvilignes.

Définition 3.12. Un arc paramétré de classe C' dans R” est une application y: [a,b] — R" de classe
C'. 1l est régulier si Y(t) # 0 pour tout ¢. C’est un lacet si Y(a) = y(b). On dit que 7y est C' par
morceaux s’il existe une subdivision a =ty < --- < ty = b telle que 7y soit C! sur chaque [t;_1,4];
tout ce qui suit s’étend a ce cadre en sommant sur les morceaux.

Deux arcs y: [a,b] — R" et ¥: [c,d] — R" sont équivalents s’il existe un C'-difféomorphisme
croissant 4 : [c,d]| — [a,D] tel que ¥ = yoh; on dit alors que ¥ est un reparamétrage de y et que les
deux arcs définissent la méme courbe orientée.

Définition 3.13. La longueur de I’arc 7y est

b
Long(y) = f 1Y ()| dr. (146)

Plus généralement, pour f continue au voisinage de I'image de v, I’intégrale curviligne par rapport
a l’abscisse curviligne est

b
des = f FO) [ (1)) de. (147)
Y a
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Définition 3.14. Soit X un champ de vecteurs continu au voisinage de I’'image de V. La circulation
(ou travail) de X le long de 7y est

b
L<X,d€> =J (X (Y(r)),Y (2) ydr. (148)

Proposition 3.15. La longueur et l'intégrale SY fds sont invariantes par reparamétrage, croissant

ou décroissant. La circulation est invariante par reparamétrage croissant et change de signe par
reparamétrage décroissant.

Démonstration. Soity="yohavec h:[c,d] — [a,b] un C'-difféomorphisme. Alors ¥ (1) = i’ (u)Y (h(u))
et le changement de variable t = h(u) a une variable donne

d d b
| . Py au= | X))y =+ [ Cxe) Ve 149)
avec le signe + si & est croissante. Pour le calcul est le méme, mais ||¥ (u)| = |A'(u)]|Y (h(u))]|

fait apparaitre une valeur absolue qui compense le changement d’orientation. 0

Ainsi la circulation dépend de la courbe et de son orientation, mais pas du paramétrage choisi. On
notera —Yy I’arc parcouru en sens inverse, de sorte que S_Y<X ,dl) = — SY (X,dl).

Remarque 3.16 (Formes différentielles de degré 1). Si X = (Py,...,P,), on écrit traditionnellement
®=Prdx; + -+ P,dx,, Jm:f@,d@. (150)
Y Y

L’objet w s’appelle une forme différentielle de degré 1 : c’est la donnée, en chaque point x, de la
forme linéaire v — (X (x),v). En dimension 3, avec X = (P,Q,R), cela s’écrit ® = Pdx+ Qdy+ Rdz.
Cette notation est commode car elle rend le changement de variables automatique.

3.3. Champs de gradients et potentiels.

Théoreme 3.17. Soit U < R" un ouvert connexe et X : U — R" un champ de vecteurs continu. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe f : U — R de classe C' telle que X = grad f;
(2) pour tout lacet C' par morceaux vy tracé dans U, SY<X ,dly=0;
(3) la circulation de X le long d’un arc tracé dans U ne dépend que de ses extrémités.

Dans ce cas f est unique a une constante additive pres et on I’appelle un potentiel de X.

Démonstration. (1)=(3):siX =grad fety:|a,b] — U, alors par la formule de la chaine % fly(r)) =
(grad f(v(1)),Y (z)). donc

bd
|t = [ groena = o) - svia. (151)
Y a
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C’est exactement I’analogue de pour les courbes.

(3) = (2) : un lacet a ses deux extrémités confondues, et sa circulation est donc égale a celle du
chemin constant, a savoir 0.

(2) = (3) : siy et 7, ont mémes extrémités, la concaténation de y; et de —7V; est un lacet, dont la
circulation nulle donne §, =, .

(3) = (1) : fixons un point ¢ € U. Comme U est un ouvert connexe, il est connexe par arcs
et tout point a € U peut étre joint & ¢ par un chemin C! par morceaux v, tracé dans U. Posons

= SYa (X,dl), qui est bien défini par (3). Soita € U et r > 0 tel que B(a,r) = U. Pour |h| < r et

i fixé, on peut aller de ¢ a a + he; en suivant v, puis le segment [a,a + he;], d’ol

h
fla+he)— J (X (a+ se;) e,>ds—f i(a+ se;)ds. (152)
0

Comme X; est continue, le théoreme fondamental de 1’analyse donne 0;f(a) = X;(a). Les dérivées
partielles de f existent et sont continues, donc f est C' (théoréme[2.29) et grad f = X.
Enfin si grad f = grad g alors grad(f — g) = 0 et f — g est constante sur U connexe par le corollaire

2.28 O
Définition 3.18. Un champ de vecteurs X = (Py,...,P,) de classe C' sur U est dit fermé si
0iPj = 0;P; pour tous i, j. (153)

En dimension 3, cela équivaut a rotX = 0.

Par le lemme de Schwarz, tout champ de gradients de classe C! est fermé (c’est le théoreme [2.51)).
La réciproque est fausse en général, mais vraie sur un ouvert étoilé.

Théoreme 3.19 (Lemme de Poincaré). Soit U < R" un ouvert étoilé par rapport a un point a et soit
X un champ de vecteurs C' fermé sur U. Alors X admet un potentiel sur U : il existe f € C>(U) telle
que X = grad f. Explicitement,

b) =L1<X(a+t(b—a)),b—a>dt. (154)

Démonstration. Quitte a translater, supposons a = 0, de sorte que tb € U pour tous be U et € [0, 1].

Posons f(x) So i(tx)x;dt. Lintégrande est C' en x, a dérivées partielles continues en (x,t),
donc le théoreme|1. 21 permet de dériver sous le signe intégral : en un point b € U,

1
(3if(b)=J ( Pi(tb) + )t OiP; tb)b)dt (155)

J
L’hypothese 0;P; = 0;P; permet de récrire le second terme, et 1’on reconnait alors une dérivée totale :

Pi(th) +1 Y0P (tb)b; - %(tP,-(tb)). (156)
J
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Par conséquent 0;f(b) = [tP; (tb)];z(l) = P;(b), ce qui est le résultat voulu. O
Exemple 3.20. L’hypothése sur U est essentielle. Sur U = R?\ {0}, qui n’est pas étoilé, le champ

X - 157
est fermé (calcul immédiat) mais sa circulation le long du cercle unité y(¢z) = (cost,sint), t € [0, 27|,
vaut

f<x,de> _ fﬂ (= sint)(—sint) + (cost)(cost)) df — 27 # 0. (158)
Y 0

Par le théoréme [3.17] X n’admet pas de potentiel sur U. Localement il en admet un, a savoir I’ar-
gument 0, mais celui-ci ne peut pas étre défini continlment sur tout U : c’est le phénomene de
monodromie. Le nombre 27t mesure le « trou » de U en I’origine.

3.4. Surfaces, aire et flux.

Définition 3.21. Une nappe paramétrée de classe C' est une application 6 : A — R> de classe C!
sur un domaine quarrable compact A — R?. Elle est réguliére si

0u0(u,v) A 0,6(u,v) #0 pour tout (u,v) € A. (159)

On note S = 6(A) son image. Le plan tangent en 6(u,v) est le plan vectoriel engendré par 0,0 et

0,0, et le vecteur

04,0 A 0,0
— v 160
Vo(u,) 10,0 A 0,0 (160)

est la normale unitaire associée au paramétrage.

On prendra garde a ce que V¢ est définie sur le domaine de parameétres A, et non sur I’'image S :
si G n’est pas injective, rien ne garantit que deux parametres ayant la méme image aient la méme
normale. C’est toute la question de 1’orientation, a laquelle la section est consacrée. Jusque-1a,
les définitions qui suivent sont attachées a la nappe o, non a son image.

Définition 3.22. Soit 6 : A — R® une nappe réguliere, f une fonction continue et X un champ de
vecteurs continu au voisinage de S. On pose

Aire(S) = Jf 10,0 A 0,6 dudy, (161)
A

f fds = Jff(c(u,v)) |0uG A 0,0 dudy, (162)
S A

J (X,VgydS = JJP<X(G(M,V)),§MG A 0,0 ) dudv. (163)
S A

La derniere quantité s’appelle le flux de X a travers la nappe ©.



ANALYSE VECTORIELLE 33

La justification de est la méme que celle du facteur jacobien : I’image par Do du petit carré
[u,u + h| x [v,v+ h] est approximativement le parallélogramme engendré par hd,c et ho,o, dont
I’aire vaut 42 0,06 A 0,0

Proposition 3.23. L’aire et I’intégrale SSS fdS ne dépendent pas du paramétrage régulier choisi.
Le flux n’en dépend qu’au signe pres, et il est invariant si le changement de paramétrage préserve
Iorientation, c’est-a-dire si le jacobien du changement de variables est positif.

Démonstration. Soit ® : A — A un C'-difféomorphisme et & = 60 ®. La formule de la chaine donne

046 A 076 = (detJac ®) (0,6 A 0,6) 0 O, (164)
ce qui se vérifie en développant par bilinéarité du produit vectoriel. Le théoreme [3.9]fait alors appa-
raitre le facteur |detJac ®|, qui compense exactement. 0J

Exemple 3.24 (Graphe). Si S est le graphe d’une fonction C!, § = {(x,y,h(x,y)) | (x,y) € A}, on
prend 6(x,y) = (x,y,h(x,y)) et

0x6 A 0,6 = (—0ch,—0yh, 1), dS =4/1+ |gradh|?dxdy. (165)

Exemple 3.25 (Sphere). Considérons la sphere de rayon R, paramétrée par
G(6,0) = R(sinBcos @, sinOsind, cosh), (0,0) € [0,m] x [0,2x]. (166)
On trouve |Jg0 A 0y0| = R*sin®, d’ob

2 T
Aire(S) = f f R*sin@dOd¢ = 4nR>, (167)
0 0

La normale dgG A 0yG est ici dirigée vers I’extérieur.

3.5. Surfaces compactes et orientation. Les définitions précédentes sont attachées a une nappe,
c’est-a-dire a une application . Il faut maintenant passer 2 la surface, ¢’est-a-dire 2 la partie de R>
qu’elle décrit. Une seule nappe n’y suffit pas : le paramétrage de la sphere n’est pas régulier
aux pdles, et I’on montre qu’aucune nappe réguliere définie sur un domaine quarrable du plan n’a la
sphere pour image. On autorise donc le recollement d’un nombre fini de morceaux.

Rappelons que toute nappe réguliére 6 : A — R? définit par (T60) une normale unitaire v : A — R?
sur son domaine de parametres. Toute la difficulté de ce qui suit tient a ce que Vg Vit sur A et non sur
I’image de G.

Définition 3.26 (Surface compacte). Une surface compacte de R? est une partie S — R telle qu’il
existe une famille finie de nappes régulieres o, : A; — R3, 1 <i < N, vérifiant les deux conditions
suivantes :

(i) chaque o; est injective sur I’intérieur Aoi, et les ouverts Gi(Aoi) sont deux a deux disjoints ;
(i) =Y, ci(A).
Une telle famille s’appelle un découpage de S, et les ensembles S; = G;(A;) ses morceaux.
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L’ensemble S est bien compact, comme réunion finie d’images de compacts par des applications
continues. La condition (1) exprime que les morceaux ne se chevauchent pas : ils ne peuvent se
rencontrer que le long de leurs bords, qui sont d’aire nulle. Une méme surface admet évidemment
une infinité de découpages, et rien dans la définition n’en privilégie un.

Définition 3.27 (Découpage cohérent, orientabilité). Un découpage (G;)1<;<ny d’une surface com-
pacte S est cohérent si

ci(q) =0j(¢d) = Vei(q) = Vs,(d) (168)

pourtousi,j€ {1,...,N},geAjetq €A,
La surface S est dite orientable s’il existe un découpage cohérent de S.

Remarque 3.28. La place du quantificateur est essentielle. La cohérence est une propriété d’un
découpage donné, I’ orientabilité une propriété de S. Un découpage quelconque d’une surface orien-
table n’a aucune raison d’étre cohérent : il suffit de remplacer ’un des o; par 6; 07T, out T(u,v) = (v,u),
pour retourner la normale de ce seul morceau et détruire la cohérence sans rien changer a S. Il faut
donc lire la définition comme : S est orientable si I’on peut la découper de facon compatible.

Proposition 3.29 (Orientation). Soit (G;) un découpage cohérent d’une surface compacte S. Il existe
alors une unique application

n:S—R> relle que noo; = Vg, pour tout i, (169)

et cette application est continue et unitaire. On [’appelle [’orientation définie par le découpage, et le
couple (S,n) une surface orientée.

Démonstration. Existence et unicité. Tout point p € S s’écrit p = G6;(¢) pour au moins un couple
(i,q) par la condition (2), et la formule (I69) impose n(p) = Vg, (g) : Iunicité est claire. La condition
de cohérence (168) dit exactement que cette valeur ne dépend pas du couple (i, g) choisi, ce qui rend
la définition licite. L’application n est unitaire puisque chaque vg, I’est.

Continuité. Notons A = | |;A; 1a réunion disjointe des domaines de parametres, qui est compacte,
et T: A — S I’application valant 6; sur A;. Elle est continue et surjective ; comme A est compact et S
séparé, T est une application fermée, donc une application quotient : une partie F < § est fermée si
et seulement si ©~! (F) est fermé dans A. Soit alors W < R3 un fermé; on a

—1(,—1 —1 ~1

n (n (W) =| (oot (W) = |vg (W), (170)
i i

qui est fermé puisque chaque Vg, est continue. Donc n~! (W) est fermé et n est continue. 0J

Remarque 3.30. Sin est une orientation, —n en est une autre : on I’obtient en remplagant chaque G;

par 60T avec T(u,v) = (v,u). Sur une surface connexe, ce sont les deux seules. Orienter une surface,

c’est donc choisir I’un de ses deux « cOtés », et c’est précisément ce choix qui est impossible sur le
ruban de Mobius.
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Exemple 3.31 (La sphere est orientable). Soit R > 0 et soit Q le cube [—1,1]?. La projection ra-
diale p — R p/||p| envoie chacune des six faces de Q sur un morceau de la sphere de rayon R. En
paramétrant la face {w = 1} par

R
u? +v2+1
et de méme pour les cing autres, on obtient un découpage de la sphere en six morceaux, chacun
paramétré par une nappe C* réguliere et injective sur un carré. Les normales Vg, sont toutes ra-

diales ; quitte a composer par T celles qui pointent vers I’intérieur, on obtient un découpage cohérent
d’orientation n(p) = p/R. La sphere est donc orientable, et n est la normale sortante.

o(u,v) = (u,v, 1), (u,v) € [—1,1]%, (171)

Définition 3.32 (Aire, intégrales et flux sur une surface). Soit (G;) un découpage d’une surface
compacte S, f une fonction continue et X un champ de vecteurs continu au voisinage de S. On pose

5 [fres=23]f
Aire(S) = Y Aire(0;(A))), fds = f(ci) |6usi A 0,0 dudy, (172)
S A;

i=1 i=1

et, si le découpage est cohérent d’orientation r,

N
f (X,nyds = H<X(ci(u,v)), 0uGi A 0,67 dudv. (173)
i=1 A

S

Ces quantités ne dépendent pas du découpage choisi (le flux dépendant bien siir de I’orientation,
et changeant de signe si I’on remplace n par —n). Nous I’admettons : la démonstration repose sur la
proposition et sur le fait que deux morceaux ne se rencontrent que le long d’un ensemble d’aire
nulle, qui ne contribue a aucune de ces intégrales.

Définition 3.33 (Découpage adapté, bord). Soit (6;) un découpage d’une surface compacte S dans
lequel chaque bord dA; est un lacet C! par morceaux, découpé en un nombre fini d’arcs réguliers. On
dit que le découpage est adapté si chacun de ces arcs ¢ < JA; est de I’'un des deux types suivants :

(1) arc libre : aucun autre arc de la famille n’a la méme image que c par les G;;

(ii) couture : il existe un unique autre arc ¢’  0A;, avec (j,c’) # (i,c), tel que 6;(c) = 6;(c’), et
cette courbe est parcourue en sens opposés par les deux paramétrages induits par le parcours
direct de 0A; et de 0A;.

Le bord de S est alors la réunion 0S des images des arcs libres, orientée comme image des JA;
parcourus dans le sens direct. On dit que S est fermée, ou sans bord, s’il n’y a aucun arc libre.

Remarque 3.34 (Pourquoi les coutures sont parcourues en sens opposés). La condition de sens
opposé du point (2) n’est pas une hypothese technique arbitraire : c’est la traduction du fait que les
deux morceaux sont situés de part et d’autre de la couture. Elle s’énonce commodément sous la
forme de la regle du bonhomme d’Ampere : un observateur placé le long de n, parcourant le bord
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d’un morceau dans le sens positif, a ce morceau a sa gauche. Si le découpage est cohérent, les deux
morceaux adjacents a une couture ont la méme normale 7 ; étant de part et d’autre, ils se trouvent a
gauche pour des sens de parcours opposés.

C’est exactement cette condition qui tombe en défaut pour le ruban de Mdbius : les deux arétes
verticales du rectangle des parametres ont la méme image, mais le recollement avec retournement
les fait parcourir cette image dans le méme sens (exercice [3.59). Aucun découpage du ruban n’est
donc a la fois cohérent et adapté, ce qui est une autre maniere de dire qu’il n’est pas orientable.

3.6. Le théoreme de Green—Riemann.

Théoréeme 3.35 (Green—Riemann). Soit D © R? un domaine compact dont le bord 0D est un lacet
C! par morceaux, orienté dans le sens direct. Soient P,Q deux fonctions C' au voisinage de D. Alors

§(de+ Qdy) = H (O:—Q—@) dxdy. (174)
ox Oy
D

oD
Démonstration. Nous traitons le cas ou D est élémentaire dans les deux directions; le cas général
s’obtient en découpant D en un nombre fini de tels domaines, les intégrales curvilignes le long des
coupures s’annulant deux a deux puisqu’elles sont parcourues deux fois en sens contraires.
Ecrivons D = {a < x < b, @1(x) <y < ¢2(x)} et montrons

P

3£de= —f P vy, (175)
oy

oD

Le bord de D se décompose en le graphe inférieur y = @;(x) parcouru de x = a a x = b, le segment
vertical en x = b, le graphe supérieur y = @;(x) parcouru de x = b a x = q, et le segment vertical en
x = a. Sur les segments verticaux x est constant, donc dx = 0O et leur contribution est nulle. Il reste

b b
\<]€de=[ P(x,(pl(x))dx—f P(x,@2(x)) dx. (176)
D a a
D’autre part, par le corollaire 3.7 et le théoréme fondamental de I’analyse,

[[ - [

ce qui est I’opposé de et prouve (175]). En écrivant D comme domaine élémentaire relativement
a I’axe des x et en refaisant le méme calcul, on obtient de méme %D Qdy = SSD 0xQ. La somme des

2 (x) b
J::(x) %(L)’) dy) dx = L (P(x,@2(x)) — P(x,91(x))) dx, (177)

deux identités donne (174)). O
Corollaire 3.36 (Aire par une intégrale de bord). Avec les hypotheses du théoréme,
1
Aire(D) = 3€xdy =— 3€ydx =3 § (xdy —ydx). (178)

oD oD oD
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Démonstration. Prendre (P,Q) = (0,x), puis (P,Q) = (—y,0), puis la demi-somme. O
Exemple 3.37. Pour I’ellipse Y(t) = (ocost,Bsint), 7 € [0,2m], la derniére formule donne
1 27
Aire = EJ (oecost - Beost + Psint - asing) df = wo. (179)
0

Remarque 3.38. Le théoreme de Green admet une seconde lecture. En appliquant (174) au couple
(P,Q) = (—Y,X)ouZ=(X,Y) est un champ de vecteurs du plan, on obtient

Hdivzdxdy - j€<Z,v>ds, (180)
D oD

ou Vv est la normale unitaire extérieure a 0D. C’est le théoréme de la divergence en dimension 2.
Ainsi la méme identité se lit soit comme un énoncé sur le rotationnel (circulation au bord), soit
comme un énoncé sur la divergence (flux sortant) : c’est la premiere manifestation de 1’unité des
trois théoremes de ce chapitre.

3.7. Le théoreme de Stokes. Le théoreme de Stokes affirme que la circulation d’un champ le long
du bord d’une surface est égale au flux de son rotationnel a travers cette surface. Nous 1’établissons
en deux temps : d’abord pour une seule nappe, en ramenant tout au domaine de parametres ou 1’on
applique Green—Riemann ; puis pour une surface compacte orientée quelconque, en sommant sur les
morceaux d’un découpage et en vérifiant que les coutures se compensent.

Théoréme 3.39 (Stokes pour une nappe). Soit 6 : A — R3 une nappe réguliére de classe C?, o
A < R? est un domaine compact dont le bord 0A est un lacet C' par morceaux, et soit X un champ
de vecteurs de classe C' au voisinage de 6(A). Si ¢ : [, B] — OA est un paramétrage de OA dans le
sens direct, alors

f (X, db) H<rotx<c<u,v)),aumavo>dudv. (181)
Ooc A

Commencgons par un lemme d’algebre linéaire.

Lemme 3.40. Soit M € M3,3(R) la matrice jacobienne d’un champ X en un point, c¢’est-a-dire
M;; = 0;X;. Alors pour tous a,b € R?,

(Ma,b)—{(Mb,a)y = {rotX,a nb). (182)

Démonstration. Le membre de gauche vaut ((M —'M)a,b). La matrice A = M —'M est antisymé-

trique de coefficients A;; = 0;X; — 0;X;. Or toute matrice antisymétrique 3 x 3 s’écrit Aw = 0 A w

pour un unique vecteur ®, et I’identification des coefficients donne ici ® = rotX : par exemple

Ay = 02X — 01X, = —(rotX )3, ce qui est bien le coefficient (1,2) de la matrice de w — rotX A w.
Ainsi

{(M~="M)a,b) = {rotX A a,b) = det(rotX,a,b) = (rotX,a nb). (183)

0J
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Démonstration du théoréme Notons Y = X o ¢ et introduisons les deux fonctions sur A
A(u,v) =Y (u,v),0,0(u,v)),  Blu,v) =¥ (u,v),0,6(u,v)). (184)

Le membre de gauche. On a (coc)' = 0,6¢| + 0,6 ¢, donc

p
f (X, dby — f (A(c(t))<h (1) + Be(t))ch(t)) di = jE(Adu  Bdv). (185)
Goc [0 A
Le théoreme de Green—Riemann appliqué dans le plan des parametres donne alors

f (X,dl) = J f (0.B — 0,A) dudbv. (186)
ococ A

Calcul de I’intégrande. En dérivant (184),
OuB — 0,A = (0,Y,0,6)+(Y,0,0,6)—{0,Y,0,6)—Y,0,0,0). (187)

Comme G est C2, le lemme de Schwarz (théoréme | assure que 0,0,6 = 0,0,0 et les deux termes
du milieu se compensent. Par ailleurs la formule de la chaine donne 0,Y = DX (0,0), et de méme
pour v. En notant M = Jacs X et en appliquant le lemme [3.40]avec a = 0,6 et b = 0,0,

ouB— 0,A ={Méo,c,0,6)—{(M0,G,0,6) = (rotX,d,6 A 0,G), (188)
ce qui, reporté dans (186)), donne (I81). O

Le passage au cas général repose sur 1’observation suivante, qui est le seul endroit ol I’ orientabilité
intervient.

Lemme 3.41 (Annulation des coutures). Soit (G;) un découpage adapté d’une surface compacte S et
soit X un champ de vecteurs continu au voisinage de S. Alors la somme, étendue a toutes les coutures
¢ C 0A; de la famille, des circulations de X le long des courbes G; o c orientées par le parcours direct
de OA;, est nulle.

Démonstration. Par définition d’un découpage adapté, les coutures se répartissent en paires {(i,c), (j,¢')}
telles que G;(c) = 6;(c’), cette courbe étant parcourue en sens opposés par les deux paramétrages.
Par la proposition [3.15] les circulations correspondantes sont donc opposées et leur somme est nulle.
En sommant sur les paires, on obtient le résultat. O

Théoreme 3.42 (Stokes). Soit S une surface compacte munie d’un découpage cohérent et adapté
(6))1<i<n de classe C?, soit n lorientation associée et 0S le bord orienté de la définition m
Alors, pour tout champ de vecteurs X de classe C' au voisinage de S,

3E<x,ow> _ f f {rotX,m)ds. (189)
S

08
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Démonstration. Appliquons le théoreme [3.39]a chacune des nappes o; et sommons sur i.

Le membre de droite de donne, aprés sommation, exactement la définition du flux de
rotX a travers S orientée par n — c’est ici qu’intervient la cohérence du découpage, sans laquelle ce
flux n’aurait pas de sens.

Le membre de gauche donne la somme, étendue a tous les arcs des bords dA;, des circulations
de X le long de leurs images, orientées par le parcours direct. Le découpage étant adapté, ces arcs
sont de deux types. Les coutures fournissent une contribution totale nulle par le lemme [3.41] Les
arcs libres fournissent, par définition du bord orienté, la circulation de X le long de 0S. Il reste donc

§8S (X,dl). 0J
Corollaire 3.43. Soit S une surface compacte orientée sans bord, par exemple une sphere ou un
tore. Alors
J {rotX,n)dS =0 (190)
N
pour tout champ X de classe C' au voisinage de S.

Démonstration. 11 n’y a aucun arc libre, donc 0S = ¢J et le membre de gauche de (I89) est une
somme vide. 0J

Remarque 3.44. Le membre de gauche de (189) ne dépend que de S, de son orientation et de X.
Le théoréme contient donc 1’énoncé, remarquable, que le flux du rotationnel a travers deux surfaces
orientées ayant le méme bord orienté est le méme. C’est cette invariance qui permet, en pratique, de
remplacer une surface compliquée par une surface commode : pour calculer la circulation le long
d’un lacet, on choisit la surface qui rend le calcul du flux le plus simple.

Exemple 3.45. Prenons X (x,y,z) = (—y,x,0), dont le rotationnel vaut (0,0,2), et pour S le disque
unité du plan z = 0 orienté par n = e3. Le flux vaut 2 Aire(S) = 2x; la circulation le long du cercle

unité vaut Sén(sinzt +cos?t)dt = 27. Les deux coincident.
3.8. Le théoréme de la divergence.

Théoreme 3.46 (Divergence, Green—Ostrogradski, Gauss). Soit Q — R3 un domaine compact dont
le bord 0Q2 est une surface compacte sans bord au sens de la définition[3.26} orientée par la normale
unitaire sortante n. Soit X un champ de vecteurs de classe C' au voisinage de Q. Alors

mcandV = H<X,n>ds. (191)
Q 0Q

Démonstration. Par linéarité, il suffit de traiter le cas X = (0,0, R), les deux autres se déduisant par
permutation des rdles des coordonnées. Comme pour Green—Riemann, on se ramene par découpage
au cas ou £ est élémentaire relativement a I’axe des z :

Q= {(x,y,z) | (xay) € A7 W](X,y) SIS W2(x7y)} (192)
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avec Y1 <, de classe C! sur un domaine A — R?. Le théoréme de Fubini et le théoreme fondamental
de I’analyse donnent

f”a_RdV - H(R(x’%‘h(x’y»—R(xawl(x,y)))dxdy- (193)
Q A

0z

Le bord de Q se compose de trois parties : le couvercle S = {z = y»}, le fond S} = {z=y;} et la
surface latérale Sy. Sur Sy la normale est horizontale, donc (X,n) = Rn3 = 0 et la contribution est
nulle. Sur S,, paramétrée comme un graphe, I’exemple donne 0xG A 0yG = (—0xY2, —0y2, 1),
qui pointe vers le haut, donc vers I’extérieur ; ainsi

fJ<X,n>dS= fJR(x,y,lpz(x,y))dxdy. (194)
A

S

Sur S la normale extérieure pointe vers le bas et le méme calcul donne — {§, R(x,y,y;). La somme
des trois contributions est exactement le membre de droite de (193). O

Exemple 3.47. Pour X (x) = x on a divX = 3, donc pour tout domaine Q

J (x,n)dS = 3 Vol(Q). (195)
0Q

Sur la boule de rayon R, la normale sortante est n = x/R et le membre de gauche vaut R - 47R?, d’ ol
Vol = %‘nR3 : on retrouve (144).

3.9. Interprétations et conséquences.

Proposition 3.48 (Interprétation locale de la divergence). Soit X un champ C' au voisinage d’un
point a € R3. Alors

. 1 1
divX(a) = }%W J

0B(a,r)

(X,n)dS. (196)

Démonstration. Par le théoreme le membre de droite vaut Vol(B)~! {{{,divX, et divX est
continue : la moyenne d’une fonction continue sur une boule de rayon r tend vers sa valeur au
centre. 0

La divergence est donc la densité de sources du champ : elle mesure le flux sortant par unité
de volume. De la méme fagon, le théoréme de Stokes montre que (rotX(a),n) est la limite, quand
r — 0, de la circulation de X le long d’un petit cercle de rayon r centré en a et orthogonal a n, divisée
par 1aire 72 : le rotationnel est la densité de circulation, et sa direction est 1’axe autour duquel le
champ tourne le plus.
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Corollaire 3.49 (Formules de Green). Soit 2 comme au théoreme et soient f,g de classe C*
au voisinage de Q. En notant 0,g = {gradg,n) la dérivée normale, on a

H (fAg + (grad f,gradg)) dV = J fngdS, (197)

U (fAg—gAf)dV = J (foug —gouf)d (198)

Démonstration. On applique le théoreme de la divergence au champ X = f grad g, dont la divergence
vaut fAg + (grad f, gradg) par la proposition 2). La seconde formule s’obtient en retranchant a
(197)) 1a méme identité ou f et g sont échangées. O

Exemple 3.50 (Le champ coulombien). Soit ¥ le champ défini sur R*\ {0} par Y (x,v,z) = (x,y,z) /(x> +
y2 +2%)%/2. Un calcul direct donne divY = 0. Pourtant son flux  travers la sphére de rayon R vaut

1
ﬂ<y,n>d5=f A8 = 4m £ 0. (199)
Sr SR

Il n’y a aucune contradiction avec le théoreme : le champ n’est pas défini en I’origine, qui est
a I’'intérieur de la boule. En revanche, le théoréeme de la divergence appliqué a la couronne comprise
entre deux spheres centrées montre que le flux est le méme a travers toute surface fermée entourant
I’origine. Ce nombre 47, indépendant de la surface, est I’analogue en dimension 3 du 27 de I’exemple
[3.20] et c’est le théoreme de Gauss de 1’électrostatique.

En particulier ¥ n’est le rotationnel d’aucun champ défini sur R\ {0} tout entier : sinon son flux
a travers la sphere, qui est une surface fermée, serait nul par le corollaire [3.43]

Remarque 3.51 (Un seul théoreme). Les identités (133)), (174)), (189) et (191) ont toutes la méme

forme
J do = J , (200)
M oM

ou M est un domaine de dimension k, ® une forme différentielle de degré k — 1 et d un opéra-
teur, la différentielle extérieure, qui se lit successivement comme grad, rot et div selon le degré.
Le formalisme des formes différentielles, que nous n’aborderons pas ici, permet de démontrer les
trois théoremes de ce chapitre d’un seul coup et en toute dimension. Il explique aussi les identités
rotograd = 0 et divorot = 0 du théoréme [2.5T] qui deviennent la seule relation dod= 0, ainsi que les
exemples [3.20] et [3.50] : les nombres 27 et 4w y mesurent des classes de cohomologie de De Rham,
invariants topologiques de I’ouvert considéré.

3.10. Exercices.

Exercice 3.52. Calculer {{,xydxdy ot D est le triangle de sommets (0,0), (1,0), (0,1). Calculer
§§5c,2dV ou Q est le demi-boule {x* +y* +z% < 1,z > 0}.
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Exercice 3.53. Calculer I’aire du domaine du premier quadrant délimité par les courbes xy = 1,
xy =2,y =xety=4x, en utilisant le changement de variables u = xy, v = y/x.

Exercice 3.54. Soit V,(R) le volume de la boule euclidienne de rayon R dans R". Montrer que
Via(R) = ¢,R" et établir la relation de récurrence ¢, = ¢, Sl_l (1— tz)(”_l)/ 2 d¢. En déduire cg4.

Exercice 3.55. Calculer la circulation du champ X (x,y,z) = (y,z,x) le long du cercle intersection
de la spheére x? +y? + 72 = 1 et du plan x + y + z = 0, orienté convenablement. On pourra utiliser le
théoreme de Stokes.

Exercice 3.56. Sur U = R3\ ({0}2 X R), montrer que le champ (127) est fermé et calculer sa circu-
lation le long d’un lacet faisant k tours autour de 1’axe Oz. Que peut-on en déduire ?

Exercice 3.57. Calculer, a I’aide du corollaire [3.36| 1’aire délimitée par la cardioide r = 1 4+ cos0 en
coordonnées polaires.

Exercice 3.58. Une fonction f de classe C? est dite harmonique si Af = 0. Montrer, a 1’aide de
(I97), que si f est harmonique sur un voisinage de Q et nulle sur 0Q, alors f est nulle sur Q. En
déduire 1’unicité de la solution du probleme de Dirichlet Au = h sur Q, u = g sur 0Q.

Exercice 3.59 (Le ruban de Mobius). On considere la nappe 6 : A = [0,27] x [—%, %] — R? définie
par
o(u,v) = ((1+vcos})cosu, (1+vcosk)sinu, vsin}). (201)

ontrer que ¢, est unitaire, orthogonal a 0,6, et que ||0,0| = 5. En déduire que ¢ est une
1) Montrer que 0,6 est unit thogonal a 0,0, et que |J,0] > 1. En déduire g t
nappe réguliere et que S = 6(A) est une surface compacte.

(2) Vérifier que 6(0,v) = 6(2m,—v) et que V5(0,v) = —vs(21, —v). Ce découpage a un seul
morceau est-il cohérent ?

(3) Soit y(u) = 6(u,0), qui est un lacet. Montrer que v4(0,0) = —vs(2x,0).

(4) On suppose qu’il existe une application continue n : S — R3 unitaire et orthogonale au
plan tangent en tout point. Montrer que u — {(n(y(u)),vs(u,0)) est continue a valeurs dans
{—1,1}, donc constante, et en déduire une contradiction. Conclure que S n’est pas orientable.

(5) Montrer que I’aire de S est en revanche parfaitement bien définie. Pourquoi n’y a-t-il pas de
contradiction ?

Exercice 3.60. Construire un découpage cohérent et adapté du tore de révolution obtenu en faisant
tourner autour de 1’axe Oz le cercle de centre (R,0,0) et de rayon r < R situé dans le plan Oxz. En
déduire que le tore est orientable, puis calculer son aire.

Exercice 3.61. Soit y le cercle unité du plan z = 0. Calculer le flux de rotX, pour X(x,y,z) =
(—y,x,z), atravers le disque unité de ce plan, puis a travers la demi-sphere supérieure {x2 +y* +2=1,z> 0},
les deux étant orientées vers le haut. Commenter a 1’aide de la remarque [3.44]
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Exercice 3.62. Soit Q un solide immergé dans un fluide de masse volumique p, soumis a la pression
p(x,y,z) = po— pgz. La force de pression exercée sur Q est F = — {{ 20 pndS. En appliquant le théo-
réme de la divergence a chaque coordonnée, démontrer le principe d’Archimede : F = pg Vol(Q)e3.

4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET CHAMPS DE VECTEURS

Un champ de vecteurs sur un ouvert U — R" peut se lire de deux fagons. Statiquement, c’est une
application X : U — R", et ¢’est ainsi que nous I’avons traité au chapitre[3|en calculant sa circulation
et son flux. Dynamiquement, c’est un champ de vitesses : il prescrit en chaque point la direction et la
vitesse d’une particule qui s’y trouverait, et détermine donc un mouvement. Ce chapitre est consacré
a ce second point de vue. La question centrale est celle de I’existence et de ’unicité des trajectoires,
a laquelle répond le théoreme de Cauchy—Lipschitz, et 1’objet qui en résulte est le flor du champ de
vecteurs.

4.1. Equations différentielles : généralités.

Définition 4.1. Soit Q — R x R” un ouvert et X : Q — R” une application continue. L’ équation
différentielle ordinaire associée est
Y =X(t,y). (202)

Une solution de (202)) est la donnée d’un intervalle ouvert non vide / — R et d’une application
y: 1 — R"de classe C! telle que (z,y(t)) € Qety'(t) = X(t,y(t)) pour tout € I.

Etant donné (9, a) € Q, le probléme de Cauchy consiste a chercher une solution vérifiant de plus
la condition initiale y(to) = a.

L’équation est dite autonome si X ne dépend pas de ¢, c’est-a-dire si X est un champ de vecteurs
surunouvert U c R"etsiQ =R xU.

Remarque 4.2 (Réduction a I’ordre 1). Une équation d’ordre p, y(p) =F(t,y,y,... ,y(l’_l)) avec y
a valeurs dans RY, se raméne 2 (202) en posant ¥ = (y,y/,...,yP~1) e RP? et

Y = (1, Ys,....Y, F(t,11,...,Y,)). (203)

De méme, une équation non autonome se ramene a une équation autonome en ajoutant la variable
t comme coordonnée : on pose Z = (t,y) € R1*" et Z = (1,X(Z)). Il n’y a donc aucune perte de
généralité a ne traiter que les systemes autonomes du premier ordre, et nous le ferons des que cela
simplifiera les énoncés.

Lemme 4.3 (Forme intégrale). Soit I un intervalle contenant ty ety : I — R" continue avec (t,y(t)) €
Q. Alors y est solution du probléme de Cauchy en (ty,a) si et seulement si

1
y(it)=a+ f X (s,y(s))ds pourtouttel. (204)
1o

Démonstration. Si y est C' et vérifie (202)) avec y(ty) = a, il suffit d’intégrer. Réciproquement, si
y est continue et vérifie (204)), alors s — X (s,y(s)) est continue, donc le membre de droite est C!
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de dérivée X (t,y(t)) par le théoréme fondamental de 1’analyse; ainsi y est C! et vérifie (202), et
y(to) = a. O

Cette reformulation transforme un probléme de dérivation en un probleme de point fixe pour
I’opérateur y — a + S;OX (s,y(s))ds, auquel nous appliquerons le théoréme|1.10

4.2. Le lemme de Gronwall.

Lemme 4.4 (Gronwall). Soient I = [tg,T]|, u: I — Rxq continue, et C = 0, A = 0 deux constantes
telles que

t
u(t) <C+ f Au(s)ds pourtouttel. (205)
fo

Alors u(t) < CeM' =) pour tout t € I.

Démonstration. Posons v(t) = C + S;O Au(s)ds, de sorte que u < v et que v est C! avec v/ = Au < Av.
Alors

d

- (v(z)e—“’—m)) = (V1) = (1)) e M) <0, (206)
donc ¢ — v(t)e~M!=) est décroissante et majorée par sa valeur en 1o, a savoir C. Ainsi u(t) < v(f) <
CeMi=10)., O

4.3. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Définition 4.5. Une application continue X : Q < R x R” — R” est localement lipschitzienne par
rapport a la seconde variable si pour tout (fg,a) € Q il existe T, > 0 et k > 0 tels que le cylindre
V = [ty — 1,10 + 1] x B(a, r) soit contenu dans Q et

|X(¢,x) — X (¢,%)|| < k|x—Z%| pour tous (¢,x),(#,%) € V. (207)

Lemme 4.6. Si X est de classe C' sur Q, alors X est localement lipschitzienne par rapport da la
seconde variable.

Démonstration. Soit (tg,a) € Q et T,r > 0 tels que le cylindre V' ci-dessus soit contenu dans Q.
L application (¢,x) — 0,X (¢, x) est continue sur le compact V/, donc bornée par une constante k. Pour
t fixé, I’application x — X (¢,x) est différentiable sur la boule B(a,r), qui est convexe, et 1’inégalité
des accroissements finis (théoréme donne (207). O

Théoreme 4.7 (Cauchy—Lipschitz, version locale). Soit X : Q — R" continue et localement lipschit-
zienne par rapport a la seconde variable, et soit (ty,a) € Q. Alors il existe T > 0 tel que le probléme
de Cauchy

Y =X(ty), yt)=a (208)
admette une solution sur l'intervalle |to — T,ty + T|. De plus, deux solutions quelconques de ([208)
coincident sur ’intersection de leurs intervalles de définition.
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Démonstration. Existence. Choisissons T, r,k comme dans la définition d.5]et posons

ro 1
M = sup | X T — mi A 209
S‘r,l/pH | < oo, min <r, i 2k> (209)

(avec la convention r/M = +o0 si M = 0), puis I = [to — T',to + T|. Considérons
E={yeC(,R")||y(t)—a| <rpourtouttel}. (210)

C’est une partie fermée non vide (elle contient la fonction constante a) de 1’espace complet C(I,R")
de la proposition[I.8] donc un espace métrique complet non vide pour la distance de la convergence
uniforme.
Définissons 1’opérateur de Picard
t

D(y)(t) = a—i—f X (s,y(s))ds. (211)

To

Il est bien défini sur E puisque (s,y(s)) € ¥ < Q pour y € E, et ®(y) est continue. Vérifions que

®(E) C E : par le lemme|1.19]

|D(y) (1) —a| < <Mlt—to| <MT <r. 212)

[ X (s.y(5))] ds

Vérifions ensuite que P est contractante : pour y,ze E ettel,

jf IX(5,3(5)) — X(5,2(s))] s

Le théoréme du point fixe de Banach (théoréme fournit donc un unique y € E tel que ®(y) =y,
et le lemme 4.3| montre que y est solution du probleme de Cauchy sur |tg — T, t9 + T[.

Unicité. Soient y : I} — R" et 7: I, — R" deux solutions du probleme (208)) et soit J = I} N I, qui est
un intervalle ouvert contenant #y. L’ensemble A = {t € J | y(¢) = z(¢)} est non vide et fermé dans J par
continuité. Montrons qu’il est ouvert. Soit #; € A et posons b = y(t;) = z(¢; ). Choisissons un cylindre
N =[n—r"1,0 +T1] % E(b, r1) < Q sur lequel X est k;-lipschitzienne en la seconde variable. Par
continuité il existe 0 < 6 < Ty tel que y et z soient a valeurs dans B(b, ry) sur [t; —©,#; + 6] nJ. Pour
t dans cet intervalle, avec ¢ > 1, la forme intégrale donne

[ () (1) = @(2) (1)] < <KkT |y—zl,<5ly—zle-  (213)

[y(#) = 2(1)] < L 1X(s,5(5)) = X(s,2(s)) | ds < Jt ki [[y(s) —z(s)[ ds. (214)

1

Le lemme de Gronwall|4.4]appliqué avec C = 0 donne ||[y(¢) — z(¢)|| <0, donc y = zsur [11,1; + G| N J ;
le méme raisonnement en renversant le temps traite # < #;. Ainsi A est ouvert, et J étant connexe,
A =J par le lemme [I.5] O

Remarque 4.8. La condition kT < 1/2 dans (209) est un artefact de la démonstration : on peut s’en
dispenser en munissant C(1, R") de la norme équivalente |[y|, = sup, e 'l |y(¢)| avec A > k, pour
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laquelle @ est contractante de rapport k/A quel que soit 7. Le rayon d’existence est alors seulement
limité par min(t,r/M).

Remarque 4.9 (Le role de I’hypothese de Lipschitz). La continuité seule de X suffit a garantir
I’existence d’une solution (théoreme de Cauchy—Peano, que nous n’aborderons pas), mais pas son
unicité. L’exemple classique est y' = 24/|y| avec y(0) = 0, qui admet la solution nulle mais aussi,
pour tout ¢ = 0, la solution

yelt) = {0 ; 215)

Ir<c
(t—c)® sit=c.

La fonction x — 24/|x| n’est pas lipschitzienne au voisinage de 0 : sa pente y est infinie.

VoA

4.4. Solutions maximales.

Définition 4.10. Une solution y : I — R" de (202) est maximale s’il n’existe pas de solution j: I — R”"
avec [ & ety =y.

Proposition 4.11. Sous les hypotheses du théoreme tout probleme de Cauchy admet une unique
solution maximale, et son intervalle de définition est ouvert.

Démonstration. Soit S ’ensemble des solutions du probleme de Cauchy en (f,a); il est non vide.
Par la partie unicité du théoreme deux éléments de S coincident sur I’intersection de leurs
domaines. On peut donc définir I,;x comme la réunion de tous les intervalles de définition et yp,x
par recollement : c’est une solution, manifestement maximale et unique. Son domaine est ouvert
car toute solution définie sur |o, ] se prolongerait au-dela de P par le théoréme appliqué en

(B,y(B))- O

Théoréme 4.12 (Théoreme des bouts). Soity : |t_,t.[ — R" la solution maximale du probléme de
Cauchy en (ty,a). Si ty < +0, alors pour tout compact K < Q il existe t <t tel que (t,y(t)) ¢ K.
Autrement dit, la trajectoire sort de tout compact de Q lorsquet — t.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’il existe un compact K = Q ett; <t tels que (¢,y(t)) €
K pour tout ¢ € [t1,z,[. Posons M = supg |X| < co. Alors [|y'|| < M sur [f1,t4[, donc y est M-
lipschitzienne sur cet intervalle; comme 7 < oo, le critére de Cauchy montre que y(#) admet une
limite b lorsque t — ¢ . Le point (¢4,b) appartient & K car K est fermé, donc a Q.

Le théoreme appliqué en (z,b) fournit une solution z sur un intervalle |t; — T,z + T avec
z(t4+) = b. La fonction obtenue en recollant y sur |¢_, 7| et z sur [¢;,¢; + T est continue, vérifie la
forme intégrale (204)), donc est une solution qui prolonge strictement y : cela contredit la maximalité.

OJ

Corollaire 4.13 (Critere d’existence globale). Soit J < R un intervalle ouvert et X : J x R* — R"
continue, localement lipschitzienne en x, et a croissance au plus linéaire : il existe des fonctions
continues o, 3 = 0 sur J telles que

|X(¢,x)| <o) |lx]| +B(z) pourtous (t,x)eJ xR". (216)
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Alors toute solution maximale est définie sur J tout entier.

Démonstration. Soit y la solution maximale sur |¢_, 7| et supposons 7 < supJ. Soit T €]ty,supJ|
avec 7. < T et posons A = supy, 710, B = supy, 7 B. La forme intégrale donne, pour ¢ € [y, 7|,

t t

Iy@ < flal + J (Aly(s)[+B)ds < ([a] +B(T —10)) + J Aly(s)[ds. (217)
) To

Le lemme de Gronwall montre que ||y| est bornée sur [fo,¢, [, disons par une constante R. La tra-

jectoire reste donc dans le compact [fp,7+] x B(0,R) = , ce qui contredit le théoréme Donc

t+ =supJ, etde méme r_ = infJ. 0J

Exemple 4.14 (Explosion en temps fini). L’hypothése de croissance linéaire n’est pas superflue :
1’équation y' = y? avec y(0) = 1 a pour solution maximale y(¢) = 1/(1 —¢) sur |—co, 1[. Icit, = 1et
|y(t)| — oo : 1a solution sort de tout compact en explosant.

Exemple 4.15 (Systemes linéaires). Si A : J — My, (R) et b: J — R”" sont continues, 1’équation
y = A(t)y + b(r) vérifie ZT6) : toutes ses solutions maximales sont définies sur J entier. Lorsque
A est constante et b = 0, la solution du probléme de Cauchy en (0,a) est y(t) = e4a, ot 4 =
> =0 tA /j!; ’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 7.

4.5. Dépendance par rapport aux conditions initiales.

Proposition 4.16. Soit X continue et k-lipschitzienne en la seconde variable sur un cylindre V=
I xB(a,r), et soient y,z deux solutions de (202) a valeurs dans B(a,r) sur I. Alors pour tout t € I

() = 2(t)]| < |y(t0) — z(to) ] €11 =70l. (218)

En particulier, deux trajectoires issues de points voisins restent voisines sur un intervalle de temps
borné.

Démonstration. La forme intégrale donne, pour ¢ > 1y,

Iy(2) = 2(1)]| < lly(t0) — z(20)] + J kly(s) —z(s)[ ds, (219)

]
et le lemme de Gronwall conclut; on renverse le temps pour # < f. O

Remarque 4.17. Le facteur eklr=tol egt optimal, comme le montre I’équation scalaire y' = ky. La
dépendance est continue, mais 1’écart entre deux trajectoires peut croitre exponentiellement : c’est la
sensibilité aux conditions initiales, a la base de la théorie du chaos. Sur un intervalle de temps borné
I’estimation reste utilisable ; sur un temps long elle ne dit plus rien.

Nous admettrons le raffinement suivant, dont la démonstration suit le méme schéma que celle du
théoreme 4.7/ mais demande de controler simultanément la solution et sa différentielle par rapport a
la donnée initiale.
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Théoréme 4.18 (Régularité du flot; admis). Si X est de classe C* (k = 1) sur Q, alors la solution du
probléme de Cauchy dépend de facon C* du triplet (t,t0,a) formé du temps, du temps initial et de la
position initiale, sur son domaine de définition.

4.6. Le flot d’un champ de vecteurs. Nous nous placons désormais dans le cas autonome : X :
U < R" — R" est un champ de vecteurs de classe C*, k > 1, sur un ouvert U. Pour x € U, notons
t — @(t,x) la solution maximale de

0
) =X (o), 90.1) = x, (220)
définie sur un intervalle ouvert I, = 0, et posons
D={(t,x) eRxU|tel}. (221)

Théoréme 4.19. L’ensemble D est un ouvert de R x U contenant {0} x U, Uapplication ¢ : D — U
est de classe C*, et :

(1) ©(0,x) = x pour tout xe U ;
(2) (propriété de groupe) si s € Iy et t € Iy, ), alorst+s € I et
QO (1,9(s,x)) = @t + 5,x); (222)

(3) pour tout t, 'ensemble Uy = {x e U | (t,x) € D} est ouvert et ¢; = ¢(t,-) : Uy — U_; est un
Ck-difféomorphisme d’inverse ¢_,.

L’application @ s’appelle le flot de X.

Démonstration. L ouverture de D et la régularité C* de ¢ constituent le théoréme Le point (1)
est la condition initiale.

(2) Fixons s € I, et posons z(t) = @(t + s,x), définie pour ¢ + s € I,.. Alors z(0) = @(s,x) et /() =
X(z(t)) puisque I’équation est autonome : z est donc une solution du probleme de Cauchy issu de
®(s,x). Par unicité (théoréme[4.7) elle coincide avec t — @(z, ®(s,x)) sur I’intersection des domaines,
et par maximalité les domaines coincident, ce qui donne (222)). Notons que c’est ici que I’hypothese
d’autonomie est essentielle : pour une équation non autonome, translater le temps change 1’équation.

(3) L’ensemble U; est ouvert comme section de 1’ouvert D. En appliquant (2) avec s et —s on
obtient @_; o @; = idy, et @; o@_; = idy_,, et ces applications sont Ck. ]

Définition 4.20. Le champ X est complet si D = R x U, c’est-a-dire si toutes ses trajectoires sont
définies pour tout temps. Dans ce cas (@ );er est un groupe a un parametre de difféomorphismes de
U.

Proposition 4.21. Si U = R" et si X est de classe C' a support compact (ou plus généralement borné
et globalement lipschitzien), alors X est complet.

Démonstration. Un champ a support compact est borné, donc vérifie (216) avec o = 0; on applique
le corollaire A13 O
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Exemple 4.22. (i) Le champ constant X = e; sur R” a pour flot ¢,(x) = x+te; : le groupe des
translations.

(ii) Le champ linéaire X (x) = Ax a pour flot ¢;(x) = e4x. La propriété de groupe est exactement

e(l—i—s)A — oA psA

(iii) Le champ X (x,y) = (—y,x) engendre les rotations ¢; = Ry d’angle 6 = 1.
(iv) Le champ X (x) = x? sur R n’est pas complet (exemple 4.14).

Définition 4.23. Une fonction g : U — R de classe C! est une intégrale premiére de X si g est
constante le long de chaque trajectoire.

Proposition 4.24. Une fonction C' g est une intégrale premiére de X si et seulement si (gradg,X) =
0 sur U, c’est-a-dire si 0xg = 0.

Démonstration. Par la formule de la chaine, %g((p(t,x)) = (gradg(@(¢,x)),X (¢(t,x))). Cette quan-
tité est nulle pour tous 7, x si et seulement si (gradg, X ) est nulle sur U, puisque tout point de U est

de la forme @(0, x). O

Exemple 4.25. Pour un systéme hamiltonien dans R?, de champ Xy = (0pH,—04H) associé a
H:R%* — R declasse C2, on a

(gradH Xy ) = {04H ,0pH ) +{0pH,—04H ) = 0. (223)
Le hamiltonien est donc une intégrale premiere : c’est la conservation de 1’énergie.

4.7. Redressement local. Le théoreme suivant dit qu’au voisinage d’un point ou il ne s’annule
pas, tout champ de vecteurs est, a changement de coordonnées pres, le champ constant e1. Toute la
complexité d’un systeme dynamique se concentre donc au voisinage de ses points singuliers, ceux
ou X s’annule.

Théoreme 4.26 (Redressement local). Soit X un champ de vecteurs de classe CK k=1, surUcR"
et soit a € U avec X (a) # 0. Alors il existe un voisinage ouvert V de a, un voisinage ouvert W de 0
dans R" et un C*-difféomorphisme ® : W — 'V tels que

D,O(e1) =X (®(w)) pour tout we W. (224)

Autrement dit, dans les coordonnées données par ©, I’équation’y’ = X (y) devient w| =1, wh = --- =
w), = 0, et les trajectoires sont les droites paralléles au premier axe.

Démonstration. Quitte a translater et & composer par un isomorphisme linéaire envoyant X (a) sur
e1, on peut supposer a = 0 et X (0) = e;. Soit @ le flot de X et posons, pour w = (wy,w’) € R x R"~!
assez petit,

O(wi,w') =@ (wi,(0,w)). (225)



ANALYSE VECTORIELLE 50

L application ® est bien définie sur un voisinage de 0 et de classe C* par le théorémem Calculons
sa différentielle en 0. D’une part

ja)
Do®(e;) = 2—(5(0,0) — X(0) = 1. (226)
D’autre part, pour j > 2, la courbe 5 — ©(0,s¢’;) = (0, 5¢;) = se; a pour vitesse e; en s = 0, donc
DyO(e j) = ej. Ainsi Dy® = id, qui est inversible : le théoréme d’inversion locale (théoreme [2.42)
montre que ® est un CX-difféomorphisme d’un voisinage W de 0 sur un voisinage V de a.
Enfin, par définition du flot et par la propriété de groupe,

D,0O(e;) = 8(_vil(p(wl’ 0,w")) =X ((p(wl, (O,w’))) =X(O(w)), (227)

ce qui est (224). O

Remarque 4.27. Le théoreme de redressement fournit immédiatement n — 1 intégrales premieres
indépendantes au voisinage d’un point non singulier : les fonctions w»,...,w, lues dans les coor-
données ®, c’est-a-dire les composantes de ®~! autres que la premiere. Il ne dit rien en revanche
sur le comportement global des trajectoires, qui peut étre arbitrairement compliqué.

4.8. Flot et volume : le théoréme de Liouville. Nous terminons par un résultat qui relie ce cha-
pitre au précédent : il donne I’interprétation dynamique de la divergence, comme taux de variation
infinitésimal des volumes le long du flot.

Lemme 4.28 (Formule de Jacobi). Soit R : I — GL,(R) une application dérivable. Alors t — detR(t)
est dérivable et

%detR(I) = detR(r) - Tr (R(t) 'R'(1)) . (228)

Démonstration. L application det : M, ,(R) — R est polynomiale donc différentiable, et sa diffé-
rentielle en ’identité est la trace : en effet le développement de det(I + hH) ne fait apparaitre au
premier ordre que le produit des termes diagonaux, soit [ [.(1 +AH;;) = 1+hTrH + O(h?). Alors

detR(t +h) = det (R(t) (I +hR(t) 'R/ (t) + o(h))) = detR(t) (1 + hTr(R"'R') +o(h)), (229)
ce qui donne (228) en divisant par % et en faisant tendre / vers 0. O

Théoreme 4.29 (Liouville). Soit X un champ de vecteurs de classe C' sur U, de flot @, et posons
J(t,x) = det(Dy@;). Alors

Y10 = X (0.0 J0), IO =1, 230)

et par conséquent

J(t,x) = exp (J[ divX ((p(s,x))ds) > 0. (231)

0
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Démonstration. Posons R(t) = D@;. En différentiant 1’équation ;¢(f,x) = X (¢(z,x)) par rapport a
x et en utilisant le lemme de Schwarz pour échanger les dérivations, on obtient I’équation variation-
nelle

R'(t) = Dy X -R(t),  R(0)=id. (232)

Comme R(0) = id est inversible et que R satisfait une équation différentielle linéaire, R(r) reste in-
versible pour tout ¢ (c’est aussi une conséquence du théoreme {.19(3), ¢; étant un difféomorphisme).
La formule de Jacobi donne alors

d _
o detR(r) = detR(r) - Tr (R(t) "Dy )X R(t)) = detR(t) - Tr (Dg(r 0 X) , (233)

ou I’on a utilisé I’invariance de la trace par conjugaison. Or la trace de la matrice jacobienne de X est
précisément ) ; 0;X; = divX. L’équation (230) est donc établie, et (231)) s’obtient en résolvant cette
équation différentielle linéaire scalaire. [

Corollaire 4.30 (Champs a divergence nulle). Soit X un champ C' sur U et A < U un domaine
quarrable compact tel que @©;(A) soit défini. Alors

9 Vol (¢,(4)) = f divX dv. (234)
dr o (A)

En particulier, divX = 0 sur U si et seulement si le flot de X préserve les volumes, c’est-a-dire
Vol(¢;(A)) = Vol(A) pour tous t et A.

Démonstration. Par le théoreme de changement de variables (théoreme [3.9) appliqué au difféomor-
phisme @,

Vol (@, (A f |det D, | dx = f (t,x) (235)
puisque J > 0. En dérivant sous le signe intégral (théoreme [I.21) et en utilisant (230),
d
— Vol(¢(A)) = f divX (¢(r,x))J(t,x)dx = divX dv, (236)
dr A ¢ (A)

la derniere égalité étant a nouveau le changement de variables y = @;(x). Si divX = 0 le volume est
constant ; réciproquement, si le volume est constant pour tout A, alors S 4 divX = 0 pour tout domaine
A, et la continuité de divX force divX = 0. O

Remarque 4.31. On retrouve ainsi, du c6té dynamique, I’interprétation de la divergence obtenue
au chapitre précédent par le théoréme de la divergence (proposition [3.48)) : divX mesure le taux de
dilatation des volumes. Un champ a divergence nulle décrit un fluide incompressible.

L’exemple le plus important est celui des systemes hamiltoniens de 1’exemple [4.25] : on vérifie
immédiatement que

divig =Y P (237)
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par le lemme de Schwarz. Le flot hamiltonien préserve donc le volume de I’espace des phases : c’est
le théoreme de Liouville de la mécanique classique, point de départ de la mécanique statistique.

4.9. Exercices.

Exercice 4.32. Résoudre explicitement les problemes de Cauchy suivants et déterminer I’intervalle
maximal : (a) y = ysint, y(0) = 1; (b)Y =1y%, y(0) = 1; () ¥y = /1 +y2, y(0) = 0.

Exercice 4.33. Montrer que le probleme y' = [y|%, y(0) = 0, admet une unique solution si o > 1 et

une infinité si 0 < o < 1.

Exercice 4.34. Démontrer la variante suivante du lemme de Gronwall : si u est continue positive et
u(t) <alt)+ S;O b(s)u(s)ds avec a croissante et b > 0 continues, alors u(t) < a(r) exp (S;O b).

Exercice 4.35. Soit A € M, ,(R). Montrer que ¢ — ¢4 est ’'unique solution de R’ = AR, R(0) = I.
En déduire, 2 I’aide du théoréme I’identité dete? = T4,

Exercice 4.36. Soit X un champ de vecteurs C! sur R” tel que (X (x),x) < 0 pour tout x. Montrer
que ¢ — [@(z,x)|? est décroissante, puis que X est complet en temps positif.

Exercice 4.37. Soit X un champ C! complet sur U et a € U tel que ¢(7,a) = a pour un certain
T > 0. Montrer que la trajectoire de a est périodique et que 1’ensemble des périodes est un sous-
groupe fermé de R. Que peut-on en déduire si X (a) # 0?

Exercice 4.38. Soit X (x,y) = (1,x) sur R%. Calculer explicitement son flot, puis un difféomorphisme
de redressement, et vérifier le théoreme §.26] sur cet exemple. Le champ admet-il une intégrale
premiere globale ?

Exercice 4.39. Soit X (x,y) = (y,—x—¢€y) avec € > 0 (oscillateur amorti). Calculer divX et décrire
le comportement de I’aire d’'un domaine transporté par le flot. Comparer avec le cas € = 0.
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