TD série formelle

16 novembre 2021

Exercice 1 :
Soit (u,) une suite linéaire récurrente a coefficients constants sur un corps k. La suite vérifie la relation

Untd = Pd—1Un+d—1 + -+ Poln.

Soit P le polynéme X — pg_1 X971 — ... — py. On considére le k-espace vectoriel k[X]/(P) muni de la base
(1,X,---, X% 1), Soit M la matrice compagnon de P.
0 Do
) .
M =
0 pa—2
1 pa—
1. Montrer que pour tout i > 0,
Us
= (Uo, t audfl)Mi'
Ud4i—1
2. Montrer que M est la matrice de 'application de multiplication par x := X mod P dans la base

(1,..., X971,
3. Soit V}, la premiére colonne de M* montrer que les coefficients de Vj, sont les coefficients de 2* dans la
base (1,X,---, X471).

4. En déduire un algorithme de calcul de uy de complexité O(M (d)log N).

Exercice 2 :
Soit f =", 50 [nX™ une série formelle, on définit la dérivée formelle de f par

P =3 nfaxt
n>1
1. Montrer que (f +g)' = f' + ¢’. On admet que l'application f — f’ est continue.
2. Montrer que (fg) = f'g+ fg'.
3. En déduire que pour tout k > 0, (f*) = kf/fF=1.
4. Montrer que (fog) =g - f og.

Exercice 3 :
Soit f une série formelle qui vérifie 'équation f' = ¢ - f. On impose f; = 0, résoudre alors I’équation



différentielle.

Exercice 4 :
Soit k = Q, on définit les séries formelles

_1\n—1
F(X) =exp(X) = %X" et g =log(1+X)=>" %X"
n>0 n>1

1. Montrer que f' = f et ¢ = ﬁ

2. Montrer que fog=gof =1+ X. (Indice, poser h = fog et trouver une équation différentielle vérifice

par h.

ala—1)---(a—r+1)

- . Montrer que

3. Soit @ € R et 7 un entier, on définit (ff) =

(1+X)* := exp(alog(l + X)) = Y (“) X"

r
r>0

Exercice 5 :
Soit a,, le nombre d’arbres binaires 4 n sommets. On considére la série formelle A =" a,T".

1. Montrer que ag = 1 et pour tout n > 1,a, = Zz;é ApOp—1—F-
2. En déduire que A vérifie I’équation

A(T) =1+ TAXT).

3. En déduire que

amy = 1= V(1 —4T)

2T

4. Montrer que pour tout entier r > 0,
1/2 2 _1f2r—1
= —(=1)" .
1 2n
an = .
n+1l\n

5. Conclure que




