Statistique Mathématique 2021-2022

TD 2 : estimateurs

Les questions marquées d’un astérisque (*) sont facultatives.
Dans tous les exercices, on commencera par soigneusement écrire le modele statistique considéré.

Exercice 1. Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon de v.a. (variables aléatoires) i.i.d. (indépendantes
et identiquement distribuées) suivant une loi normale de moyenne y et variance o inconnues, qu’on
cherche & estimer.

1. Calculer un estimateur du maximum de vraisemblance de (u, 02). Calculer son biais. Calculer la
variance de l'estimateur de u. Ces estimateurs sont-ils consistants ?

2. Calculer un estimateur de (u,0?) en utilisant la méthode des moments. Que constatez-vous ?

Exercice 2. Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon de v.a. i.i.d. suivant une loi uniforme sur [0,6]. On
cherche & estimer 6.

1. Calculer un estimateur du maximum de vraisemblance de 8. Calculer sa fonction de répartition.
En déduire sa densité, son biais et sa variance. Est-il consistant ?

2. Calculer un estimateur de 6 en utilisant la méthode des moments. Calculer son biais et sa
variance. Est-il consistant 7

Exercice 3. Soit (X7, ..., X,) un n-échantillon de v.a. i.i.d. suivant une loi exponentielle de parametre
inconnu.

1. Comparer les estimateurs de 6 obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance et la
méthode des moments.

2. On considere 'estimateur du maximum de vraisemblance. Est-il consistant 7 Que peut-on dire
de son biais?

On rappelle l'inégalité de Jensen : soit A un intervalle de R, ¢ : A — R une fonction convezxe et X
une variable aléatoire a valeurs dans A. Alors

Elp(X)] = o(E[X]).
De plus, st ¢ est strictement convexe, alors il y a égalité si et seulement si X est constante.

Exercice 4. (Unicité de ’estimateur du maximum de vraisemblance)

1. Soient Xji,...,X, une suite de v.a. i.i.d. uniformes sur [¢,60 + 1]. Calculer un estimateur du
maximum de vraisemblance. Est-il unique ?
2. Soient X1,..., X, une suite de v.a. i.i.d. de loi de Laplace de parametres (i, 1) (autrement dit,
de densité z — PEZ=H)y Nontrer que la log-vraisemblance est dérivable sur R\ {X1,..., X,
2 g
de dérivée
pr—#ie{l,... ,n}: X;>py—#{ie{l,...,n}: X; < u}.
En déduire que tout estimateur du maximum de vraisemblance de p est une médiane de I’échantillon
(X1,...,X,). Lestimateur du maximum de vraisemblance est-il unique ?
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Probléme : régression non paramétrique (*). On observe des v.a. Y7,...,Y, qu'on suppose de
la forme )
J
Yi=f=)+¢;
J n J
N .. . . 2 N
ou €1,...,&, sont des v.a. i.i.d. gaussiennes de moyenne nulle et de variance connue o~ et ou f est

une fonction inconnue de [0, 1] dans R qu’on cherche & estimer. On fait ’hypothese que f est (a, L)-
holderienne pour « € (0,1] et L > 0, autrement dit : pour tout z,y, |f(z) — f(y)| < L|z — y|*.

1. Ecrire le modele statistique correspondant.

Comme ce modele se préte mal a la méthode du maximum de vraisemblance, on procede plutét comme
suit. Soit D > 1. Pour tout i € {1,..., D}, soit I; :]%, %} On cherche un estimateur de f parmi les
fonctions constantes sur chaque I;. Pour simplifier, on suppose D|n et on note K = n/D le nombre
de points de la forme j/n qui tombent dans I; (pour un i fixé).

2. Ecrire ce nouveau modele statistique sous la forme d’un modele paramétrique.

Indication : les mesures de probabilité de ce modéle correspondent aux fonctions parmi lesquelles
on cherche Uestimateur. Il n’est pas nécessaire que la vraie loi soit dans ce modeéle.

3. Montrer que I'estimateur du maximum de vraisemblance de f s’écrit

A D 1 Ki
fla)y=>" 7 . Y| 1)
=1\ j=K(i-1)+1

Autrement dit, f est constant sur chaque I; égal a la moyenne des Y observés sur ce I;.
4. Calculer I'espérance de f . Cet estimateur est-il sans biais ?

5. Notons ||g||> = f[o 1] g(z)?dz. Montrer que I'erreur L? de cet estimateur se décompose suivant le
compromis biais-variance

E(llf — 1% = E[lf — EL/IP] + IE(f] - fII*.

En déduire que si D reste constant quand n — oo, cet estimateur n’est pas consistant.
6. Montrer qu'’il existe une constante ¢ < 1 telle que le biais vérifie |[E[f] — f||? < eL2D 2,
7. Montrer que la variance vérifie E[||f — E[f]]|?] < 02D/n.

8. Quel choix de D proposez-vous? En admettant que les réponses aux questions 5 a 7 restent
vraies méme si D ne divise pas n, quelle est la vitesse de convergence du risque de I'estimateur 7



