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TD 10 : Ridge et Lasso

Les questions marquées d’un astérisque (*) sont facultatives.

Soient Y € R” et X € R™*? des variables aléatoires dont on suppose qu’elles obéissent au modele
linéaire
Y=Xp+e.
L’objectif est d’estimer 8 € R?. Dans ce TD, on considérera les trois estimateurs suivants :
— Ridge : 8%° € argming (|Y — X813 + A|18]13),
— Lasso : gL € argming(||Y — X (13 + AlI8]l1),
— Pénalité £y : 0 € argming(||[Y — X 3|13 + Al|Blo) ot [|B]lo = Card{i € {1,...,p} t.q. B; # 0}.

Notez qu’il n’existe pas en général de formule explicite pour ces deux derniers estimateurs.

Exercice 1. (Formulations contrainte et pénalisée) L’objectif de cet exercice est de montrer
I’équivalence entre les deux formulations des probléemes Ridge, Lasso et £ :

BﬂMea%fme—Xﬂﬁ+Amm) (1)

et

Ba(t) € argmin Y — X33 (2)
B t.q. h(B)<t

ot h(B) = ||B]|3 pour I'estimateur Ridge, h(3) = ||B]|1 pour 'estimateur Lasso et h(8) = ||3]|o pour
Pestimateur par pénalité £y.

Soit A > 0 et posons t = h(31(\)).

1. Montrer que (2) implique [V — XB(0)3 < IV = X5 (NI et h(Ba(t)) < h(B1 (V).

2. En déduire que f2(t) est une solution de (1).

3. Déduire de (1) et de la question 1 que [[Y = X35(t)|13 = [V = XB1 (V)3 et h(B1(N)) = h(Ba(2)),

puis que [31(\) est une solution de (2).

Nous venons de montrer que pour tout A > 0, il existe t(\) tel que les solutions du probléme (1)

sont des solutions du (2) et réciproquement.

Exercice 2. (Convexité et unicité des estimateurs) Dans la suite, on note X' la matrice
transposée de X.

1. Notons 355 un estimateur des moindres carrés (LS = Least Squares), c’est-a-dire un minimiseur
de B — [[Y — XB|I3.
(a) Justifier que (Y — XL TX = 0.
Indication : passez par le gradient.
(b) En déduire que pour tout 8 € RY, |[Y — X2 = ||Y — X853 + | X (BXS — B)|I2.
(c) Montrer que l'application
B |IY - XBI3 (3)
est convexe.
Indication : on pourra montrer que si f est une fonction convexe & valeurs positives, alors
f? est conveze.
Dans la suite, on pourra admettre les quelques propriétés suivantes. (*) Les montrer.

— Si f et g sont des fonctions convexes, alors f + g est toujours convexe. Si 'une d’entre elles
est strictement convexe, alors f 4 ¢ est aussi strictement convexe. Une fonction f est dite
strictement convexe si pour tout x # y et tout ¢t € (0, 1), f(tx+(1—t)y) < tf(x)+(1—t)f(y).
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— Une fonction continue strictement convexe qui tend vers 'infini en I'infini admet un unique
minimiseur.

— L’application (3) est strictement convexe lorsque X ' X est définie positive.

Le grand avantage des fonctions convexe est qu’elles sont faciles a minimiser : il suffit de suivre
la pente pour tomber au fond de la cuvette ! C’est le principe de la descente de gradient.

2. (Ridge) Montrer que 'estimateur Ridge est unique des lors que A > 0.

3. (Lasso) Montrer que l'estimateur Lasso est unique des lors que X TX est définie positive.
L’estimateur Lasso n’est pas toujours unique! Par contre, on peut toujours le calculer par des-
cente de gradient.

4. (Pénalité /y) La fonction 8 — ||3]|o est-elle convexe ?

Exercice 3. (Parcimonie) On se place ici dans le cas ou d est grand et ou S n’a que r < d composantes
non nulles, autrement dit ||S|lo = r < d. Lorsque r est beaucoup plus petit de d, on dit que le vecteur
est parcimonieux. Tirer profit de l’information qu’un vecteur est parcimonieux est crucial quand d est
tres grand.

On suppose les (€;)1<i<n i.i.d. gaussiens centrés de variance o2. On se place dans le cas orthogonal
ou XX =n-1I,

On note BLS = %XTY I’estimateur des moindres carrés. Noter que BLS =0+ %XTs, donc presque
stirement, aucune coordonnée de 35 n’est nulle (on pourra 'admettre).

1. Montrer que E[||3X5 — g||?] = %. En déduire fX° — 3 en probabilité.
n—o0

On pourra utiliser que ||3%5 — |2 = L' X Xe pour montrer E[|| 55 - B||?] = Z—;TT(XXT).

2. (Ridge) Montrer (ou rappeler) que BRidge — H}\/n,@’LS. En déduire que quel que soit A, |]BRidge\\0 =d.
3. (Lasso)
(a) Montrer que Blasso yérifie —QB]LS + 23}5‘550 + (A\/n) - signe(ﬁ}asso) = 0 pour tout j tel que
BLasso ?é 0
J .

Indication : montrer que le critére Lasso se réécrit
B+ constante — 2n8" B + 2087 8+ A||B|1 (4)

puis prendre son gradient. On pourra utiliser le résultat de la question 1b de ’exercice 2.

(b) En déduire que pour tout j,

BES — N2 si Y > A/(2n),
BLasso — BLS + )\/2 si BLS < —)\/(Qn), (5)
0 si BE9 € [-M/(2n), A/ (2n)].

(¢) En déduire que si la valeur de A/n est fixée (et strictement positive), limy_o0 || 34550 < 7
(avec égalité des que \/n est < assez petit > — préciser le seuil), et que a n fixé, || 3425%°||q v
—00

0 et [|gLas°]|g —s d.
A—0

En pratique, le bon choix de X est d’ordre \/n et non n comme précisé ici, mais la constante
de proportionnalité n’admet pas de formule explicite et dépend des situations.

4. (Pénalité ¢5) Montrer que ||3°]o — 0 et |30 — d.
A—00 A—0



