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TD 10 : Ridge et Lasso

Les questions marquées d’un astérisque (*) sont facultatives.

Soient Y ∈ Rn et X ∈ Rn×d des variables aléatoires dont on suppose qu’elles obéissent au modèle
linéaire

Y = Xβ + ε.

L’objectif est d’estimer β ∈ Rd. Dans ce TD, on considèrera les trois estimateurs suivants :

— Ridge : β̂Ridge ∈ arg minβ(‖Y −Xβ‖22 + λ‖β‖22),

— Lasso : β̂Lasso ∈ arg minβ(‖Y −Xβ‖22 + λ‖β‖1),

— Pénalité `0 : β̂0 ∈ arg minβ(‖Y −Xβ‖22 + λ‖β‖0) où ‖β‖0 = Card{i ∈ {1, . . . , p} t.q. βi 6= 0}.
Notez qu’il n’existe pas en général de formule explicite pour ces deux derniers estimateurs.

Exercice 1. (Formulations contrainte et pénalisée) L’objectif de cet exercice est de montrer
l’équivalence entre les deux formulations des problèmes Ridge, Lasso et `0 :

β̂1(λ) ∈ arg min
β

(‖Y −Xβ‖22 + λh(β)) (1)

et
β̂2(t) ∈ arg min

β t.q. h(β)6t
‖Y −Xβ‖22 (2)

où h(β) = ‖β‖22 pour l’estimateur Ridge, h(β) = ‖β‖1 pour l’estimateur Lasso et h(β) = ‖β‖0 pour
l’estimateur par pénalité `0.

Soit λ > 0 et posons t = h(β̂1(λ)).

1. Montrer que (2) implique ‖Y −Xβ̂2(t)‖22 6 ‖Y −Xβ̂1(λ)‖22 et h(β̂2(t)) 6 h(β̂1(λ)).

2. En déduire que β̂2(t) est une solution de (1).

3. Déduire de (1) et de la question 1 que ‖Y −Xβ̂2(t)‖22 = ‖Y −Xβ̂1(λ)‖22 et h(β̂1(λ)) = h(β̂2(t)),
puis que β̂1(λ) est une solution de (2).

Nous venons de montrer que pour tout λ > 0, il existe t(λ) tel que les solutions du problème (1)
sont des solutions du (2) et réciproquement.

Exercice 2. (Convexité et unicité des estimateurs) Dans la suite, on note X> la matrice
transposée de X.

1. Notons β̂LS un estimateur des moindres carrés (LS = Least Squares), c’est-à-dire un minimiseur
de β 7→ ‖Y −Xβ‖22.
(a) Justifier que (Y −Xβ̂LS)>X = 0.

Indication : passez par le gradient.

(b) En déduire que pour tout β ∈ Rd, ‖Y −Xβ‖22 = ‖Y −Xβ̂LS‖22 + ‖X(β̂LS − β)‖22.
(c) Montrer que l’application

β 7−→ ‖Y −Xβ‖22 (3)

est convexe.

Indication : on pourra montrer que si f est une fonction convexe à valeurs positives, alors
f2 est convexe.

Dans la suite, on pourra admettre les quelques propriétés suivantes. (*) Les montrer.

— Si f et g sont des fonctions convexes, alors f + g est toujours convexe. Si l’une d’entre elles
est strictement convexe, alors f + g est aussi strictement convexe. Une fonction f est dite
strictement convexe si pour tout x 6= y et tout t ∈ (0, 1), f(tx+(1−t)y) < tf(x)+(1−t)f(y).
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— Une fonction continue strictement convexe qui tend vers l’infini en l’infini admet un unique
minimiseur.

— L’application (3) est strictement convexe lorsque X>X est définie positive.

Le grand avantage des fonctions convexe est qu’elles sont faciles à minimiser : il suffit de suivre
la pente pour tomber au fond de la cuvette ! C’est le principe de la descente de gradient.

2. (Ridge) Montrer que l’estimateur Ridge est unique dès lors que λ > 0.

3. (Lasso) Montrer que l’estimateur Lasso est unique dès lors que X>X est définie positive.

L’estimateur Lasso n’est pas toujours unique ! Par contre, on peut toujours le calculer par des-
cente de gradient.

4. (Pénalité `0) La fonction β 7−→ ‖β‖0 est-elle convexe ?

Exercice 3. (Parcimonie) On se place ici dans le cas où d est grand et où β n’a que r < d composantes
non nulles, autrement dit ‖β‖0 = r < d. Lorsque r est beaucoup plus petit de d, on dit que le vecteur
est parcimonieux. Tirer profit de l’information qu’un vecteur est parcimonieux est crucial quand d est
très grand.

On suppose les (εi)16i6n i.i.d. gaussiens centrés de variance σ2. On se place dans le cas orthogonal
où X>X = n · Id.

On note β̂LS = 1
nX
>Y l’estimateur des moindres carrés. Noter que β̂LS = β+ 1

nX
>ε, donc presque

sûrement, aucune coordonnée de β̂LS n’est nulle (on pourra l’admettre).

1. Montrer que E[‖β̂LS − β‖2] = σ2d
n . En déduire β̂LS −→

n→∞
β en probabilité.

On pourra utiliser que ‖β̂LS − β‖2 = 1
n2 ε
>X>Xε pour montrer E[‖β̂LS − β‖2] = σ2

n2 Tr(XX>).

2. (Ridge) Montrer (ou rappeler) que β̂Ridge = 1
1+λ/n β̂

LS. En déduire que quel que soit λ, ‖β̂Ridge‖0 = d.

3. (Lasso)

(a) Montrer que β̂Lasso vérifie −2β̂LSj + 2β̂Lassoj + (λ/n) · signe(β̂Lassoj ) = 0 pour tout j tel que

β̂Lassoj 6= 0.

Indication : montrer que le critère Lasso se réécrit

β 7→ constante− 2nβ>β̂LS + 2nβ>β + λ‖β‖1 (4)

puis prendre son gradient. On pourra utiliser le résultat de la question 1b de l’exercice 2.

(b) En déduire que pour tout j,

β̂Lasso =


β̂LS − λ/2 si β̂LS > λ/(2n),

β̂LS + λ/2 si β̂LS 6 −λ/(2n),

0 si β̂LS ∈ [−λ/(2n), λ/(2n)].

(5)

(c) En déduire que si la valeur de λ/n est fixée (et strictement positive), limn→∞ ‖β̂Lasso‖0 6 r
(avec égalité dès que λ/n est � assez petit � – préciser le seuil), et que à n fixé, ‖β̂Lasso‖0 −→

λ→∞
0 et ‖β̂Lasso‖0 −→

λ→0
d.

En pratique, le bon choix de λ est d’ordre
√
n et non n comme précisé ici, mais la constante

de proportionnalité n’admet pas de formule explicite et dépend des situations.

4. (Pénalité `0) Montrer que ‖β̂0‖0 −→
λ→∞

0 et ‖β̂0‖0 −→
λ→0

d.
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