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TD N°7 : PROPRIETES DES SEMI-GROUPES
ET EQUATION DE SCHRODINGER NON-LINEAIRE

Exercice 1 % : semi-groupe dérivable

Soient S un semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X, et A son générateur
infinitésimal. Etant donné to > 0, on suppose que S’ (to) := %f t:tOS (t) définit un opérateur dans
L(X).

1. Pour tout z dans X, montrer que S(tg)z € D(A) et que S'(to) = AS(to).

2. Pour tout t > ty, montrer que S(t) est dérivable.

3. Pour tout n dans N, montrer que S(t) est n fois dérivable pour tout t > ntg, et que

SM (1) = A"S(t).

Exercice 2 % : type d’un semi-groupe

Soit S un semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X. On définit le type de S
par

a1
wo = %1;15 : log||S(t)]] € RU{—o0}.
1. Montrer que
o1
wo =, lim_~ log]| (1)
2. Pour tout w > wg, montrer 'existence de M,, > 0 tel que

(1) VE >0, [|SE)| < Met.

Exercice 3 % % : théoréme de Hille-Yosida

Soient S un semi-groupe fortement continu sur un C-espace de Banach X, et A son générateur
infinitésimal. L”ensemble résolvant p(A) est 'ensemble des A € C tel que 'opérateur Ay := A—1d
a un inverse borné R(\, A) (p(A) est le complémentaire du spectre de A). R(\, A) est la résolvante
de A en X. On suppose S de type fini, et soit (M, w) vérifiant (I]).

1. Montrer que C,, := {A € C/ReX > w} C p(A4), et que

+oo
VA€, Vye X, R(A\Ay= / e S(t)y dt.
0

2. Montrer que
(2) VEe N,YA e C,,Vy € X, |RF(N, A)|| < M(Rel —w) ™",

Réciproquement, soit A un opérateur non-borné a domaine dense, tel qu’il existe (M, w) satis-
faisant, C,, C p(A) et (2).

3. Pour n > w, on considére les approximations de Yosida de A
Ay, = AJd,, ouJ,:=nR(n,A).

Déterminer les limites n — 400 de J,, et A,.

4. On pose Sy (t) := et4». Montrer que pour n > 2w,

VE>0, [Sn(t)] < Me*t,



5. Pour tout x dans X, montrer que S, (¢)z converge vers un certain S(¢)z lorsque n — +o0.
[Indication : On pourra montrer que la suite est de Cauchy.]

6. Pour tout = dans D(A), montrer que ¢t — S(t)z est différentiable.

7. Montrer que A est le générateur infinitésimal de S.

La suite de ce TD est consacrée a 1’équation de Schrédinger non linéaire

i0u+ Au = kulul® teR, zeRY,
s t u

Ujt=0 = U0,
ou k € Ret a> 0. Le but est de prouver le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Soit ug € L2(RY), k € R, a > 0.
— Théorie L? sous-critique : on suppose o < 4/N. Alors il existe T > 0, qui ne dépend que
de |luol|L2(mny, tel que admet une unique solution u € LP([~T,T], LY(RN)) pour
tout couple (p,q) € [2,+00]? tel que

(3) 2+N N > 2
-+ —=—=, p>2
P q 2

De plus cette solution est dans C(] — T, T[, L*(RY)).

— Théorie L? critique : on suppose o = 4/N. Il existe une constante Co > 0 telle que si
|uoll 2 < Co, alors (NLS) admet une unique solution globale u € LP(R, L9(R™)) pour
tout couple admissible (p, q) vérifiant (3)). De plus u € C(R, L*(R")).

On rappelle I’équation de Schrédinger linéaire non homogene

iu+Au=f teR, zeRY,

u‘t:() = uo,

(LSNH)

ot u: R xRV — C, et f est un terme source dont la régularité sera précisée au cours du
probléme. Plusieurs résultats de cours sont rappelés en Appendice.
Exercice 4 % : Invariance d’échelle

1. Soit A > 0 et soit u € C(R, L?(R")) une solution de (NLS)) au sens des distributions. On pose
uy : (£, ) € R x RN 5 A% u(\2t, Ax)

Montrer que u) est solution de (NLS)).
2. Montrer que

2_N
1N ug(A) | 2@y A% ™% uol| 2 vy

3. Montrer que si (p, q) vérifie

2 N
HUAHLP(R),M(RN) = Aoz HUHLP(IR{),LQ(]RN)'

En déduire que si a = 4/N, I'espace LP(R), L9(RV) est invariant par le changement d’échelle
U —> U).

Exercice 5 & % & : estimation du terme non-linéaire

Pour T" > 0, on définit I'espace

Sp= () LP(-T.7],LYRY)).
(p,q) vérifiant



1. Soit u € S%. On pose f = kulu|®. Soit (p,q) vérifiant (3). Montrer que
||f||Lﬁ’([7T,T]7L§’(RN) |H|||uHa (a+1)p’ ([-T,7], L(e+1)d (RV))’
2. On va chercher a trouver (p,q), (p1,q1), (p2,q2) admissibles tels que 1’on puisse interpoler

LD ([T, T], LD (RN)) entre L ([T, T}, L4 (RN)) et LP*([-T,T], L (RV)).
a) On suppose que

1 «Q 1
(4) a + q; € |:2> 1:| ;
et on pose % = q% + % (avec donc g > 2.) Montrer que pour presque tout ¢ € [—7',T],

() e vy < IO e [0

b) Montrer que si a € [0,4/N], il existe 6 € [0, 1], avec § = 0 si et seulement si a = 4/N, tel que

1 a 1
P11 P2 p

c) En déduire que si (4]) est vérifiée et que a € [0,4/N],

Nz (ormy,pe @y <RI el on o7y, vy el G 2y, oo v -

3. Soit u,v € S%. On pose f = kulu|®, g = rkvlv|®.
Montrer qu’il existe une constante C, > 0 telle que

|f =gl < Calsllu —vf (Ju]* + |v[) .

4. En utilisant le méme type de calculs et les mémes notations que précédemment, montrer que

1f — gHLﬁ’([_T’T]’Lé’(RN))
< IRIT = oI5 gy ooy (10l o ey + 100y o vy ) -
Exercice 6 & % : point fixe
Soit (p, q) € [2,+o0] vérifiant et tel que 0 < /g < 1/2. Soit T > 0 quelconque. On pose
Xr = LP([-T,T), LYRY)) 0 L=([-T, T], L*([RY)),
muni de la norme
lullxy = lull o=z, Lamny) + Nl oo (=1, L2 RN ))-

Soit ug € L?(RY) quelconque. On suppose que a € [0,4/N].

1. On considere 'application
P:ueXpr—veXp,

ou v est solution de (LSNH) avec f = kulul|?, i.e
) t
u(t) = g + & / =D (s u(s)|%) ds.
0

Montrer que ® est bien définie.



2. Montrer qu’il existe une constante C'; > 0 ne dépendant que de o, p et ¢, et 8 > 0, avec § =0
si et seulement si « = 4/N, tel que pour tout u € X,

611,111
[ @)1, < O (lluollsey + TNl i)
3. Montrer qu’il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout ui,us € Xp,

[® (1) = D), < CoT?llur = wallx—r (Jlual%, + u2l%,)

4. On suppose dans cette question que o < 4/N (de sorte que € > 0), et on prend ug € LQ(RN)
quelconque. On définit la boule

B={ue Xr, |ulx; <2C|uollr2@m}-

a) Montrer qu’il existe 77 > 0 tel que si T' < T7, la boule B est stable par ®.

b) Montrer qu'il existe To > 0 tel que si T' < Ts, Papplication ® est contractante sur B.
On explicitera les dépendances de T} et de T, en fonction de |Jug||z2.

c¢) En déduire que si T' < min(77,7»), ® admet un unique point fixe sur B. Conclure.

5. On suppose dans cette question que o = 4/N (et donc § = 0.) On pose, pour § > 0,
Bs = {’LL € Xr, ||u||XT < 5}7

et on suppose que |[ug|| 2wy < Co.
a) On suppose que

(5) o) (00 T 51+a) < 6,2050% < 1.

Montrer que By est stable par ® et que ® est une contraction sur Bj.
b) Montrer qu’il existe des constantes Cp,d > 0 qui vérifient .
c¢) Conclure.

Appendice

On rappelle les résultats suivants :
— Pour tout p € [1,2], pour tout ¢ € R, pour tout f € LP(RY), on a

1

/ S ———7

— Inégalités de Strichartz : pour tout (p,q) € [2, +00]? tels que
2 N N

6 Sy =,
(6) T T2

eitAf‘

| £l Lo @y

p>2

il existe une constante C), ; > 0 telle que pour toute fonction ug € LQ(RN ), on a

eztA uo ‘

<
LP(R,LI(RN)) ~ Cra

0 LQ(RN).
|uoll

— Inégalités de Strichartz pour le terme source :
Proposition 6.1. Soit (p,q), (p,q) € [2,+00)? deuz couples d’exposants admissibles, i.e.

2 N N N
- +T:*,
q 2

2
= p>2,]3>2
p q p

1l existe une constante Cp 4 5.5 > 0 telle que pour tout T' > 0, pour tout f € Lﬁ'([O, T], L7 (RM))

‘ /t (=92 () ds

0 < Cn%ﬁ@”f”;;ﬁ([O,T},Lq’ (RNY)*

Lr([0,T],L9(RY))



