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TD no7 : propriétés des semi-groupes
et équation de Schrödinger non-linéaire

Exercice 1 : semi-groupe dérivable
Soient S un semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X, et A son générateur
infinitésimal. Étant donné t0 ≥ 0, on suppose que S′(t0) := d

dt

∣∣
t=t0

S(t) définit un opérateur dans
L(X).
1. Pour tout x dans X, montrer que S(t0)x ∈ D(A) et que S′(t0) = AS(t0).
2. Pour tout t ≥ t0, montrer que S(t) est dérivable.
3. Pour tout n dans N, montrer que S(t) est n fois dérivable pour tout t ≥ nt0, et que

S(n)(t) = AnS(t).

Exercice 2 : type d’un semi-groupe
Soit S un semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X. On définit le type de S
par

ω0 := inf
t>0

1
t

log∥S(t)∥ ∈ R ∪ {−∞}.

1. Montrer que
ω0 = lim

t→+∞

1
t

log∥S(t)∥.

2. Pour tout ω > ω0, montrer l’existence de Mω > 0 tel que

(1) ∀t > 0, ∥S(t)∥ ≤ Mωeωt.

Exercice 3 : théorème de Hille-Yosida
Soient S un semi-groupe fortement continu sur un C-espace de Banach X, et A son générateur
infinitésimal. L’ensemble résolvant ρ(A) est l’ensemble des λ ∈ C tel que l’opérateur Aλ := λ−Id
a un inverse borné R(λ, A) (ρ(A) est le complémentaire du spectre de A). R(λ, A) est la résolvante
de A en λ. On suppose S de type fini, et soit (M, ω) vérifiant (1).
1. Montrer que Cω := {λ ∈ C / Reλ > ω} ⊂ ρ(A), et que

∀λ ∈ Cω, ∀y ∈ X, R(λ, A)y =
∫ +∞

0
e−λtS(t)y dt.

2. Montrer que

(2) ∀k ∈ N, ∀λ ∈ Cω, ∀y ∈ X, ∥Rk(λ, A)∥ ≤ M(Reλ − ω)−k.

Réciproquement, soit A un opérateur non-borné à domaine dense, tel qu’il existe (M, ω) satis-
faisant, Cω ⊂ ρ(A) et (2).
3. Pour n > ω, on considère les approximations de Yosida de A

An := AJn, où Jn := nR(n, A).

Déterminer les limites n → +∞ de Jn et An.
4. On pose Sn(t) := etAn . Montrer que pour n > 2ω,

∀t > 0, ∥Sn(t)∥ ≤ Me2ωt.
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5. Pour tout x dans X, montrer que Sn(t)x converge vers un certain S(t)x lorsque n → +∞.
[Indication : On pourra montrer que la suite est de Cauchy.]
6. Pour tout x dans D(A), montrer que t 7→ S(t)x est différentiable.
7. Montrer que A est le générateur infinitésimal de S.

La suite de ce TD est consacrée à l’équation de Schrödinger non linéaire

(NLS)
i∂tu + ∆u = κu|u|α t ∈ R, x ∈ RN ,

u|t=0 = u0,

où κ ∈ R et α > 0. Le but est de prouver le résultat suivant :

Théorème 3.1. Soit u0 ∈ L2(RN ), κ ∈ R, α > 0.
— Théorie L2 sous-critique : on suppose α < 4/N . Alors il existe T > 0, qui ne dépend que

de ∥u0∥L2(RN ), tel que (NLS) admet une unique solution u ∈ Lp([−T, T ], Lq(RN )) pour
tout couple (p, q) ∈ [2, +∞]2 tel que

(3) 2
p

+ N

q
= N

2 , p > 2.

De plus cette solution est dans C(] − T, T [, L2(RN )).
— Théorie L2 critique : on suppose α = 4/N . Il existe une constante C0 > 0 telle que si

∥u0∥L2 ≤ C0, alors (NLS) admet une unique solution globale u ∈ Lp(R, Lq(RN )) pour
tout couple admissible (p, q) vérifiant (3). De plus u ∈ C(R, L2(RN )).

On rappelle l’équation de Schrödinger linéaire non homogène

(LSNH)
i∂tu + ∆u = f t ∈ R, x ∈ RN ,

u|t=0 = u0,

où u : R × RN → C, et f est un terme source dont la régularité sera précisée au cours du
problème. Plusieurs résultats de cours sont rappelés en Appendice.

Exercice 4 : Invariance d’échelle

1. Soit λ > 0 et soit u ∈ C(R, L2(RN )) une solution de (NLS) au sens des distributions. On pose

uλ : (t, x) ∈ R × RN 7→ λ2/αu(λ2t, λx)

Montrer que uλ est solution de (NLS).
2. Montrer que

∥λ2/αu0(λ·)∥L2(RN )λ
2
α

− N
2 ∥u0∥L2(RN ).

3. Montrer que si (p, q) vérifie (3)

∥uλ∥Lp(R),Lq(RN ) = λ
2
α

− N
2 ∥u∥Lp(R),Lq(RN ).

En déduire que si α = 4/N , l’espace Lp(R), Lq(RN ) est invariant par le changement d’échelle
u → uλ.

Exercice 5 : estimation du terme non-linéaire
Pour T > 0, on définit l’espace

S0
T =

⋂
(p,q) vérifiant (3)

Lp([−T, T ], Lq(RN )).
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1. Soit u ∈ S0
T . On pose f = κu|u|α. Soit (p̄, q̄) vérifiant (3). Montrer que

∥f∥Lp̄′ ([−T,T ],Lq̄′ (RN )) = |κ|∥u∥α+1
L(α+1)p̄′ ([−T,T ],L(α+1)q̄′ (RN )).

2. On va chercher à trouver (p̄, q̄), (p1, q1), (p2, q2) admissibles tels que l’on puisse interpoler
L(α+1)p̄′([−T, T ], L(α+1)q̄′(RN )) entre Lp1([−T, T ], Lq1(RN )) et Lp2([−T, T ], Lq2(RN )).
a) On suppose que

(4) 1
q1

+ α

q2
∈

[1
2 , 1

]
,

et on pose 1
q̄′ = 1

q1
+ a

q2
(avec donc q̄ ≥ 2.) Montrer que pour presque tout t ∈ [−T, T ],

∥u(t)∥L(α+1)q̄′ (RN )) ≤ ∥u(t)∥
1

α+1
Lq1 (RN )∥u(t)∥

α
α+1
Lq2 (RN )

b) Montrer que si a ∈ [0, 4/N ], il existe θ ∈ [0, 1], avec θ = 0 si et seulement si a = 4/N , tel que

θ + 1
p1

+ a

p2
= 1

p̄′ .

c) En déduire que si (4) est vérifiée et que a ∈ [0, 4/N ],

∥f∥Lp̄′ ([−T,T ],Lq̄′ (RN )) ≤ |κ|T θ∥u∥Lp1 ([−T,T ],Lq1 (RN ))∥u∥α
Lp2 ([−T,T ],Lq2 (RN )).

3. Soit u, v ∈ S0
T . On pose f = κu|u|α, g = κv|v|α.

Montrer qu’il existe une constante Cα > 0 telle que

|f − g| ≤ Cα|κ||u − v| (|u|α + |v|α) .

4. En utilisant le même type de calculs et les mêmes notations que précédemment, montrer que

∥f − g∥Lp̄′ ([−T,T ],Lq̄′ (RN ))

≤ |κ|T θ∥u − v∥
1

α+1
Lp1 ([−T,T ],Lq1 (RN ))

(
∥u∥α

Lp2 ([−T,T ],Lq2 (RN )) + ∥v∥α
Lp2 ([−T,T ],Lq2 (RN ))

)
.

Exercice 6 : point fixe
Soit (p, q) ∈ [2, +∞] vérifiant (3) et tel que 0 < α/q < 1/2. Soit T > 0 quelconque. On pose

XT = Lp([−T, T ], Lq(RN )) ∩ L∞([−T, T ], L2(RN )),

muni de la norme

∥u∥XT
= ∥u∥Lp([−T,T ],Lq(RN )) + ∥u∥L∞([−T,T ],L2(RN )).

Soit u0 ∈ L2(RN ) quelconque. On suppose que α ∈ [0, 4/N ].
1. On considère l’application

Φ : u ∈ XT 7→ v ∈ XT ,

où v est solution de (LSNH) avec f = κu|u|α, i.e.

v(t) = eit∆u0 + κ

∫ t

0
ei(t−s)∆ (u(s)|u(s)|α) ds.

Montrer que Φ est bien définie.
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2. Montrer qu’il existe une constante C1 > 0 ne dépendant que de α, p et q, et θ ≥ 0, avec θ = 0
si et seulement si α = 4/N , tel que pour tout u ∈ XT ,

∥Φ(u)∥XT
≤ C1

(
∥u0∥XT

+ T θ∥u∥1+α
XT

)
.

3. Montrer qu’il existe une constante C2 > 0 telle que pour tout u1, u2 ∈ XT ,

∥Φ(u1) − Φ(u2)∥XT
≤ C2T θ∥u1 − u2∥X−T

(
∥u1∥α

XT
+ ∥u2∥α

XT

)
4. On suppose dans cette question que α < 4/N (de sorte que θ > 0), et on prend u0 ∈ L2(RN )
quelconque. On définit la boule

B = {u ∈ XT , ∥u∥XT
≤ 2C1∥u0∥L2(RN )}.

a) Montrer qu’il existe T1 > 0 tel que si T ≤ T1, la boule B est stable par Φ.
b) Montrer qu’il existe T2 > 0 tel que si T < T2, l’application Φ est contractante sur B.
On explicitera les dépendances de T1 et de T2 en fonction de ∥u0∥L2 .
c) En déduire que si T < min(T1, T2), Φ admet un unique point fixe sur B. Conclure.
5. On suppose dans cette question que α = 4/N (et donc θ = 0.) On pose, pour δ > 0,

Bδ = {u ∈ XT , ∥u∥XT
≤ δ},

et on suppose que ∥u0∥L2(RN ) ≤ C0.
a) On suppose que

(5) C1
(
C0 + δ1+α

)
≤ δ, 2C2δα < 1.

Montrer que Bδ est stable par Φ et que Φ est une contraction sur Bδ.
b) Montrer qu’il existe des constantes C0, δ > 0 qui vérifient (5).
c) Conclure.

Appendice
On rappelle les résultats suivants :

— Pour tout p ∈ [1, 2], pour tout t ∈ R, pour tout f ∈ Lp(RN ), on a∥∥∥eit∆f
∥∥∥

Lp′ (RN )
≤ 1

(4π|t|)N
(

1
p

− 1
2

) ∥f∥Lp(RN ).

— Inégalités de Strichartz : pour tout (p, q) ∈ [2, +∞]2 tels que

(6) 2
p

+ N

q
= N

2 , p > 2

il existe une constante Cp,q > 0 telle que pour toute fonction u0 ∈ L2(RN ), on a∥∥∥eit∆u0
∥∥∥

Lp(R,Lq(RN ))
≤ Cp,q∥u0∥L2(RN ).

— Inégalités de Strichartz pour le terme source :
Proposition 6.1. Soit (p, q), (p̄, q̄) ∈ [2, +∞]2 deux couples d’exposants admissibles, i.e.

2
p

+ N

q
= 2

p̄
+ N

q̄
= N

2 , p > 2, p̄ > 2.

Il existe une constante Cp,q,p̄,q̄ > 0 telle que pour tout T > 0, pour tout f ∈ Lp̄′([0, T ], Lq̄′(RN ))∥∥∥∥∫ t

0
ei(t−s)∆f(s)ds

∥∥∥∥
Lp([0,T ],Lq(RN ))

≤ Cp,q,p̄,q̄∥f∥Lp̄′ ([0,T ],Lq̄′ (RN )).

4


