Mathématiques HX1 Lycée Henri-IV

CHAPITRE O : CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1. Soit (1) ,en une suite de réels. Ecrire avec des quantificateurs.

1. Une infinité de termes de la suite sont strictement négatifs.

Fléments de correction

(un) nen admet une infinité de termes négatifs si et seulement si pour tout entier naturel ny, il existe un
entier n = ng tel que : u, <0:

VnogeN, In = ny, u, <O0.

2. Lasuite a un nombre fini de termes strictement négatifs.

— Eléments de correction

C’est exactement le contraire de la proposition précédente. La suite a un nombre fini de termes stric-
tement négatifs si et seulement si a partir d'un certain rang ny, tous les termes sont positifs ou nuls :

dngeN, Vn=ng, u, =0.

Exercice 2. Soit &2 un prédicat. Interpréter les phrases suivantes :

1. 3peN, Vn=p, £(n).
Eléments de correction

A partir du rang p, le prédicat est vrai.

2. YVpeN, Vnz=p, P(n).
FEléments de correction

Le prédicat est vrai pour tout entier naturel.

3. VpeN, In=p,#(n).
Fléments de correction

Le prédicat est vrai pour une infinité d’entiers.

Exercice 3 (Principe du tiers-exclu). Démontrer cette proposition a 'aide d'une table de vérité.

Eléments de correction

Soit & une proposition quelconque.

P|P| P ouP
V| F %
FlvVv %

La proposition (2 ou 2) est donc vraie quelquesoit la valeur de vérité de 2.
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Exercice 4 (Lois de Morgan). Démontrer cette proposition a I'aide d'une table de vérité.

Eléments de correction

Soient & et 2 deux propositions.

1.
P Pou2|Pou2|P|2|Pet2
VIV \% F F | F F
V|F 1% F F |V F
F |V 1% F V| F F
F|F F 1% V|V 1%

P ou 2 et P et 2 sont simultanément vraies donc sont équivalentes.

2. On pourrait montrer la deuxieme loi de Morgan avec un tableau de vérité, mais on va plutét mon-
trer qu’elle découle de la premiere loi de Morgan : d’apres cette derniere appliquée a P et Q, on a
que : 2 ou 2 et (2 et 2) sont équivalentes. Or 2 et 2 sont équivalentes, donc : 2 ou 2 et 2 et 2

sont équivalentes, donc leurs négations aussi! Ainsi, on a bien prouvé que : &2 et 2 est équivalente a
P ou 2.

Exercice 5 (Distributivité). Démontrer cette proposition a I’aide d'une table de vérité.

Eléments de correction

Soit 2, 2 et Z trois propositions.

QouR | Pet(QouR) | P

o
R

i e e TR T RS R
S

(ZPet2)ou (P etR)
\%

i < << <R
T < << <
o <T < < <8
o e < < e

IRSTRSIRSI R I IR RN
es el Rest Hesl Rest SIS IS
ies] st eel Hesl Hel IRSIIRS

Ainsi, | 2 et (2 ou ) est équivalente a (22 et Z) ou (P et R).

Comme dans I'exercice précédent, appliquons ce résultat a P, 2 et Z : Ainsi, Z et (2 ou %) est équivalent
a(Pet2)ou(Z etR).Or, d'apres les lois de Morgan :

o« Pet (@ ouﬁ) ssi P et (2etR)ssi??ou (2 etR).

. (@ et 5) ou (@ et @) ssi (22 ou 2) ou (2 ou Z) ssi (2 ou 2) et (P ou R).

Donc finalement, on a montré que : | & ou (2 et %) est équivalente a (22 ou 2) et (Z ou X).
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Exercice 6. Soient &2 et 2 deux propositions montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. =29,
2. P et 2,

3. @ ou 2.

Eléments de correction

Déja, les propositions 2) et 3) sont équivalentes d’apres les lois de Morgan. Il suffit donc de montrer que 1) et
3) sont équivalentes a I’aide d’une table de vérité.

PN | P> | 2P| Pou2
v9 v % F %
VI|F F F F
FlV v % %
F|F % v %

ce qui achéve la preuve.

Exercice 7 (Transitivité de 'équivalence). Démontrer ce corollaire.

Eléments de correction

Ce corollaire découle de la double-implication et de la transitivité de I'implication.

Exercice 8. Combien a-t-on économisé d'implications a démontrer en montrant la suite d'implications

*@1392:"'3971:’*@1

plut6t que le fait que les propositions £,...,22, sont deux a deux équivalentes (chaque équivalence comptant
pour deux implications) ?

Eléments de correction

¢ En montrant la suite d'impliciations de I’énoncé, on montre exactement n implications.

e Pour montrer que les propositions &2}, ..., 22, sont deux a deux équivalentes, on montre que pour tout
(i,j)e[1,nl?telque:i # j,ona: % = 2;. 1l suffit de compter le nombre de tels couples : on a n choix
pour i, et (n—1) pour j (puisque i # j), donc au total n(n — 1) choix.

Finalement, on a économisé n(n —2) implications : on fait donc au moins une économie des que n = 3

(pour n =2, c’est exactement la méme chose).

Exercice 9 (Disjonction de cas). Démontrer cette proposition sans table de vérité mais a 'aide des propositions
précédentes (principe de tiers exclu, distributivité, ...).

Eléments de correction

Soit 2 et 2 deux propositions. D’apres le principe du tiers-exclu, 2 ou 2 est toujours vraie. Donc 2 est
équivalente a [(22 ou &) et 2] et cette derniére proposition est équivalente a (22 et &) ou (&2 et 2) en
utilisant la distributivité de « et » sur « ou ».

Finalement, en utilisant la transitivité de I'équivalence, on a bien le résultat voulu.
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Exercice 10. Montrer que, pour tout entier naturel 7, % est un entier naturel.
Fléments de correction
Soit n e N.
(n+1)

* Si n est pair, alors n(n + 1) est pair, donc n 5— estun entier naturel.

n(n+1)

>— estun entier naturel.

* Sin estimpair, alors (n + 1) est pair, donc n(n + 1) aussi et

”("T”) est un entier naturel, ce qui acheve la preuve.

Dans tous les cas,

Exercice 11. Montrer que: V(x,y) €eR?, (Vz>y, x<2z) = (x< ).

Eléments de correction

Soit (x,y) € R2.

On va montrer 'implication voulue par contraposition. Supposons donc que : x > y. On veut montrer qu'il
existe z > y tel que : x > z, autrement dit tel que : y < z < x. Il suffit de choisir le milieu: z = % convient.
On a donc montré I'implication voulue par contraposition, et ceci pour tout (x, y) € R?. Donc on a bien :

V(x,y) eR?, (V2> 7y, x<2)= (x<y).

Exercice 12. Montrer que /2 est irrationnel.

Eléments de correction

Supposons par I'absurde que /2 est rationnel. On peut alors choisir (p, q) € Z x N* tel que : v2 = g est écrit
sous forme de fraction irréductible.

On a alors : p? = 2g°. Ainsi, p? est pair, donc p est pair. Donc p? est multiple de 4.

Ainsi, g° est également pair, donc g aussi. Finalement, p et g sont pairs, ce qui est en contradiction avec
I'hypothese que la fraction p/ g était irréductible.

On a donc bien montré que : v/2 est irrationnel.

Exercice 13. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Eléments de correction

Supposons par I'absurde qu’il n'y a que I'ensemble &2 des nombres premiers est fini. On le note :

gz:‘{pl;---;pn};

ot n € N* est le nombre de nombres premiers deux a deux distincts. On pose N = py...p,+1.0na N =2
donc N admet un diviseur premier (on montre ce résultat ci-dessous).

On peut choisir j € [1, n] tel que p; divise N. Mais p; divise aussi p; ... p, donc divise N — p;...p, = 1. C’est
absurde.

Finalement, on a bien montré que | & est infini |.

Montrons que tout entier N = 2 admet un diviseur premier par récurrence forte. On pose donc pour tout
N =2, 22(N) : « N admet un diviseur premier ».

* 2P(2) est vrai puisque 2 admet 2 comme diviseur premier.

¢ Soit N = 3. Supposons que pour tout k € [2, N - 1], 22 (k).

— Si N est premier, alors 22(N) est clair.
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- Sinon, N est composé, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers aet btelsque: N =abet2<a< N.En
particulier, par hypothese de récurrene, a admet un diviseur premier. N admet aussitot le méme
diviseur premier.

Finalement, d’apres le principe de récurrence forte, on a montré que tout entier N = 2 admet un divi-
seur premier.

Exercice 14 (Plus grand / plus élément d'une partie de Z/N). Démontrer ce corollaire (a partir de 'axiome).

Eléments de correction

Il s’agit donc de montrer que :
1. Toute partie non vide de Z et minorée admet un plus petit élément.
2. Toute partie non vide de Z et majorée admet un plus grand élément.

3. Toute partie non vide de N et majorée admet un plus grand élément.

1. Soit A une partie non vide de Z minorée. Soit m un minorant de A. On a pour tout a € A, a = m, i.e.
a—meN. Posons donc:
B={a—-m|ac A}

B est une partie non vide de N admet un plus grand élément b,,. Ainsi, pour tout b,, € B et pour tout
beB,b< by,

Puisque by, € B, alors on peut choisir a;, € A tel que : by, = a,, — m. Pour tout a€ A, a—m € B donc
a—m< by, = a;,, —m. Ainsi, a < a,;,, et ceci pour tout a € A.

Finalement, on a montré que a,, est un élément de A et que tout élément de A est plus petit que a,.
Finalement A admet a,, comme plus grand élément, ce qui achéve la preuve du premier point.

2. Soit A une partie non vide et majorée de Z. On pose : B = {—a | a € A}. B est non vide. Soit M un
majorant de A. Alors pour tout a inA,—a = —M. Donc B est minorée par —M. Ainsi, d’apres le point
précédent, B admet un plus petit élément ny. Alors: —ng € A et pour tout n € A, —n € B donc —n = ny,
ie. n<-ngp.

Ainsi, A admet un plus grand élément :—ng, ce qui acheve la preuve.

3. Le troisieme point découle immédiatement du deuxieme puisque toute partie de N est une partie de
Z.

Exercice 15. Démontrer le théoreme de division euclidienne dans Z. On pourra supposer dans un premier temps
que a €N, et considérer :
{neN|bn<al.

Fléments de correction
Soit (a, b) € Z2 tel que:b>0.

* Onsuppose que a€N. Posons A={neN| bn<a}.
0 € A, donc A est une partie non vide de N. Puisque b = 1, on a pour tout n € A, n < bn < a. Donc A est
majorée par a.
Ainsi, A admet un plus grand élément que I'on note q. Par définition d'un plus grand élément, q € A et
g+1¢ A.Donc: bg<a<b(qg+1).
On pose alors r = a—bg.On a: 0 < r < b. On a donc bien prouvé I'existence d'un couple (g, r) € Z tel
que:

a=bg+ret0<sr<b.

* On suppose maintenant que a < 0. Alors, d’apres la premiére partie appliquée a —a, on peut choisir
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(q1,71) € Z? tel que :
—a=bgq1+ret0<sr<b.

Ainsi, a=bx (—q1)-n=bx(-q -1 +((b-r).

- Siry;=0,alorsonpose g=—q;etr=0.0Onabiena=bg+ret0<r<bh.

- Sir;>0,alorsO<b—-ry<b.Onposeq=—-q,—letr=b—r;.Onabiena=bg+ret0<r<b.

Finalement, dans les deux cas, on a bien prouvé Pexistence d’'un couple (q,7) € Z? tel que : a = bq + r et
0<sr<b.

Montrons maintenant I'unicité d'un tel couple. Soit (q;,71) € 7% et (g2, 12) € 72 tels que:
a=bq1+r1=bq2+r2, 0sri<b, et 0<r<b.

Ona:b(q1—q2) =r.—r.0r—b<ry—r; < b.Donc b(q; — g2) est un multiple de b strictement compris entre
—bet b:cestdonc 0. Ainsi, puisque b # 0, on peut conclure que g, — g» =0, i.e. g1 = g et aussitot ry = r».

On a donc bien prouvé | I'unicité (et I'existence) dans le théoréme de division euclidienne |.

Exercice 16. Démontrer le principe de récurrence. On pourra considérer I’ensemble :

{neN| 22(n)}.

Eléments de correction

Soit 22 un prédicat tel que :
* 2(0);
* VneN, Z(n)=>Xn+1).

Supposons par 'absurde qu’il existe 7 € N tel que : 2(n).

Alors A = {n €N |2 (n)} est une partie non vide de N : elle admet un plus petit élément que I’on note ny. On
anécessairement ng = 1, car 22(0). Donc ng — 1 € N. Et par définition de ny, ona: ng—1¢ A. Donc £ (ng — 1),
et puisque P (ng — 1) = Z(ny), on a £ (nyp). C'est absurde puisque ng € A.

Finalement, on a bien :

VneN, 2(n).

Exercice 17. Soit (1) ,en+ 1a suite réelle définie par :
w=letVneN*, u,1=2u,+1

Donner, pour tout entier naturel 7, une expression de u;,.

Eléments de correction

On calcule les premiers termes : u; = 1, up =3, uz = 7, ug = 15,...0n pose donc, pour n € N*, P(n) : « u, =
2% — 1.

e u; =2'-1,donc 2(1).
* Soit n € N*. On suppose & (n). Montrons Z(n+1).Ona:

Uns1 =2Up+1=22" 1) +1=2"1 -1

Donc Z(n+1).
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Ainsi, en vertu du principe de récurrence, on a prouvé que :

VneN*, u,=2"-1.

Exercice 18. Soit (1) nen 1a suite réelle définie par :
up=1, uy=2etvneN*, u,p1 =2u,— p_1

Donner, pour tout entier naturel 7, une expression de u;,.

Eléments de correction
On calcule les premiers termes :

up=1, u1 =2, up=2x2-1=3, u3=2x3-2=4,...

On conjecture que pour tout n €N, u, =n+1.
Posons donc, pour neN, Z(n): «up=n+1».

* 1y =0+1, donc on a bien £2(0). De plus, u; =1+ 1, donc on a bien 22(1).

* Soit n € N. On suppose & (n) et Z?(n + 1). Montrons & (n + 2).
Ona:
Upio =2Upy1—Up=2n+1+1)—-(n+1)=n+3=m+2)+1.

Donc Z(n+2).

Ainsi, en vertu du principe de récurrence (double), on a bien montré que::

VneN, u,=n+1.

Exercice 19. Montrer que le principe de récurrence forte est équivalent au principe de récurrence (simple).

Fléments de correction

On va procéder par double-implication :

» Supposons le principe de récurrence forte. Montrons le principe de récurrence. Ainsi, soit &2 un prédi-
cat tel que:

- 92(0).
— PourtoutneN, 2(n) > P(n+1).

Montrons que pour tout n € N, &(n). Or, pour tout n € N,
(Vk € [0,n],2(k)) => P (n).
Ainsi,ona:

- '@(0)’
— PourtoutneN, (Vke[0,n],#k)) =>Pn+1).

D’apres le principe de récurrence forte, on a bien pour tout n € N, 22(n). Ainsi, on a prouvé le principe
de récurrence simple, en supposant le principe de récurrence forte.

» Réciproquement, supposons le principe de récurrence simple, et montrons le principe de récurrence
forte. Ainsi, soit &2 un prédicat tel que :

- 99(0).
— Pourtout neN, (Vke€[0,n], (k) = P(n+1).
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Montrons que pour tout n € N, & (n).
Posons, pour tout n €N, Q(n) : « Vk € [0, n], 22 (k) ».
— On abien 2(0),
— Soit n € N. Supposons £ (n) et montrons 2 (n+1). Par hypothese, on a 2(n) donc £(n+1). Donc
onaQ(n) et Z(n+1), c'est-a-dire Q(n+1).

Ainsi, d’apres le principe de récurrence, on a pour tout n € N, Q(n). En particulier, on a bien comme
voulu:VneN,2(n).

Finalement, on a bien montré par double-implication, que le principe de récurrence forte et le principe de
récurrence simple sont équivalents.

Exercice 20. Montrer que toute application de R dans R s’écrit de maniere unique comme la somme d’un réel et
d’une fonction qui s’annule en 0.

Eléments de correction

Soit f: R — R une application. Raisonnons par analyse-synthése.
Soit C et g un réel et une application qui s'annule en 0 tels que : f = C+g.On a f(0) = C+0, et donc :

g=f~rfo.
Réciproquement, posons C = f(0) et g = f — f(0). On a bien:

e CeR,

* g(0)=f(0)- f(0)=0.

e f=C+g.

Finalement, on a bien montré par analyse synthese qu'il existe un unique couple (C, g) tel que : C est un réel,
g une application qui s’annuleenOet f =C+g.

Exercice 21. Montrer que toute application de R dans R s’écrit de maniére unique comme la somme d'une appli-
cation paire et d'une application impaire.

Fléments de correction

Raisonnons par analyse-synthese. Soit f une application de R dans R. Soit (g, h) un couple d’applications
telles que f = g+ h, g est paire et h est impaire.

OnapourtoutxeR:
fx)=gx)+hx), et [f(-x)=gx)-h(x).

Etdonc:

g(x):f(x)+f(—x), ot h(x):f(x)—f(—x)'
2 2
Réciproquement, posons pour tout x e R :
g(x) = fR+f=0 +2f(_x), et h(x)= fo-7ex) —Zf(—x).

On a bien que g est paire, h impaire et pour tout x € R, f(x) = g(x) + h(x).
Ainsi, on a bien prouvé par analyse-synthese, I’existence et 'unicité d'un couple (g, i) d’applications telles
que f = g+ h, g est paire et h est impaire.

Chapitre 0 page 8 C.H.



Mathématiques HX1 Lycée Henri-IV

Exercice 22. Montrer la transitivité de I'inclusion.

FEléments de correction

Soit E un ensemble, et A, B, C trois parties de E. On suppose que A c B et B c C. On cherche a montrer que
Ac C.Soit x € A. Puisque Ac B, ona x € B. Et, puisque B c C, on a x € C. Finalement, on a prouvé que pour
toutxe€ A, x€C,ie.que AcC.

On a donc prouvé que l'inclusion était transitive.

Exercice 23. Déterminer 22({0, 1}).

Eléments de correction

20,1} ={2,{0},{1},{0,1}}

Exercice 24. Démontrer que les parties convexes de R sont les intervalles.

Eléments de correction

On va montrer que les parties convexes de R sont des intervalles, et que réciproquement tout intervalle de R
est convexe.

« Soit C un convexe de R. Soit (a, b) € C2. On suppose a < b.
Soit ce Rtel que: a < ¢ < b. Montrons que c€ C.
Il suffit de trouver A € [0,1] telque: c=Aa+ (1-A)b.
Soit leR.c=Aa+(1—-A)bssib—c=A(b—a)ssil= b%fl.
Posons donc A = %. Puisque:a<c<b,ona:0<b-c<b-a,doncpuisque b—a >0, 1€ [0,1]. De
plus, c=Aa+ (1-A)b.
Or (a, b) € C? donc par définition d'un convexe, on a bien c € C.
Finalement, on a donc bien montré que :

V(a,b)eC?, a<b= (VceR, asc<sb=>ceC),
i.e. que C est un intervalle.
« Soit maintenant I un intervalle. Soit (a, b) € I et A € [0,1]. Montrons que Aa+(1-A)bel.Ona:
min(a, b) = Amin(a, b) + (1 - A)min(a, b) < la+ (1-A)b <max(a,b),

car A=0et1—-A3=0, donc le sens des inégalités est inchangé. Or {min(a, b), max(a, b)} = {a, b}, donc
min(a, b) € I et max(a, b) € I. Ainsi, d’apres la caractérisation des intervalles,ona: Aa+(1—-A)be I, et
ceci pour tout (a, b, 1) € I? x [0,1]. On a donc prouvé que I est convexe.

Finalement, on a bien prouvé que les| parties convexes de R sont les intervalles.

Exercice 25. Déterminer les ensembles suivants :

10
* Ulonl= * N 1-wl-gl= © U l-pl-gl=
n=0

— Fléments de correction

1. Il est clair, puisque pour tout 7z € [0, 10], [0, n[< [0,10[ que :

10
J [0, n[=[0,10[.
n=0

2. Soitxe ) ]—%,l—l[. On a en particulier (pour n =1), que : x €] —1,0[, et donc x < 0.
neN*

n
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Or, on a pour tout n € N*, x > —%, donc par passage a la limite  x = 0. C’est absurde!

Finalement :
1 1
A |-t
N n
3. Pour mieux voir, écrivons :
ool 1 1 11 12 13
U|-=1-=|=[-10u|-Z,-|u|-5,Zz|u|-=~|uU
=il on n 22 33 4 4
+00 1
Il semblerait que |_J |-—,1-—| =[-1,1[. Montrons-le par double-inclusion.
n=1 n n

e Soit x € ;% [-1,1- 1]. On peut choisir n € N* tel que: x € [-1,1-1]. Onadonc: -1< -1 <
x<1-1<1,doncxel-1,1[
e Réciproquement, soit x € [-1,1].
- Six<0,alors x€[-1,0],donc xe U}S [-1,1-1].
- Sinon, x>0.0Ona:x<1let 1—% et 1, donc on peut choisir n € N* tel que : x < 1—% (il suffit

+00 1
de choisir un entier n tel que: n> t-). Onaalors x€ [-1,1- 1], donc xe |J |-=,1-=|.
n=1 n

Finalement, on a bien montré que :

a. En effet, si x < 0, alors on peut choisir un entier n € N* tel que : n > —1/x donc —n < 1/x et par décroissance de x — 1/x sur
R*,onax<-1/n,ce qui consitue bien une contradiction.

Exercice 26. Soit n € N*. Soit Ay, A1, ..., A, des parties de E telles que : @ = Ag C A; € -+ C A, = E. Montrer que
la famille (Ag \ Ag_1)1<k<n forme une partition de E.

Eléments de correction

On fait un joli dessin pour constater que les différents ensembles forment les différentes strates / couches
d’une boule. Montrons donc les trois points. On note, pour k € [1, n], By = Ax \ Ag_1.

e Soit k € [1,n]. Si By = @, alors Ay © Ay_; et aussitdt Ax_; = A puisque 'on dispose de I'inclusion
réciproque. Par contraposition, puisque Ay # Ar_; on a bien By # @.

« Soit maintenant (i, j) € [1,n]?. On suppose i # j, montrons que B; N B j = @. Par symétrie, on peut
supposer que i < j, donc que i < j—1. Puisque By < Aj_1, Bi < Aj,ona: BinBjc A;nAj =@,
ol la derniere égalité découle de I'inclusion A; < Aj_; (car i < j—1). On a donc bien comme voulu
B;n Bj = Q.

n
 Montrons enfin que | J B; = E. Il suffit de montrer I'inclusion réciproque, puisque I'on a clairement
i=1
linclusion directe. Soit donc x € E. x appartient a A, = E, S’'il n'appartient pas a A,_1, il appartient ala
«couche la plus extérieure » : B,,. Sinon (i.e. s’il appartient a A,_;), on distingue selon qu’il appartient
a A,_o, et ainsi de suite. Plus précisément, soit k € [1, n] le plus petit entier tel que x € Ay (il existe
puisque I'ensemble des indices j € [1, n] tel que x € A; est fini et non vide). On a par définition x € Ay

et x ¢ Ax_1, donc x € By. Ainsi, on a bien prouvé que x€ | J B;, et ceci pour tout x € E, ce qui acheve
i€[l,n]

la preuve.
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