
Fon
tions usuellesPCSI 2 Ly
ée Pasteur24 septembre 2007Ce 
hapitre est un 
ondensé assez rapide de toutes les bases dont vous aurez besoin tout au longde vos deux années de prépa 
on
ernant les fon
tions. Certaines 
hoses ont déjà été étudiées au ly
ée,d'autres non (quelques nouvelles fon
tions font leur apparition dans les pages qui suivent) ; en tout
as, tout 
e
i est à 
onnaitre sur le bout des doigts. Le vo
abulaire de base sur les fon
tions, ainsique les propriétés de parité ou de périodi
ité, ne sont pas rappelés et don
 supposés maitrisés. Vousavez par 
ontre droit à une petite partie de rappels sur la dérivation, in
omplète faute de supportthéorique su�sant (dé�nition 
orre
te d'une limite notamment), mais tout 
ela viendra un peu plustard dans l'année. On s'intéresse dans 
e 
hapitre, sauf mention 
ontraire, à des fon
tions réellesd'une variable réelle.1 Rappels sur la dérivation1.1 Un peu de théorieDé�nition 1. Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I ⊂ R et a ∈ I, on dit que f est 
ontinueen a si lim
x→a

f(x) = f(a). On dit aussi que f est 
ontinue sur I si f est 
ontinue en tout point de I.Remarque 1. Cette dé�nition est a�reusement hypo
rite puisqu'on ne dispose pas de dé�nition pré-
ise de 
e qu'est une limite. La dé�nition usuellement donnée au ly
ée est du type � quand x devientsu�samment pro
he de a, f(x) peut être rendu aussi pro
he que voulu de f(a) �. Vous avez main-tenant les outils su�sants pour 
omprendre la dé�nition formelle : ∀ε > 0,∃η > 0, (|x − a| < η) ⇒
(|f(x) − f(a)| < ǫ). On n'utilisera toutefois pas 
ette dé�nition pour l'instant, les démonstrationsdevenant assez te
hniques.Dé�nition 2. Une fon
tion f dé�nie sur un intervalle I est dérivable en a ∈ I si le taux d'a

rois-sement de f en a, dé�ni sur I\{a} par f(x) − f(a)

x − a
, admet une limite quand x tend vers a. Cettelimite est alors notée f ′(a) et appelée nombre dérivé de f en a. Si f est dérivable en tout point de I,on dit que f est dérivable sur I, et on appelle fon
tion dérivée de f , notée f ′, la fon
tion x 7→ f ′(x).Remarque 2. Dans les démonstrations, on utilise beau
oup plus fréquemment la forme équivalente

f ′(a) = lim
h→0

f(a + h) − f(a)

h
.Proposition 1. Si f est dérivable en un point a, alors elle est 
ontinue en a.Remarque 3. Rappelons au 
as où que la ré
iproque de 
ette a�rmation est fausse en général.Démonstration. En e�et, f étant dérivable en a, lim

x→a
f ′(a)(x − a) existe (elle vaut 0 !) et est égale àla limite de f(x)−f(a). On a don
 lim

x→a
f(x)−f(a) = 0, 
e qui prouve exa
tement que f est 
ontinueen a.Remarque 4. On peut exprimer 
e résultat de la façon suivante : f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + ε(x),où ε est une fon
tion de limite nulle quand x tend vers a.1



Dé�nition 3. La droite d'équation y = f(a) + f ′(a)(x − a) est appelée tangente à la 
ourbe repré-sentative de f au point d'abs
isse a (
'est la droite qui � 
olle � le plus à la 
ourbe en 
e point).On dit aussi que f(a) + f ′(a)(x − a) réalise une approximation a�ne de f au point d'abs
isse a, ouen
ore un développement limité d'ordre 1 en 
e même point (vous 
omprendrez le sens de 
e termeun peu plus tard dans le 
ours de 
ette année).1.2 Règles de dérivationProposition 2. Soient f et g deux fon
tion dé�nies et dérivables sur un intervalle I, alors
• ∀α, β ∈ R2, αf + βg est dérivable sur I et ∀x ∈ I, (αf + βg)′(x) = αf ′(x) + βg′(x).
• fg est dérivable sur I et ∀x ∈ I, (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).
• Si g ne s'annule pas sur I, 1

g
et f

g
sont dérivables sur I et ∀x ∈ I, (

1

g

)′

(x) = − g′(x)

g(x)2
;

(

f

g

)′

(x) =
f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g(x)2
.Démonstration. En e�et, si (a, x) ∈ I2, (αf+βg)(x)−(αf+βg)(a) = α(f(x)−f(a)+β(g(x)−g(a)), etles règles de 
al
ul sur les limites permettent de 
on
lure (règles qu'il faudrait bien évident démontrerrigoureusement pour avoir une 
onstru
tion 
orre
te de notre 
ours).Pour le produit, une petit astu
e s'impose : (fg)(x)− (fg)(a) = f(x)(g(x)− g(a)) + g(a)(f(x)−

f(a)), don
 (fg)(x) − (fg)(a)

x − a
= f(x)

g(x) − g(a)

x − a
+ g(a)

f(x) − f(a)

x − a
. Les deux fon
tions étant sup-posées dérivables, les quotients ont des limites respe
tivement égales à g′(a) et f ′(a), et g étant
ontinue puisque dérivable, f(x) a pour limite f(a) quand x tend vers a, don
 le taux d'a

roisse-ment du produit a une limite, qui vaut bien f(a)g′(a) + g(a)f ′(a).En�n, on a 1

g
(x) − 1

g
(a)

x − a
=

g(a) − g(x)

g(x)g(a)(x − a)
= − 1

g(x)g(a)

g(x) − g(a)

x − a
. Le premier quotient tendvers 1

g(a)2
(rappeons que g(a) est non nul), le deuxième vers g′(a), 
e qui prouve la formule pourl'inverse. Pour le quotient, pas besoin de se fatiguer, 
'est le produit de f par 1

g
, don
 (

f

g

)′

(x) =

f ′(x)

g(x)
− f(x)g′(x)

g(x)2
=

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g(x)2
.Proposition 3. Soit f une fon
tion dé�nie et dérivable sur un intervalle I, et g une fon
tion dé�nieet dérivable sur f(I), alors g ◦ f est dérivable sur I et ∀x ∈ I, (g ◦ f)′(x) = f ′(x)g′ ◦ f(x).Démonstration. Le taux d'a

roisement de g ◦ f vaut, g(f(x)) − g(f(a))

x − a
=

g(f(x)) − g(f(a))

f(x) − f(a)
×

f(x) − f(a)

x − a
. La limite du premier quotient est g′(f(a)), puisque f(x) tend vers f(a) quand x tendvers a, et la limite du deuxième est f ′(a), d'où la formule.Vous avez vu l'arnaque ? C'est bien. Il y a un gros problème dans 
ette démonstration, f(x)peut très bien être égal à f(a) (et 
e pour des valeurs aussi pro
hes de a que l'on veut). Pouréviter 
et é
ueil, il faut éviter les quotients : f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + ε(x), ave
 lim

x→a
ε(x) = 0,et de même g(y) = g(b) + g′(b)(y − b) + η(y). En prenant b = f(a) et y = f(x), on obtient

g ◦ f(x) = g ◦ f(a) + g′ ◦ f(a)(f(x)− f(a)) + η(f(x)). Le dernier terme η(f(x)) tend vers 0 quand xtend vers a, il reste g ◦ f(a) + g′ ◦ f(a)(f ′(a)(x− a) + ε(x))), 
e qui donne bien la formule demandéepour (g ◦ f)′(a).Proposition 4. Soit f une fon
tion dérivable et bije
tive d'un intervalle I vers un intervalle J , telleque f ′ ne s'annule pas sur I. Alors f−1 : J → I est aussi dérivable, et ∀y ∈ J , (f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(y))
.2



Démonstration. On sait que la fon
tion f ◦ f−1 est dé�nie et égale à l'identité sur J , don
 estde dérivée égale à 1. En utilisant la propriété pré
édente, on obtient don
 ∀y ∈ J , (f−1)′(y) ×
f ′(f−1(y)) = 1, 
e qui, si f ′ ne s'annule pas sur I, prouve bien la formule.Convain
u par 
elle-
i ? Elle n'est pourtant pas mieux que la pré
édente, on a tranquillementsupposé que f−1 étai dérivable pour prouver la formule ! On peut pourtant s'en sortir tout sim-plement. Soit b ∈ J et a = f−1(b). Comme f ′ ne s'annule pas sur I, on a en prenant l'inverse dela dé�nition de la dérivée lim

x→a

x − a

f(x) − f(a)
=

1

f ′(a)
, don
 en posant y = f(x), 
e qui équivaut à

x = f−1(y), lim
f−1(y)→f−1(b)

f−1(y) − f−1(b)

y − b
=

1

f ′(a)
. Or, f−1(y) → f−1(b) ⇔ y → b, puisque f et

f−1 sont des bije
tions ré
iproques 
ontinues. Le taux d'a

roissement de f−1 a don
 une limite en
b, et (f−1)′(b) =

1

f ′(a)
.Remarque 5. Rappelons au passage que le graphe de la bije
tion ré
iproque de f est le symétrique de
elui de f par rapport à la droite d'équation y = x. On voit bien visuellement que si f ′(a) = 0 (
'est-à-dire que Cf admet une tangente horizontale au point d'abs
isse a), alors f−1 n'est pas dérivableen f(a), elle y admet une tangente verti
ale.1.3 Dérivée et variationsProposition 5. Soit f une fon
tion dé�nie et dérivable sur un intervalle I, alors si f ′ est positive(respe
tivement négative) sur I, f est 
roissante (resp. dé
roissante) sur I. Si de plus f ′ ne s'annulequ'un nombre �ni de fois sur I, f y est stri
tement monotone. En�n, si f admet un extremum lo
alen un point x de I autre qu'une des extrémités de l'intervalle, on a f ′(x) = 0.Remarque 6. Attention, les ré
iproques des dernières a�rmations ne sont pas vraies : f peut êtrestri
tement monotone et avoir une dérivée qui s'annule une in�nité de fois (la 
ondition exa
te estun peu te
hnique) ; f ′ peut s'annuler sans que la valeur de x 
orrespondante ne soit un extremumlo
al.Démonstration. Les deux premières propriétés seront démontrées dans un 
hapitre ultérieur. Ladernière est beau
oup plus fa
ile : si a est un extremum lo
al de f , par exemple un minimum,
ela signi�e qu'il existe un intervalle ]b; c[ 
ontenant a tel que ∀x ∈]b; c[, f(x) > f(a). On a don
,

∀x ∈]b; a], f(x) − f(a)

x − a
6 0, et ∀x ∈ [a; c[, f(x) − f(a)

x − a
> 0. Or, 
es deux expressions ont une limiteen a qui est la même (puisque f est dérivable), don
 ne peut valoir que 0.1.4 AsymptotesDé�nition 4. Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle ]b; c[ et a ∈]b, c[, la 
ourbe de f admetune asymptote verti
ale en a si lim

x→a
f(x) = ±∞.Remarque 7. La fon
tion f peut très bien être dé�nie en a. On peut même dire qu'il y a asymptoteverti
ale dès que la limite à gau
he ou à droite en a est in�nie.Dé�nition 5. Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle de type [a; +∞[ (ou ] − ∞; b], on netraitera que le premier 
as mais le se
ond est très similaire).Si f admet une limite �nie l quand x → +∞, la 
ourbe de f admet une asymptote horizontaled'équation y = l.Si f admet une limite in�nie quand x → +∞, trois 
as peuvent se présenter :

• lim
x→+∞

f(x)

x
= +∞ : on dit que Cf admet une bran
he parabolique de dire
tion (Oy) (
'est le
as par exemple de la fon
tion 
arré). 3



• lim
x→+∞

f(x)

x
= 0 : Cf admet une bran
he parabolique de dire
tion (Ox) (
omme la fon
tionra
ine 
arrée).

• lim
x→+∞

f(x)

x
= l 6= 0 : si de plus f(x)− lx a une limite �nie m quand x → +∞, la 
ourbe admetune asymptote oblique d'équation y = lx + m ; si la limite de f(x) − ax est in�nie, Cf admetune bran
he parabolique dont la dire
tion est 
ette même droite.2 Fon
tions valeur absolue, polynomiales et ra
ines n-èmes2.1 Valeur absolueDé�nition 6. La fon
tion valeur absolue est dé�nie sur R 
omme asso
iant à x la distan
e entre xet 0, notée |x|.Proposition 6. On a ∀x ∈ R+, |x| = x, et ∀x ∈ R−, |x| = −x.La fon
tion valeur absolue est 
ontinue sur R, dérivable sur R∗, de dérivée égale à 1 sur R+ et à

−1 sur R−. Sa représentation graphique est la suivante :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1Démonstration. La première propriété dé
oule aisément de la dé�nition : si x > 0, d(x, 0) = x−0 = x,et sinon d(x, 0) = 0 − x = −x. La 
ontinuité ne pose de problème qu'en 0, mais 
omme lim
x→0−

− x =

lim
x→0+

x = 0 = |0|, ça mar
he. Pour la dérivée, en amdettant très provisoirement que l'identité a pourdérivée 1, ça dé
oule de la première propriété donnée.2.2 Fon
tions polynomialesDé�nition 7. Les fon
tions puissan
es entières sont dé�nies par ré
urren
e : pour n = 0, la fon
tion
x 7→ x0 est 
onstante égale à 1. Ensuite, pour n > 0, xn+1 = x.xn. En�n, si n 6 0, x−n =

1

xn
, dé�niesur R∗.Proposition 7. Les fon
tions puissan
es sont 
ontinues et dérivables sur leur ensemble de dé�nition,et on a ∀n 6= 0, ∀x ∈ R(∗), si f : x 7→ xn, f ′(x) = nxn−1. De plus, une fon
tion puissan
e paire estpaire et une fon
tion puissan
e impaire est impaire (d'où la terminologie, en fait). Quelques 
ourbesreprésentatives :

4



0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

x^0

x

x^2

x^3

x^6

1/x

1/x^2

1/x^5

Démonstration. On va prouver dérivibalité et 
ontinuité d'un 
oup pour les puissan
es positives en
al
ulant la dérivée. Pro
édons par ré
urren
e sur n. Pour n = 1, le taux d'a

roissement de lafon
tion identité en a vaut x − a

x − a
= 1, qui a bien évidemment pour limite 1, don
 f est dérivable dedérivée 
onstante égale à 1. Supposons maintenant x 7→ xn dérivable de dérivée nxn−1 (n > 1), lafon
tion x 7→ xn+1 est alors dérivable 
omme produit de x et xn, toutes deux fon
tions dérivables,et sa dérivée vaut 1.xn + x.nxn−1 = (n + 1)xn, 
e qui prouve la formule. Les puissan
es négativess'obtiennent ensuite par inversion des pré
édentes : la dérivée de 1

xn
vaut −nxn−1

(xn)2
=

−n

xn+1
, 
e qui
orrespond bien à la formule donnée.Dé�nition 8. Une fon
tion f est dite polynomiale de degré n s'il existe des réels a0, a1, . . ., an,ave
 de plus an 6= 0, telle que ∀x ∈ R, f(x) = anxn + · · · + a1x + a0. Une telle fon
tion est 
ontinueet dérivable sur R, et admet si n > 1 une bran
he parabolique de dire
tion (Oy) en +∞ et en −∞(si n = 1, elle admet évidemment une asymptote oblique ave
 laquelle elle est 
onfondue).Dé�nition 9. Une fon
tion qui s'é
rit 
omme quotient de deux fon
tions polynomiales est appeléefon
tion rationnelle. Elle n'est en général pas dé�nie sur R.Remarque 8. Rappelons que faut de mieux, on 
ontinuera pour l'instant à 
al
uler les limites defon
tions rationnelle aux in�nis en fa
torisant le terme de plus haut degré au numérateur et audénominateur.Dé�nition 10. Pour n > 2, on dé�nit sur R+ la fon
tion ra
ine n-ème 
omme étant la ré
iproque dela fon
tion puissan
e n-ème. On la note f : x 7→ n

√

(x). Cette fon
tion est 
ontinue sur R+, dérivablesur R∗
+, de dérivée 1

nx
n−1

n

. Elle admet une bran
he parabolique de dire
tion (Ox) en +∞. Exemplesde 
ourbes :
5



0 1 2 3

0

1

2

x^(1/8)

x^(1/3)

x^(1/2)

Démonstration. Pour avoir l'existen
e de 
es fon
tions, il faudrait déjà prouver la bije
tivité desfon
tions puissan
es de R+ dans R+. N'ayant pas tout à fait les moyens de démontrer 
es résultats,nous les admettrons provisoirement. La 
ontinuité est également admise. On peut juste faire le 
al
ulde dérivée : f est la ré
iproque de la fon
tion g : x 7→ xn, don
 ∀x ∈ R∗
+ (la fon
tion n'est pas dérivableen 0 
ar sa ré
iproque y a une dérivée nulle), f ′(x) =

1

g′(f(x)
=

1

n( n
√

x)n−1
, 
e qui donne bien lerésultat annon
é.Tous les résultats 
on
ernant les fon
tions ré
iproques qui ne sont pas montrés i
i dé
oulent duthéorème suivant :Théorème 1. Soit f une fon
tion 
ontinue et stri
tement monotone sur un intervalle I, alors f estbije
tive de I sur f(I) et sa ré
iproque est 
ontinue.3 Logarithmes et exponentiellesÉternel dilemme du professeur de maths au moment d'aborder 
ette partie du 
ours : exponen-tielle d'abord ou logarithme en premier ? Quel que soit le 
hoix, soyez 
ons
ients que la 
onstru
tions'appuiera à 
e stade sur des résultats puissants que nous ne serons pas en mesure de démontrer :existen
e d'une primitive à une fon
tion 
ontinue pour le logarithme, existen
e d'une solution àune équation di�érentielle pour l'exponentielle. J'ai �nalement 
hoisi de 
ommen
er ave
 l'exponen-tielle 
ar nous verrons bient�t une façon de la 
onstruire (
hapitre sur les équations di�érentielles,justement).3.1 La fon
tion exponentielleDé�nition 11. La fon
tion exponentielle, notée exp, est l'unique solution de l'équation di�érentielle

f ′ = f valant 1 pour x = 0.Remarque 9. Une bonne dé�nition de 
ette fon
tion est en fait exp(x) =
+∞
∑

k=0

xn

n!
, mais 
ela supposede savoir manipuler des sommes in�nies (on parle alors de séries), que vous étudierez plut�t l'anpro
hain.Proposition 8. La fon
tion exponentielle est à valeurs stri
tement positives et stri
tement 
roissantesur R. Elle admet pour limite 0 en −∞ (on a même lim

x→−∞
x exp(x) = 0) et une bran
he paraboliquede dire
tion (Oy) en +∞. On a par ailleurs, ∀(x, y) ∈ R2, exp(x+y) = exp(x) exp(y). En parti
ulier,

exp(−x) = (exp(x))−1, et en notant e = exp(1), on a ∀n ∈ N, exp(n) = en. Pour 
ette raison, onnote exp(x) = ex (
e qui a un sens pour x rationnel, mais n'est qu'une notation dans le 
as général).La 
ourbe de la fon
tion est tra
ée dans le paragraphe suivant.6



Démonstration. On ne peut en fait pas prouver grand 
hose à partir de la dé�nition que j'ai prise.Essayons de prouver tout de même que exp(x + y) = exp(x) exp(y). Si on 
onsidère y �xé et qu'ondérive exp(x + y) par rapport à x, on obtient exp(x + y), don
 
ette fon
tion de la variable x estune solution de l'équation f ′ = f , don
 de la forme K exp(x) (en admettant en
ore une fois la formedes solutions de 
ette équation di�érentielle). Comme elle vaut exp(y) pour x = 0, on a K = exp(y),
e qui prouve la formule. On en déduit que, ∀x ∈ R, exp(x) exp(−x) = exp(x − x) = 1, don

exp(−x) =

1

exp(x)
, et par ré
urren
e sur n que exp(n) = en (
'est vrai par dé�nition de e pour n = 1,et en le supposant vrai pour une valeur de n, on a exp(n + 1) = exp(n) exp(1) = en × e = en+1.On peut en déduire que, si r =

p

q
∈ Q, exp(r) = er (en e�et exp(q × 1

q
) = (exp(1

q
))q = e, don


exp(1
q
) = e

1

q , et il ne reste plus qu'à élever à la puissan
e p). En parti
ulier, les images de tousles rationnels par la fon
tion exponentielle sont positives. Pour passer aux réels, il faut hélas despropriétés que nous n'avons pas en notre possession, on admet don
 la dernière étape. Une foisl'exponentielle positive, sa dérivée l'est don
 elle est 
roissante. Pour obtenir la bran
he paraboliqueà l'in�ni, tri
hons en
ore un peu en utilisant les propriétés de l'intégrale : ∀x > 0, ex > 1, don

∫ x

0
et dt >

∫ x

0
1 dt, soit ex − 1 > x, don
 ex > x + 1 (inégalité à retenir). On re
ommen
e eton obtient ex − 1 >

∫ x

0
(t + 1) dt =

x2

2
+ x, don
 ex >

x2

2
+ x + 1, 
e qui su�t à prouver que

lim
x→+∞

ex

x
= +∞. Remarquez au passage qu'on peut fa
ilement montrer par ré
urren
e que ∀x > 0,

∀n ∈ N, ex >

n
∑

k=0

xk

k!
, 
e qui nous rappro
he de la dé�nition donnée en remarque. Pour obtenirla limite en −∞, il su�t d'utilise e−x =

1

ex
: si ex

x2
tend vers +∞ en +∞, x2

ex
= (−x)2e−x tendvers 0, 
e qui prouve l'a�rmation souhaitée, et même plus ! En fait, la même ré
urren
e prouve que

lim
x→−∞

(xnex) = 0, pour tout entier positif n.3.2 La fon
tion lnDé�nition 12. La fon
tion ln (logarithme népérien) est dé�nie sur R+ 
omme la ré
iproque del'exponentielle.Proposition 9. Le logarithme est 
ontinu, dérivable sur son domaine de dé�nition, de dérivée 1

x
.Il est don
 
roissant sur R∗

+, admet pour limite −∞ en 0+ et une bran
he parabolique de dire
tion
(Ox) en +∞. De plus, lim

x→0+
x ln x = lim

x→+∞

ln x

x
= 0. En�n, on a ∀(x, y) ∈ R∗2

+ , ln(xy) = ln x + ln y,et en parti
ulier ln
1

x
= − ln x. La 
ourbe, ainsi que 
elle de l'exponentielle :Démonstration. Une fois prouvée les propriétés de l'exponentielle, 
'est plus fa
ile pour le logarithme.Il est dérivable 
omme ré
iproque de fon
tion dérivable, et ln′(x) =

1

eln x
=

1

x
. De plus, ex+y =

exey ⇒ eln x+ln y = x+y, don
 ln x+ln y = ln(xy). Les autres propriétés en dé
oulent (par ré
urren
epour ln(xk) = k ln x), et les limites se démontrent en utilisant des propriétés non en
ore vues en
ours : par exemple ln est 
roissante et ne peut être majorée (elle est surje
tive puisque ré
iproquede l'exponentielle) don
 tend vers +∞ en +∞.
7



0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

−1

−2

−3

e^x

ln(x)3.3 Fon
tions logarithmes, exponentielles et puissan
es quel
onquesDé�nition 13. Pour a ∈ R∗
+\{1}, on dé�nit la fon
tion logarithme en base a par loga(x) =

ln x

ln a
.Autrement dit, le log en base e est le logarithme népérien. On note simplement log le logarithmedé
imal (
'est-à-dire en base 10).Proposition 10. Les fon
tions logarithmes sont stri
tement 
roissantes quand a > 1, stri
tementdé
roissantes sinon. Elles véri�ent loga(xy) = loga(x) + loga(y).Exemples de 
ourbes :

0 1 2 3 4 5 6 7 8−1

0

1

2

3

−1

−2

−3

ln(x)

log(x)

ln(x)/ln(0.5)Dé�nition 14. La fon
tion exponentielle de base a est dé�nie, pour a ∈ R∗
+\{1}, par expa(x) =

ex ln a. La fon
tion exponentielle usuelle est don
 l'exponentielle de base e.Proposition 11. L'exponentielle de base a est en fait la ré
iproque de la fon
tion logarithme debase a. Elle est dé
roissante sur R si a < 1, 
roissante sur R sinon. Elle véri�e expa(x + y) =
expa(x). expa(y). On note plus fréquemment expa(x) = ax. Un ou deux exemples de 
ourbes :

8



0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

−1

(1/3)^x

2^x

6^x e^x

Démonstration. On a en e�et expa(x) = y ⇔ ex lna = y ⇔ ln y = x ln a (le membre de gau
he étantpositif, on peut prendre le ln), don
 x = loga(y), les deux fon
tions sont bien ré
iproques l'une del'autre. Les autres propriétés sont évidentes.Dé�nition 15. Soit a ∈ R∗, on dé�nit la fon
tion puissan
e de base a sur R∗
+ par xa = ea ln x.Remarque 10. Cette dé�nition prolonge bien 
elle donnée pour les puissan
es entières puis rationnelleun peu auparavant. Pour les puissan
es entières par exemple, on a vu que k lnx = ln(xk), don


ek ln x = xk.Proposition 12. Toutes les fon
tions puissan
e positives ont pour limite 0 en 0 et y sont souventprolongées par 
ontinuité. Elles sont dérivables sur R∗
+, et la dérivée de x 7→ xa est la fon
tion

x 7→ axa−1. La fon
tion est don
 
roissante si a > 0 et dé
roissante si a < 0. La fon
tion puissan
ede base 1

a
est la ré
iproque de la fon
tion puissan
e de base a. Pas d'exemples de 
ourbes 
ettefois-
i, elles ressemblent aux fon
tions puissan
es déjà étudiées.Démonstration. Pour la limite en 0, il su�t de 
omposer les limites : ln x tend vers −∞, don


a ln x aussi, et ey tend vers 0 quand y tend vers −∞. La dérivée n'est pas di�
ile non plus : soit
fa(x) = ea ln x, alors f ′

a(x) =
a

x
ea lnx = a

ea ln x

eln x
= ae(a−1) ln x = axa−1.Proposition 13. Croissan
es 
omparéesSoient a > 0 et b > 0, alors lim

x→+∞

bx

xa
= +∞ (ou lim

x→+∞

xa

bx
= 0).Soient a > 0 et b > 0, alors lim

x→+∞

xa

(ln x)b
= +∞ et lim

x→0
xa(ln x)b = 0.Remarque 11. La limite du quotient d'une exponentielle par un logarithme en +∞ est don
 bienentendu égale à +∞.Démonstration. Prouvons la première limite : bx

xa
=

ex ln b

ea ln x
= ex ln b−a lnx. Or, l'exposant tend vers

+∞ (il su�t de le fa
toriser par x pour s'en rendre 
ompte), d'où le résultat.3.4 Dérivation de fon
tions issues d'exponentiellesRemarque 12. Les dé�nitions pré
édentes permettent notamment de dériver des fon
tions de laforme uv, lorsque u est à valeurs stri
tement positives. On a par dé�nition uv(x) = ev(x) ln(u(x)), don

(uv)′ =

(

v′ ln ◦u +
vu′

u

)

uv.
9



Dé�nition 16. Soit f une fon
tions dé�nie sur un intervalle I ⊂ R et à valeurs 
omplexes. On adon
 f = f1+if2, où f1 et f2 sont deux fon
tions à valeurs réelles. Si 
es deux fon
tions sont dérivablessur I, on dit que f est dérivable et on appelle dérivée de f la fon
tion f ′ : x 7→ f ′
1(x) + if ′

2(x).Proposition 14. Les formules de dérivation d'une somme et d'un produit restent valables pour desfon
tions à valeurs 
omplexes. De plus, si g est une fon
tion 
omplexe dérivable, eg l'est aussi, et sadérivée est g′eg.Démonstration. Les formules pour somme et produit dé
oulent dire
tement du 
as réel : par exemplepour le produit, si f = f1+if2 et g = g1+ig2, fg = (f1g1−f2g2)+i(f1g2+f2g1), don
 (fg′) = (f ′
1g1+

f1g
′
1−f ′

2g2−f2g
′
2)+i(f ′

1g2+f1g
′
2+f ′

2g1+f−2g′1) et f ′g+fg′ = (f ′
1+if ′

2)(g1+ig2)+(f1+if2)(g
′
1+ig′2)pour le même résultat.Pour l'exponentielle, posons g = g1 + ig2, on a don
 eg = eg1eig2 = cos g2e

g1 + i sin g2e
g1 , don


(eg)′ = −g′2 sin g2e
g1 + g′1 cos g2e

g1 + ig′2 cos g2e
g1 + ig′1 sin g2e

g1 = g′1e
ig2eg1 + ig′2e

ig2eg1 = g′eg.4 Fon
tions hyperboliques et trigonométriques ré
iproques4.1 Fon
tions hyperboliquesDé�nition 17. Les fon
tions 
osinus, sinus et tangente hyperbolique sont dé�nies sur R par chx =
ex + e−x

2
, shx =

ex − e−x

2
et thx =

shx

chx
=

ex − e−x

ex + e−x
.Proposition 15. Pour tout réel x, on a ch2x − sh2x = 1.Démonstration. ch2x + sh2x =

1

4
(e2x + e−2x + 2 − e2x − e−2x + 2) = 1.Remarque 13. Il existe tout un tas d'autres formules de trigonométrie hyperboliques, ressemblantsouvent aux formules de trigonométrie 
lassiques, voir les exer
i
es pour quelques exemples.Proposition 16. La fon
tion ch est paire, la fon
tion sh impaire. Les fon
tions ch et sh sont déri-vables sur R et ch′ = sh ; sh′ = ch. Le 
osinus hyperbolique est don
 dé
roissant sur R− et 
roissantsur R+, alors que le sinus hyperbolique est 
roissant sur R. Les 
ourbes sont les suivantes :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

−1

−2

ch(x)

sh(x)Démonstration. Tout 
e
i est assez fa
ile : ch(−x) =
e−x + ex

2
= chx ; sh(−x) =

e−x − ex

2
= −shx ;

ch′(x) =
ex − e−x

2
= shx, et de même pour sh′. Quand aux signes, ch est positive 
omme somme dedeux exponentielles, sh est don
 
roissante et s'annule en 0, elle est don
 négative sur R− et positivesur R+. 10



Proposition 17. La fon
tion th est impaire, dérivable sur R et de dérivée th′ = 1− th2 =
1

ch2 . Elleest 
roissante sur R, et admet pour asymptotes horizontales les droites d'équation y = −1 en −∞et y = 1 en +∞. La 
ourbe :
0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1Démonstration. th est impaire 
omme quotient d'une fon
tion paire et d'une imapire. De plus, th′ =
ch2 − sh2

ch2 =
1

ch2 = 1 − th2. Les 
al
uls de limites sont évidents.4.2 Fon
tions trigonométriques ré
iproquesDé�nition 18. La fon
tion sin étant stri
tement 
roissante sur [

−π

2
,
π

2

], elle y est bije
tive versl'intervalle image [−1; 1]. On peut don
 dé�nir sur [−1; 1] la ré
iproque de sin|[−π

2
; π

2
], 
ette fon
tionest appelée ar
sinus et notée arcsin.Proposition 18. La fon
tion arcsin est impaire, 
ontinue sur [−1; 1] et dérivable sur ] − 1; 1[, dedérivée arcsin′(y) =

1
√

1 − y2
. Elle est stri
tement 
roissante sur son domaine de dé�nition.

0 1 2−1−2

0

1

2

−1

−2Démonstration. L'imparité et la 
roissan
e d'arcsin dé
oulent de 
elles du sinus. Pour la dérivée, ilsu�t de reprendre la formule désormais bien 
onnue pour les dérivées de ré
iproques : arcsin′(y) =11



1

sin′(arcsin y)
=

1

cos(arcsin y)
. La fon
tion arcsin étant à valeurs dans [

−π

2
;
π

2

], et le 
osinus étantpositif sur 
et intervalle, on a cos(arcsin y) =
√

1 − sin2(arcsin y)) =
√

1 − y2, d'où la fomule pourla dérivée.Remarque 14. Le fait que sin(arcsin y) = y, utilisé dans la démonstration, n'est vrai que si y ∈ [−1; 1].Dé�nition 19. La fon
tion cos est stri
tement dé
roissante sur [0;π], don
 y est bije
tive versson intervalle image [−1; 1]. On dé�nit la fon
tion ar

osinus sur [−1; 1] (notée arccos) 
omme laré
iproque de cos|[0;π].Proposition 19. La fon
tion arccos est paire, 
ontinue sur [−1; 1] et dérivable sur ]−1; 1[, de dérivée
arccos′(y) = − 1

√

1 − y2
. Elle est stri
tement dé
roissante sur son domaine de dé�nition.

0 1 2−1−2

0

1

2

3

Démonstration. La preuve est exa
tement la même que pour arcsin.Remarque 15. On a en fait, ∀x ∈ [−1; 1], arccos y = − arcsin y +
π

2
.Dé�nition 20. La fon
tion tan est stri
tement 
roissante sur ]

−π

2
;
π

2

[, elle y e�e
tue don
 unebije
tion vers son intervalle image R. La fon
tion ar
tangente est dé�ni sur R 
omme la ré
iproquede tan|]−π

2
; π

2
[.Proposition 20. La fon
tion arctan est imapire, 
ontinue et dérivable sur R, de dérivée arctan′(y) =

1

1 + y2
. Elle est stri
tement 
roissante sur R, ave
 pour limites respe
tives −π

2
et π

2
en −∞ et +∞.Démonstration. Comme d'habitude, 
ontentons-nous du 
al
ul de la dérivée, qui est i
i fa
ile :

arctan′(y) =
1

tan′(arctan y)
=

1

(1 + tan2)(arctan y)
=

1

1 + y2
.
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0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

−1

−24.3 Fon
tions hyperboliques ré
iproquesDe la même façon que pour les fon
tions 
ir
ulaires, on peut dé�nir des fon
tions hyperboliquesré
iproques.Dé�nition 21. La fon
tion sh étant bije
tive de R dans R, on dé�nit la fon
tion argument sinushyperbolique, ou argsh, 
omme étant sa ré
iproque.Proposition 21. La fon
tion argsh est impaire, 
ontinue et dérivable sur R, de dérivée argsh′(x) =
1√

1 + x2
. Elle est stri
tement 
roissante sur R.

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

−1

−2

−3Démonstration. En
ore une fois, pas grand 
hose à prouver, ça fon
tionne 
omme dans le 
as desfon
tions ré
iproques 
ir
ulaires. Le 
al
ul de la dérivée est exa
tement similaire à 
elui de la dérivéed'arcsin, en utilisant la formule sh2 − ch2 = 1.Dé�nition 22. La fon
tion ch étant stri
tement 
roissante, don
 bije
tive R∗
+, on peut dé�nir lafon
tion argument 
osinus hyperbolique, ou argch, 
omme étant sa ré
iproque, dé�nie sur [1;+∞[.Proposition 22. La fon
tion argch est 
ontinue sur [1;+∞[ et dérivable sur ]1;+∞[, de dérivée

argch′(x) =
1√

x2 − 1
. Elle est stri
tement 
roissante sur [1;+∞[.
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0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

Démonstration. Laissée au le
teur, rien de neuf sous le soleil.Dé�nition 23. La fon
tion th étant bije
tive de R dans ] − 1; 1[, on dé�nit la fon
tion argumenttangente hyperbolique, ou argth, 
omme étant sa ré
iproque, dé�nie sur ] − 1; 1[.Proposition 23. La fon
tion argth est impaire, 
ontinue et dérivable sur ] − 1; 1[, de dérivée
argth′(x) =

1

1 − x2
. Elle est stri
tement 
roissante sur ] − 1; 1[.

0 1 2−1−2

0

1

2

−1

−2Démonstration. I
i aussi, la preuve est la même quand dans le 
as d'arctan, à un petit signe prèsdans le 
al
ul de la dérivée.
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5 Formulaire de dérivées à 
onnaitreJuste un petit tableau ré
apitulatif des dérivées à savoir par 
oeur :fon
tion dérivée Df Df ′ 
ondition
c 0 R R c ∈ R

xn nxn−1 R R n ∈ N∗

1

xn
− n

xn−1
R∗ R∗ n ∈ N∗

xa axa−1 R+ R+ a > 1

xa axa−1 R+ R∗
+ 0 < a < 1

xa axa−1 R∗
+ R∗

+ a < 0

ex ex R R

ln x
1

x
R∗

+ R∗
+

ax ax ln a R R

loga(x)
1

x ln a
R∗

+ R∗
+

cos x − sin x R R

sin x cos x R R

tan x 1 + tan2 x =
1

cos2 x
R\

{π

2
+ πZ

}

R\
{π

2
+ πZ

}

arcsin x
1√

1 − x2
[−1; 1] ] − 1; 1[

arccos x − 1√
1 − x2

[−1; 1] ] − 1; 1[

arctan x
1

1 + x2
R R

shx chx R R

chx shx R R

thx 1 − th2x =
1

ch2x
R R

argshx
1√

1 + x2
R R

argchx
1√

x2 − 1
[1;+∞[ ]1;+∞[

argthx
1

1 − x2
] − 1; 1[ ] − 1; 1[
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