Feuille d’exercices n° 1 : Logique, ensembles.

MPSI Lycée Camille Jullian

2 septembre 2026

Exercice 1 (* a **)

Exprimer les propriétés suivantes a 'aide de quantificateurs (f est ici une fonction réelle qui
jouera un role de variable libre) :

L’équation f(x) =0 n’a pas de solution.

La fonction f est constante.

Tout réel a (au moins) un antécédent par f.

La fonction f ne prend pas de valeur négative.

Tout réel a (au moins) deux antécédents par f.

La fonction f ne prend jamais deux fois la méme valeur.

La courbe représentative de la fonction f coupe celle de la fonction In.

Exercice 2 (*)

Exprimer la contraposée de chacun des énoncés suivants :

1. Je suis un génie des mathématiques, donc j’ai choisi de faire une MPSI.
Vn € N, n impair = n3 impair.
Je ne sais pas écrire une contraposée, donc je ne vais pas réussir a faire cet exercice.

(up) est une suite croissante = Vn € N, uy, < up41.

AT e

Tous les roux sont des sadiques, donc M.Lafon ne va mettre que des mauvaises notes au
premier DS de maths de ’année.

Exercice 3 (**)

Parmi les propositions suivantes, déterminer lesquelles sont vraies et lesquelles sont fausses. On
essaiera de justifier les affirmations vraies, et de donner des contre-exemples aux affirmations fausses :

VeeR, z>2
dJreN 2<x<4
Ve eR, 22 >«
Ve >0,dy>0,y<zx
VneN, dpe N, p=2n
VneN, dJpe N, n=2p
VneN, GpeN, nn+1)=2p
dr € R, Vy € R, z < 3>
Vz € R, 3y >0, y = In(x)
z+1

VyER\{%}, HxGR\{%}yy: 2% — 1
e VzeR Vy>ux,3z2€eQ, x <2<y




Exercice 4 (*)

Enoncer la négation de chacune des propositions de I'exercice 3 (avec des quantificateurs, bien
entendu).

Exercice 5 (*)

On se place dans R et on considére les ensembles A = [4,7], B ={x € R | |z| < 5}, et C = N.
Donner l'expression la plus simple possible pour chacun des ensembles suivants : AUB; AnC;
[—2,12\B; AnC; (AUB)NC; Au(BNC); An(BUC).

Exercice 6 (**)

Soit E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Simplifier les expressions suivantes :
1. (ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB)
2. ([ANB)U(AUB)U(ANB)|N(AUB)

Exercice 7 (**)

Prouver rigoureusement 1'égalité entre les deux ensembles A = {(z,y) € R? | 2z +y = 3} et
B={(t—1,5-2t)|teR}.

Exercice 8 (**)

Soit E un ensemble, A, B et C trois de ses sous-ensembles. Montrer les propriétés suivantes :
1. (BCcC)=(AUB)C (AUCQC).

2.5 AUB=AUCet ANB=ANC, alors B=C.

3. AUB=AUC & AUB=AUC.

4. (ANB)U(BNCYU(CNA)=(AuB)N(BUC)N(CUA)

Exercice 9 (**)

Soient F et F' deux ensembles, (A;);cr une famille de sous-ensembles de F et (B;);er une famille
de sous-ensembles de F'.

1. Montrer que |J(4; x B) = (UAZ> x B.

i€l el
2. Montrer que () (A; X B;) = (ﬂAZ> X (ﬂBl>
i€l i€l i€l
3. Cette derniére propriété serait-elle vraie pour une union ? Justifier.

Exercice 10 (*)

Ecrire en extension 1’ensemble P(P({0,1})).

Ecrire en extension I'ensemble E = {z € Q | I(p,n) € N2,z =

Pet2<p<an <10}
n



Exercice 11 (*)

On note, pour tout entier naturel n, E, = {kn | k € N\{0, 1}}. Décrire plus simplement ’en-

n=2

semble F'=N\ | U En>

Exercice 12 (**)

Soient F et F deux ensembles. Déterminer dans chacun des trois cas suivants les inclusions
possibles entre les deux ensembles proposés (on justifiera chaque inclusion, et on donnera un contre-
exemple pour chaque inclusion fausse) :

1. P(E)UP(F) et P(EUF)
2. P(EYNP(F) et P(ENF)
3. P(E)xP(F)et P(EXF)
Exercice 13 (***)

Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que V(z,y) € R?, f(y — f(z)) =2 -2 — .

Exercice 14 (**)

e s, IO 1) _ 1)~ @
y—x z—x
z # x et z # y). Montrer que f est nécessairement une fonction affine.

Soit f une fonction réelle vérifiant V(x,y, z (en supposant

Exercice 15 (**%*)

Si P et @ sont deux propositions mathématiques, on définit un nouveau connecteur logique « non
et », symbolisé par la notation P 1 @, par P T Q = —(P A Q). Autrement dit, la proposition P 1 @
est vraie si et seulement si P A @ est fausse (comme son nom l'indique).

1. Ecrire la table de vérité de P 1 Q.

2. Si P, Q et R sont trois propositions, est-ce que (P 1 Q) T R est équivalente & P 1 (Q 1 R)?
3. Montrer qu’on peut exprimer =P uniquement a ’aide de P et du symbole 1.

4. Exprimer PV Q et P A QQ uniquement en fonction de P, @, et 1.

5. Exprimer 'implication P = @ et ’équivalence P < () uniquement & 'aide de P, Q) et 1.

Exercice 16 (***)

Un sous-ensemble A C R est un ouvert de R s’il vérifie la propriété suivante : Va € A, 3¢ > 0,
|z —e,x 4+ ¢[C A. Un sous-ensemble de R est un fermé de R si et seulement si son complémentaire
est un ouvert.

1. Traduire en francais la définition de sous-ensemble ouvert (interdiction d’utiliser des symboles
mathématiques).

2. Montrer que le sous-ensemble A =]0, +oo[ est un ouvert de R.
3. Montrer que le sous-ensemble B = [0, 1] est un fermé de R.

4. Donner un exemple de sous-ensemble de R qui ne soit ni ouvert ni fermé (en justifiant rapi-
dement votre réponse). Un sous-ensemble de R peut-il étre a la fois ouvert et fermé ?



. Montrer que, si A et B sont deux ouverts de R, alors AU B et AN B sont encore des ouverts.

En déduire que 'union ou l'intersection de deux fermés reste également fermée.

. Montrer plus généralement qu’une union infinie d’ouverts est un ouvert. Quelle propriété

symétrique pour les fermés peut-on en déduire ?

Donner un exemple montrant qu’une intersection infinie d’ouverts n’est pas toujours un ou-
vert.

Le sous-ensemble A = Q est-il ouvert dans R? Fermé? Aucun des deux ?

Exercice 17 (**)

Soit k un entier naturel non nul, un sous-ensemble A C N est k-syndétique s’il contient un élément
de toute suite de k entiers consécutifs. Autrement dit, Vn € N, AnN{n,n+1,...,n+k—1} #0. Un
ensemble A qui est k-syndétique pour au moins un entier k est simplement dit syndétique.

1.

Quels sont les ensembles A qui sont 1-syndétiques (on démontrera évidemment le résultat
affirmé) ?

2. Montrer que, si A est un ensemble k-syndétique, alors A est aussi k + 1-syndétique.

3. La réciproque du résultat précédent est fausse. Donner un exemple d’ensemble A qui est 3-

NS e

syndétique mais pas 2-syndétique. Généraliser en donnant un exemple d’ensemble A qui est
k + 1-syndétique mais pas k-syndétique pour un entier k > 1 quelconque.

L’ensemble Ay constitué des entiers pairs est-il syndétique ? Si oui, pour quelle valeur de k7
L’ensemble Ay = {n? | n € N} est-il syndétique ? Si oui, pour quelle valeur de k?
L’ensemble A3 = {n € N | n est premier} est-il syndétique ? Si oui, pour quelle valeur de k?

Donner un exemple d’ensemble A pour lequel ni A ni N\ A ne sont syndétiques.

Probléme (**%*)

Soient A et B deux sous-ensembles d’un méme ensemble E, on appelle différence symétrique de
A et B l'ensemble noté AAB et défini par AAB = (AU B)\(AN B).

1.
2.
3.

Montrer qu’on a également AAB = (A\B) U (B\A).
Montrer que la différence symétrique est une opération associative.

Montrer que l'intersection est distributive par rapport a la différence symétrique : si A, B et
C sont trois sous-ensembles de E, alors AN (BAC) = (ANB)A(ANC).

. Montrer a ’aide d’'un contre-exemple que 'union n’est pas distributive par rapport a la

différence symétrique.

5. Montrer que, I’ensemble A étant fixé, il existe un unique ensemble B tel que AAB = ().

6. Montrer de méme qu’il existe un unique B tel que AAB = E.

7. (question a ne traiter que si vous avez déja des connaissances sur la notion de bijection ; sinon,

vous attendez qu’on voie ¢a en cours, ce qui sera le cas dans quelque temps)

Plus généralement, montrer que 'application B — AAB est une bijection de P(E) dans
lui-méme. Quelle est la réciproque de cette application ?



