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Exercice 1 (*)

€T x x
/ Af(t) + ph(t) dt = )\/ f(t) dt + u/ h(t) dt par linéarité de l'intégrale, 'application
0 0 0
est donc linéaire.
Le calcul précédent reste identiquement valable en remplacant la borne x par 22, I'application
est toujours linéaire.
Remplacer dans l'intégrale f(t) par f(¢2) n’empéche toujours pas de faire le méme calcul,
I’application est encore linéaire.
x
/ (Af + ph)?(t) dt = )\2/ fA(t) dt + 2)\u/ f(O)h(t) dt + p? / h%(t) dt, ce qui ne corres-
0

0
pond pas du tout & une application linéaire.

xX
/ t2(Nf(t) + ph(t)) dt = )\/ t2f(t) dt + u/ t2h(t) dt, application est donc a nouveau
0 0
linéaire.
Le produit par 2 a l'extérieur de I'intégrale ne modifie pas non plus la linéarité de 'applica-
tion.

o (A\f+ uh)" = X"+ ph” par linéarité de la dérivation, I'application est donc linéaire.

e Comment interpréter ce f”(x?)? Normalement, on doit le lire comme f” évaluée en x

2 auquel

cas I'application reste sans probléme linéaire. S’il s’était agi de (f(22))” (avec donc une dérivée
de composée), 'application ne serait plus du tout linéaire.

e Plus de lindarité ici, (A\f"(z) + uh”(2))? # Af"(x)? + ph”(z)? en général.
e Celle-ci est par contre linéaire, Uapplication qui & f associe f”(0) est linéaire, et multilplier

2

ensuite par z“ ne modifie rien.

e Une somme de deux applications linéaires est toujours linéaires, c’est le cas ici.
e Il y a un bug d’énoncé, le f’(t) devrait étre dans l'intégrale (ou alors il devrait s’agir d’un

f'(x)). Dans les deux cas, application n’est pas linéaire puisque, sans méme parler de com-

binaisons linéaires, /0 Af()(Nf(t)) dt )\2/ f@)f(t) dt.

Exercice 2 (*)

1.

2.

L’expression analytique de u est donnée par u(z,y, z) = u(z(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)) =
zu(1,0,0) + yu(0,1,0) + 2u(0,0,1) = (xr — 3y — 7z, —x + 2y + 42,22 — y + z) en appliquant
simplement la linéarité.

x — 3y — 7z = -1
Il faut résoudre le systéeme ¢ —x + 2y + 4z = 1
2z — y + z = 8
x — 3y — Tz = -1
& -y — 3z = 0
-5y — 16z = -—-10

Les deux derniéres équations étant incompatibles, (—1,1,8) n’a pas d’antécédent par w.



x — 3y — Tz =

De méme, pour le deuxiéme vecteur, il faut résoudre le systéme ¢ —z + 2y + 4z =
2 — y + z =
x — 3y — Tz = -2
& -y - 3z = -1
-5y — 1bz = -7

Pas d’antécédent non plus pour ce vecteur.

3. u n’est pas surjective puisque certains éléments n’ont pas d’antécédent. Pour prouver que u
n’est pas non plus injective, on peut bien stir déterminer son noyau, mais ce n’est en fait pas
nécessaire. Soit on utilise le résultat du cours qui dit qu'un endomorphisme en dimension finie
est injectif si et seulement si il estsurjectif, soit on constate que le systéme & résoudre pour
obtenir le noyau ayant le méme membre de gauche que les deux précédents, il ne sera pas de
Cramer et admettra donc une infinité de solutions (puisqu’il en a au moins une, la solution
nulle).

Exercice 3 (***)

1. Supposons donc v € Im(u), il existe alors un w € E tel que v = u(w). Mais alors u(v) =
u?(w) = 0 puisque u? = 0. Ceci prouve que v € ker(u), donc Im(u) C ker(u). Pour prouver que
id +u est un automorphisme, il suffit d’exhiber sa réciproque : (id +u)o (id —u) = id —u? = id
(les deux morphismes commutent évidemment). L’application id +u est donc un automor-
phisme, de réciproque id —u.

2. Commengons par constater que ker(u) C ker(u?) est toujours vrai (si u(v) = 0, alors cer-
tainement u(u(v)) = 0). De méme, on aura toujours Im(u?) C Im(u). Supposons alors que
Im(u) Nker(u) = {0}, et choisissons v € ker(u?), on peut donc écrire u(u(v)) = 0. Au-
trement dit, u(v) € ker(uw). Mais comme u(v) € Im(u), nécessairement u(v) = 0, ce qui
prouve que ker(u?) = ker(u). Réciproquement, supposons que ker(u) = ker(u?), et choi-
sissons v € ker(u) N Im(u). On peut donc écrire v = u(w), avec u(v) = 0. Cela implique
u(u(w)) = u(v) = 0, mais comme ker(u) = ker(u?), w € ker(u), donc v = u(w) = 0.

Passons a la deuxiéme équivalence. Supposons d’abord ker(u) +Im(u) = E, et choisissons
v € Im(u). On peut donc écrire v = u(w), avec par ailleurs w = z + t, ou z € ker(u), et
t = u(a) € Im(u) d’apreés 'hypothése effectuée. Alors v = u(z+t) = u(z) +u(t) = u(u(a)), ce
qui prouve que v € Im(u?). Réciproquement, supposons Im(u) = Im(u?), et choisissons v € E.
Par hypothése, u(v) € Im(u?), donc u(v) = u(u(z)). Posons alors v = u(z) + (v — u(z)). Par
construction, u(z) € Im(u), mais par ailleurs u(v—u(z)) = u(v) —u(u(z)) = 0, donc v—u(z) €
ker(u). Nous avons bien prouvé que v € Im(f) + ker(f) et achevé notre démonstration.

Exercice 4 (**)

Si z et 2’ sont deux nombres complexes et A une constante réelle, alors f(z + A\2') = z + A2/ +
az + Mo’ = 2+ X' +az+ a2’ = f(2) +Af(2'). Le noyau est constitué de tous les nombres complexes
vérifiant f(z) = 0, soit z + az = 0. Autrement dit, en notant z = = + iy, et a = b+ ic, f(z) =
x+iy+ (b+ic)(z—iy) = x+bxr+cy+i(y+ cx —by). Il faut donc que (1+b)x = cy et (1 —b)y = cx.
Cela implique (1 — b?)y = %y, soit (1 — b? — c?)y = 0. Si a n’est pas de module 1, on trouve y = 0,
puis (14+b)z = cx = 0. On a déja exclu la possibilité 1+b = ¢ = 0 (qui correspond au nombre a = —1
qui est de module 1), donc dans ce cas, ker(f) = {0} et 'application est injective (et méme bijective
car le systéme donnant le noyau est de Cramer, ce qui suffit & prouver 'existence d’antécédents par

f de tout nombre complexe). Dans le cas trés particulier ot @ = —1, le systéme se résume a 2y = 0,
soit y = 0, et ker(u) = R (Iapplication n’est alors bien siir pas bijective). Si a est de module 1 (et
2 2
c c 1-0
différent de —1), on doit avoir x = ——y. Dans ce cas, cx = = = (1 —-10)y, donc
); v Al ) e Al sl Gl



c
la deuxiéme équation est automatiquement vérifiée. Autrement dit, ker(f) = Vect (1—1—() + Z) On
c 1-0

T35 ¢ mais il n’y a pas vraiment de fagcon complétement évidente

d’exprimer ceci en fonction de a.

peut écrire si on préfére

Exercice 5 (*%*)

Les sous-ensembles F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, et leur intersection est constituée
des vecteurs de la forme (a,a,a) vérifiant 2a + a — a = 0. seul le vecteur nul convient. Essayons
désormais de décomposer un vecteur quelconque de R?® comme somme d’un élément de F et d’un
élément de G (on peut conclure plus rapidement pour la supplémentarité en utilisant un argument de
dimension, mais nous aurons besoin de la décomposition ensuite de toute fagon). Pour cela, écrivons
plutot G = {(z,y,2z+vy) | (z,y) € R?} = Vect((1,0,2),(0,1,1)). Soit (x,y, z) € R?, on cherche donc
trois réels a, b et ¢ tels que (z,y,z) = a(1,1,1)+b(1,0,2)+¢(0,1,1). Autrement dit, on veut résoudre

a + b = x
le systéme ¢ a + ¢ = 1y .Procédons, pour une fois, par substitution : b=z —a et c =
a + 2b + ¢ = =z

. 1 1 . 1 1 1 1
y—a, donc a+2x—2a+y—a = z, ce qui donne az+§y—§z = a, puis b = —iy—i-iz etc= —x+§y+§z.
Puisqu’il y a toujours une solution au systéme, on peut écrire tout vecteur comme sous la forme
up+tug, avec up = a(1,1,1) € F et ug = b(1,0,2)+¢(0,1,1) € G. Ce qui prouve que F&G = R3. On
a déja effectué tous les calculs nécessaires a ’expression de la projection. Si on la note p, par définition,

1 1 1 1 1 1 .
p(x,y,z) =ur =a(l,1,1) = (x + AT + SRS CILs + JY 5% De méme pour la symétrie

s:s(zyy,2) =ug —up =b(1,0,2) +¢(0,1,1) —a(1,1,1) = (—z —y + 2, —2x + z, -2z — y + 22).

Exercice 6 (***)

1. Supposons pour commencer ker(f) = ker(f?), et considérons u € ker(f) N Im(f). On peut
donc trouver un vectuer v tel que u = f(v), et comme u est également dans le noyau de f,
on aura donc f2(v) = 0, soit v € ker(f?). L’hypothése faite implique alors que v € ker(f), et
donc que u = f(v) = 0, ce qui prouve bien que ker(f) NIm(f) = {0}.

Réciproquement, si ker(f) N Im(f) = {0}, choisisson un vecteur u € ker(f?). Il vérifie
alors f(f(u)) = 0, donc f(u) € ker(f). Mais comme f(u) appartient évidemment & Im(f),
il est donc nécessairement nul, ce qui prouve que u € ker(f) et donc que ker(f?) C ker(f).
L’implication réciproque étant toujours vraie, on a achevé la démonstration.

2. La encore on va procéder par double implication. Supposons dans un premier temps Im(f) =
Im(f?). Soit u € E, on peut écrire f(u) = f2(v) d’aprés ’hypothése effectuée, puis décomposer
u sous la forme u = u— f(v)+ f(v), avec clairement f(v) € Im(f), mais aussi u— f(v) € ker(f)
puisque f(u—f(v)) = f(u)—f%(v) = 0 par définition de v. On a donc bien E = ker(f)+Im(f).
Pour la réciproque supposons donc que E = ker(f) + Im(f). L’inclusion Im(f2) C Im(f)
étant toujours vraie, supposons simplement u € Im(f), on peut donc écrire u = f(v), mais
v lui-méme se décompose sous la forme w + ¢t avec w € ker(f) et ¢ € Im(f). On a alors
f(v) = f(w) + f(t) = f(t) € Im(f?) puisque t € Im(f), ce qui prouve bien que u € Im(f?),
et donc que Im(f?) = Im(f).
3. 11 faut et il suffit donc que ker(f?) = ker(f) et que Im(f?) = Im(f).

4. Supposons dans un premier temps que f o g est un automorphisme, alors f o g est surjective,
donc Im(fog) = E, ce qui implique que Im(f) = E (I'image de f est toujours incluse dans celle
de go f), donc f est bien surjective. De méme, 'injectivité de fog implique celle de g puisque
ker(g) C ker(f o g) de fagon évidente. Montrons enfin que E = ker(f) @ Im(g). Supposons



dans un premier temps que u € ker(f) NIm(g), alors u = g(v) pour un certain vecteur v € E,
et f(u) = 0, mais cela siginifie que fog(v) = 0, et donc que v lui-méme est nul par bijectivité
de fog. On en déduit u = g(v) = 0, ce qui prouve que ker(f)NIm(g) = {0}. Soit maintenant
u un vecteur quelconque de E, et notons h la réciproque de 'application f o g, on peut alors
écrire u = u—g(h(f(w)))+g(h(f(w))). Oui, c’est un peu tordu. Manifestement, g(h(f(u))) est
un élément de Im(g). De plus, f(u—g(h(f(u)))) = f(u) = (f o g)(h(f(u))) = f(u) = f(u) =0
puisque par définition de h on a fogoh =id. On en déduit que u — g(h(f(u))) € ker(f), et
on a obtenu une décomposition de u dans ker(f) + Im(g), ce qui prouve la supplémentarité
de ces deux espaces.

Démontrons désormais la réciproque en supposant f surjective, g injective et ker(f)
et Im(g) supplémentaires. Si u € ker(f o g), on a donc g(u) € ker(f). Mais par ailleurs
g(u) € ITm(g), donc g(u) = 0 puisque les deux sev sont supplémentaires. L’application g étant
injective, on en déduit v = 0, ce qui prouve l'injectivité de f o g. De plus, si v € E, comme f
est surjective, on peut écrire u = f(v). Le vecteur v lui-méme peut étre décomposé en w = z,
avec w € ker(f) et z € Im(g). Mais en fait, u = f(v) = f(w + z) = f(z) puisque w € ker(f).
Comme z € Im(g), on a bien u € Im(f o g), ce qui prouve la surjectivité de f o g, qui est donc
un automorphisme de F.

Exercice 7 (*)

2
1
Pour se simplifier la vie, écrivons ’application sous forme matricielle : en notant A = 3 1 2
1

-1
x
on a f(x,y,z) = Al y (quitte & noter les vecteurs en colonne plutét qu’en ligne). Calculons
z
1 6 3 3
A? = 9 3 6 -3 = A, ce qui prouve que pop = p (puisque p*(z,y,2) = A%(z,y, 2)),
3 -3 6
et donc que p est un projecteur. Pour déterminer son noyau, on résout le systéme (en multipliant
2z + y + z =0
tout par 3) : r + 2y — =z = 0 .Lasomme des deux derniéres équations donne la méme
z — y + 2z =0

chose que la premiére, le systéme ne sera pas de Cramer (sans surprise pour un projecteur). En
soustrayant ces deux mémes équations, 3y — 3z = 0, donc y = z. On reporte alors dans la premiére
pour trouver 2z + 2y = 0, soit y = —z, donc ker(p) = {(z,—z,—z) | € R} = Vect((1,—-1,-1)).
Pour I'image, plutét que de calculer comme d’habitude les images des vecteurs de la base canonique,
on peut utiliser le fait que les éléments de I'image d’un projecteur sont caractérisés par la condition
p(u) = u, ou p(u) —u = 0. Ici, on se rameéne alors au systéme (en multipliant & nouveau tout par

-r + y + 2z =0
3): xr — y — 2z = 0 .Lestrois équations sont équivalentes, I'image de p est donc le plan
r —y — z =0

d’équation = y + z, ou si on préfere Vect((1,1,0),(1,0,1)).

Exercice 8 (**)

Surtout pas de calculs compliqués pour démontrer la supplémentarité : 'application ¢ : f +— f(0)
est de fagon évidente une forme linéaire sur E, donc F est un hyperplan de E. Comme la fonction
exponentielle n’appartient par a cet hyperplan (elle ne s’annule pas en 0!), un résultat du cours affirme
que F est supplémentaire de G = Vect(exp). Pour déterminer Iexpression de la projection (qu’on va
noter p), il faut réussir & décomposer une fonction continue f en somme d’une fonction s’annulant en



0 et d’un multiple de I'exponentielle. C’est en fait trés facile : on écrit f(z) = f(x) — f(0)e” + f(0)e”.
Comme f(x) — f(0)e® s’annule en 0, c’est la décomposition recherchée, et on pose donc p(f) = g, ou

g(x) =

f(z) — f(0)e”. En fait, la décomposition calculée est exatement celle exploitée dans le cours

pour démontrer le résultat dont on s’est servis pour la supplémentarité.

Exercice 9 (***)

1.

En notant F' une primitive quelconque de f sur R, on a p(f)(x) = F(z)—F(z—1), ce qui définit

bien une fonction continue appartenant donc & E. De plus, la linéarité de I'intégrale prouve
€T

facilement celle de ¢ : @(A\f +g) : © — /:(/\f(t) +g(t)) dt = /\/i1 f(t) dt—i—/_1 g(t) dt =
Ap(f)(@) +p(g)(x).

1
. Si f € ker(p), on a Vx € R, ¢(f)(x) = 0, donc en particulier, pour x = 1, / f(t) dt =
0

0. De plus, en reprenant ’expression donnée dans la premiére question, on aura toujours
F(x)—F(x—1) = 0, ce qui prouve que toutes les primitives de f sont des fonctions périodiques
de période 1. La dérivation conservant la périodicité (c’est évident, les taux d’accroissement
en = et en x + 1 seront exactement les mémes, et auront donc la méme limite en 0), f est
elle-méme 1-périodique.

. Supposons f périodique de période 1, alors ¢(f) est une fonction dérivable, de dérivée égale

a f(x) — f(x —1) (toujours en reprenant la formule de la premiére question), donc de dérivée
nulle. Cela montre que ¢(f) est une fonction constante. Comme elle vérifie par hypothése
o(f)(1) =0, elle est donc nulle et f € ker(p). La réciproque est donc vraie.

Il n’est pas du tout injectif puisque son noyau contient toutes les fonctions 1-périodiques
d’intégrale nulle sur une période, et il existe énormément de telles fonctions. Par exemple
f x> cos(2mx) en est une. Le morphisme ¢ ne peut pas étre non plus surjectif, car ¢(f)
est toujours une fonction dérivable, et il existe des fonctions dans E qui ne le sont pas. Par
exemple, la fonction valeur absolue ne peut pas avoir d’antécédent par .

. La restriction reste bien str linéaire, mais il faut vérifier que I'image d’un polynéme de degré
xX

2 est également dans F. Posons donc f(x) = ax? + bx + ¢ et calculons o(f)(z) = / at® +

r—1

bt +cdt = [§t3+ gtz—i-ctr = %(mQ —(z—-1)®%)+ g(mQ (- +elr—a(x—1) =

z—1

b
% (322 —3z+1)+ 5 (2x—1)4-c, qui est bien dans F', donc notre restriction est un endomorphisme
de F.

. Pas besoin de refaire un calcul puisque ce sont des cas particuliers du calcul précédent :

1 1
(1) =1, ‘P(X):X—getcp(XZ):Xz—X_Fg_

1 1
La famille <1, X — > X2 - X+ 3) est échelonnée dans F' et constituée de trois polyndémes,

c’est donc une base de F'. Cela prouve que ¢ est surjectif. Comme il s’agit d’un endomor-
phisme d’un espace vectoriel de dimension finie, ¢’est donc un automorphisme (de toute fagon,
son noyau serait I'intersection avec F' de celui de ¢, et il n’existe aucun polynoéme 1-périodique
et d’intégrale nulle sur une période que le polynéme nul).

Exercice 10 (**%*)

1.

Il suffit de constater que (pogq)o (poq) = p?oq? = poq en faisant commuter p et q. D’aprés
la caractérisation des projecteurs, p o g est donc un projecteur.



2. Procédons par double inclusion. Soit = € Im(p o ¢), donc = p o ¢(y). Le vecteur z est donc
I'image par p de ¢(y), il appartient & Im(p). Mais puisque p et ¢ commutent, on peut aussi
écrire z = go(p(y)), et z € Im(q). Ceci prouve que Im(pog) C Im(p)NIm(g). Réciproquement,
soit € Im(p) NIm(q), on sait que, pour des projecteurs, on peut le traduire par p(z) = x et
q(x) = x. Mais alors po q(z) = p(x) = x, donc x € Im(p o ¢q) puisqu’il est laissé stable par
pog.

3. Procédons de méme. Si x € ker(p) + ker(q), alors z = y + z, avec p(y) = ¢(z) = 0, donc
pogq(x) =poq(y)+poq(z) = qop(y)+0 =0, donc = € ker(p o q). Réciproquement, si
x € ker(p o q), on peut écrire x = q(z) + (z — q(z)), avec p(¢q(z)) = 0 puisque x € ker(p o gq),
et q(x — q(z)) = q(z) — ¢*(xz) = 0 puisque ¢ est un projecteur. On vient de prouver que
x € ker(p) + ker(q), ce qui achéve notre démonstration.

4. Toujours la méme méthode : (p+q)? = p?>+pog+qop+q? = p*>+q*> = p+q avec les hypothéses
effectuées, donc p + ¢ est bien un projecteur. On a clairement Im(p) N Im(q) C Im(q o p) (si
p(u) = q(u) = 0, alors (p + ¢q)(u) = 0, prouvons l'inclusion réciproque : si u € ker(q + p),
alors q(u) + p(u) = 0. Composons cette égalité par p pour obtenir p(q(u)) + p?(u) = 0, soit
0 + p(u) = 0, donc u € ker(p). On prouve de méme que u € ker(q), donc ker(p + ¢q) =
ker(p) Nker(q). L'inclusion Im(p + ¢) C Im(p) 4+ Im(q) est elle-aussi évidente, il faut prouver
la réciproque (qui ne lest pas : si u = p(v) + ¢(w), aucune raison que les vecteurs v et w
solent égaux). Supposons donc u € Im(p) + Im(q), alors u = p(u) = ¢q(u) puisque p et ¢ sont

u

2) € Im(p + q), ce qui achéve la démonstration.

des projecteurs. Mais alors u = (p + q) (

Exercice 11 (**)

1. Siu € Ny, alors f*(u) = 0, donc f¥*1(u) = f(0) = 0 et u € Ngy1. Autrement dit, Ny C Nypy1.
De méme, si u € Iy, 1, u = fFT(v) = f*(f(v)) € I, donc Ijyq C Ii.

2. D’apres la question précédente, dim(Ny) < dim(Ng41). La suite (dim (Vg )) est donc une suite
croissante d’entiers naturels, comme elle ne peut pas prendre une infinité de valeurs (elle est
majorée par dim(F)), il existe nécessairement un entier p pour lequel dim(N,) = dim(Np41).
Ceci combiné a 'inclusion démontrée précédemment prouve que N, = Npy1. Supposons alors,
pour un certain entier ¢ > 1, Npi; # Npiit1. Cela signifierait 'existence d’un vecteur u tel
que fPTiFl(y) = 0 mais fP7¢(u) # 0 (I'inclusion dans Pautre sens étant toujours vraie). Mais
alors fPHL(fi(u)) = 0 et fP(fi(u)) # 0, donc fi(u) € Npi1 et fi(u) ¢ Ny, ce qui contredit
I’égalité de ces deux noyaux. La suite est donc constante a partir du rang p.

3. En appliquant le théoréme du rang, quel que soit U'entier p, dim (I, 4i4+1) = dim(E)—dim(Nprit1) =
dim(E) — dim(Npyi) = dim(fp44). Au vu de 'inclusion démontrée & la premiére question,
Iti = Iptit1, donc la suite (I)) stationne aussi a partir du rang p.

4. D’apres le théoreme du rang, la somme des dimensions de IV, et de I, est égale a la dimension
de F, il suffit donc de prouver que leur intersection est réduite & 0. Supposons donc u € N,NI),.

On peut donc écrire u = fP(v), avec fP(u) = 0. En découle que f?P(v) = 0, soit v € Nap = Np,
donc fP(v) =u = 0. C’est suffisant pour affirmer que N, & I, = E.

Exercice 12 (***)

1. Commengons par prouver que f(Cs[X]) C C3[X]. En effet, on sait que lors d’une division
euclidienne, le degré du reste est toujours strictement inférieur & celui du dividende. Ici,
B étant de degré 4, f(P) sera de degré inférieur ou égal a 3 quel que soit le polynome
P (peu importe d’ailleurs que P appartienne a C3[X]). Reste a prouver que l'application
est linéaire, ce qui n’est pour une fois pas évident. Soient donc deux polynomes P; et Ps,
alors si on effectue la division euclidienne de AP; et de AP, par B, on obtient les égalités
AP, = BQ1+R1, et APy, = BQo+Ro. On peut effectuer la combinaison de ces deux équations :



AAP +uPy) = BOAQ14+1Q2)+(AR1+1R2). Comme d° (AR +uR2) < max(d®(Ry),d°(Rg)) <
4, on tient nécessairement la division euclidienne de A(AP; +uPs) par B, donc f(AP +uPs) =
ARy + pRy = Mf(P1) + uf(P»). L’application est linéaire, c’est bien un endomorphisme de
CsX].

2. On peut caractériser les polynémes du noyau par la condition AP est divisble par B, mais ce
n’est pas pratique a expliciter. Mieux vaut expliciter en calculant les images des polyndémes
de la base canonique : comme A = B+ X — 1, f(1) = X —1; de méme AX = BX + X? - X,
donc f(X) = X2 — X puis f(X?) = X3 — X2. Un tout petit peu plus de réflexion pour la
derniére : AX? = BX? + X* - X3 =BX3 4+ (X*-X)+ X - X3+ B(X3+1)+X - X3
donc f(X3) = X — X3. Cherchons maintenant le noyau : si P = a + bX + cX? + dX?3, alors
f(P)=—a+(a—b+d)X + (b—c)X%+ (c—d)X3, donc P appartient au noyau si b=c = d
(& cause des deux derniers coefficients) et a = 0 (premier coefficient). La deuxiéme équation
est alors toujours vérifiée, donc ker(f) = {bX + bX?2 + bX3} = Vect(X + X2 + X3).

3. Puisque dim(ker(f)) = 1 et dim(C3[X]) = 4, le théoréme du rang assure que dim(Im(f)) = 3.
Comme I'image de f contient X —1, X2 - X = X(X —1) et X3 — X2 = X?(X —1) (qui sont
images de trois des polynémes de la base canonique), elle contient tous les polynémes de la
forme (X —1)(a+bX +cX?), donc (X —1)Cy[X]. Comme ce dernier espace est de dimension
3 comme Im(f), il y a nécessairement égalité entre les deux.

4. Ah tiens, un peu de révision sur les complexes. Il faut donc résoudre 1’équation X4 — X = 0,
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soit X (X3 — 1) = 0. les quatre racines sont 21 = 0, 20 = 1, 23 = j = 5 et u=j=e
(les trois derniéres étant les racines cubiques de 1'unité).

5. Ecrivons les quatre polynémes : P, = X3 —1, P, = X(X?2+ X +1) = X3+ X2 + X,
PR=XX-1)(X-7)=X34+7X?+jXet P,=X(X-1)(X—j)=X>+7X?+;X. Pour
prouver que c’est une base, supposons aP; + bPs + ¢P3 + dPy = 0, et profitons du fait que ces
polynémes ont des racines en commun. Pour z = 0, ’équation devient —a = 0, ce qui implique
a =0, pour = 1, on trouve 3b = 0, donc b = 0, pour z = j, ¢j(j —1)(j — j) = 0 donc ¢ = 0,
de méme pour d = 0, la famille est donc libre. Comme elle contient quatre polynémes, c’est
une base de C3[X].

6. On peut ruser pour s’éviter de pénibles calculs : A = B+ X — 1, et (X — 2z)P, = B, donc
AP, =BP;+ (X —1)Py, =BPy+ (X —zp)Py+ (2 — )Py, = B(Py + 1)+ (2 — 1) P;. On a
sous les yeux la division euclidienne de APy par B, donc f(Py) = (2 — 1) Pg. Pour détailler
un peu plus, f(Py) = — Py, f(Py) =0, f(Py) = (j — 1)Ps et f(Py) = (G — )Py,

Exercice 13 (**)

1. Supposons par exemple que u € ker(f), alors f(u) = 0 donc ho f(u) = 0, ce qui revient
a dire que u € ker(g) avec les hypotheéses effectuées. On montre de méme toutes les autres
implications qui prouvent I’égalité des trois noyaux (les trois applications jouent de toute
facon un role symétrique dans cet énoncé). Supposons maintenant u € Im(f), donc u = f(v).
Comme go h = f, on a alors u = g(h(v)), donc u € Im(g). La encore, les autres implications
se démontrent de facon identique, et les trois images sont donc bien égales.

2. En jouant avec les hypothéses, f2 = fo(goh) = (fog)oh = h? puis f> = ho(hof) =hogy.
On continue : f° = f3o f2=hogoh? =hofoh=goh= f.1Ily a plein d’autres facons
d’arriver au méme résultat. Bien str, on montrerait de facon similaire que ¢° = ¢ et h® = h.

3. Supposons u € ker(f) NIm(f), alors f(u) = 0 et u = f(v) pour un certain vecteur v. Mais
alors f5(v) = f4(u) = 0, donc f(v) = 0 en exploitant le résultat de la question précédente.
On a donc u = 0, ce qui prouve que ker(f) NIm(f) = {0}. De plus, tout vecteur u € E peut
s’écrire sous la forme u = u — f4(u) + f*(u), avec bien entendu f*(u) € Im(f) (c’est 'image
par f du vecteur f3(u)) et f(u— f4(u)) = f(u) — f5(u) = 0, donc u — f*(u) € ker(f), ce qui

prouve bien que E = ker(f) + Im(f). Le noyau et I'image de f sont donc supplémentaires.



Exercice 14 (**)

Note : un bug de notation dans I’énoncé, le £ devrait étre un L(F).

1. Si le noyau était réduit a 0, Papplication serait injective, donc bijective, donc f* aussi, quelle
que soit la valeur de D'entier k. C’est fort contradictoire avec le fait que f soit nilpotente.
Comme dim(ker(f)) > 1, la théoréme du rang assure que rg(f) < n — 1.

2. il n’existait pas un tel z, fP~! serait 'application nulle, ce qui est contradictoire avec la
minimalité de p. Naturellement, le ¢ apparaissant ensuite dans I’énoncé doit étre remplacé
par un p. Si la famille n’est pas libre, on peut écrire Aoz + A1 f(z) + -+ + A1 P71 (z) = 0.
En composant par fP~! et en utilisant que fk(:z:) = 0 dés que k£ > p, on en déduit que
Ao fP~Y(x) = 0 (tous les autres termes s’annulent). Comme fP~!(x) # 0, on doit avoir \g = 0.
On peut répéter I'opération en composant par fP~2 pour montrer que A\; = 0, puis de méme
pour tous les autres coefficients, et aboutir a la conclusion que la famille est libre.

3. Une famille libre dans un espace de dimension n étant toujours de cardinal inférieur ou égal
an, on a en effet p < n. Du coup, f = 0 puisque toutes les puissances de f & partir de f?
sont nulles.

4. Si p = n, la famille construite précédemment est une base de E. Si g est une application
linéaire commutant avec f, g(x) peut s’écrire sous la forme Aoz + A1 f(z) +- -+ A1 f7 1 (2)
(méme si g ne commute pas avec f, c’est vrai!). Calculons alors, en exploitant la commutation,
les images des autres vecteurs de la base construite : g(f(z)) = f(g(x)) = f(hox + A1 f(x) +
e At (@) = Aof (@) ML) e A @) = Aof(@) M f(f(@) et
A1 77 H(f(2)). De méme, quelle que soit i < n—1, g(fi(x)) = fi(g(x)) = fiNor+ A1 f(z)+
coA A1 @) = Mo fH (@) F () + o+ At [P H(fY(x)). autrement dit, g coincide
sur tous les vecteurs de notre base avec \gid +A1f + -+ 4+ Ay_1f" . Les deux applications
linéaires sont alors égales (un morphisme est toujours uniquement déterminé par I'image d’une
base), et g est donc un polyndéme de degré au plus n—1 en I'pplication f. réciproquement, tous
les polyndémes constitués a partir de f commutent évidemment avec f. Notons que I’ensemble
des applications linéaires commutant avec f est ici de dimension n (la méme que celle de

R, _1[X]), sachant que I’ensemble de tous les endomorphismes de E est lui de dimension n?.

Exercice 15 (**)

1. Si P € E, on sait que d°(P) < 2, donc d°(P') < 1, et d°((X — 1)P’) < 2. Quand on
soustrait deux polyndémes de degré inférieur ou égal a 2, le résultat ’est aussi, ce qui prouve
que ¢ est & valeurs dans Ry[X]. La linéarité étant essentiellement triviale : (AP + Q) =
200P+ Q) — (X — 1) (AP + Q') = M\p(P) + ¢(Q), donc ¢ est bien un endomorphisme de E.

2. Soit P = aX? 4+ bX +c¢ € E, alors ¢(P) = 2aX? + 2bX + 2c — (X — 1)(2aX +b) =
2aX?% 4+ 20X + 2¢ — 2aX? + 2aX — bX +b = (b + 2a)X + 2c + b. Ce polynéme est nul

b
si et seulement si b+ 2a = 2c+b = 0, soit ¢ = a = —5 On en déduit que ker(y) =

b b
{P = —§X2 +bX — 2} = Vect(X? —2X + 1). Notre application n’est pas injective puisque
son noyau n’est pas réduit au vecteur nul.

3. On peut comme d’habitude calculer les images des polyndmes de la base canoniques : (1) = 2,
P(X)=2X - (X —1)= X +1 et enfin p(X?) =2X2—-2X(X —1) = 2X. On peut alors dire
que Im(¢p) = Vect(2, X +1,2X) = Vect(2,2X) = Vect(1, X).

4. I est essentiellement évident que ker(¢) NIm(¢) = {0} (les polyndémes de 'image sont tous
de degré inférieur ou égal a 1, alors que ceux du noyau (hormis le polynéme nul) sont de
degré 2. Puisque les dimensions respectives du noyau et de I'image sont de 1 et de 2, et que
dim(F) = 3, cela suffit & prouver la supplémentarité.



5. Inutile de faire des calculs : puisque p est une projection sur ker(y)), on aura, Vo € FE,
p(z) € ker(y), et donc ¢(p(x)) = 0. Autrement dit, ¢ o p = 0. Dans l’autre sens, on a, par
définition de l'image, Vo € E, p(z) = Im(y). Or, Im(¢) = ker(p) puisque p est un projecteur
de direction Im(g). On en déduit qu’on a également p o ¢ = 0.

Exercice 16 (*)

1 ; -
1. Clest essentiellement évident : p(A\z + 2') = 5(/\2 +2') + %()\5 + 2'), puisque A € R.

1 /1 ‘ -1 . )
2. Calculons donc ¢(¢(z)) = B (22+ ;2) + % (22 - ;z> puisque ¢ = —i. Il ne reste plus

1 1
qu’a regrouper pour constater que ¢(p(z)) = 57 + 52 = ¢(z), ce qui prouve que @ est un
projecteur.

b b
3. Pour le noyau, on peut revenir a la forme algébrique z = a+ib : p(a+1ib) = 5 + Z2 + Z; + = 5

qui est nul si et seulement si a + b = 0 (la partie réelle et la partie imaginaire de notre image
étant identiques), soit b = —a. Autrement dit, ker(¢) = Vect(1 — ). Pour I'image, on calcule

1 1
simplement les images des deux vecteurs de la base canonique : ¢(1) = %, et p(i) = ! ; .

On a donc Im(p) = Vect(1 + 7). L’'image et le noyau sont tous deux de dimension 1.

Exercice 17 (**)

T . 1 1
1. La normalisation impose de résoudre I’équation 3y’ — —y = —— séparément sur R™* et sur
x

R™*. Si on se place par exemple sur |0, +o0[, 'équation homogene associée a pour solutions
les fonctions yp, : z — Ke™®) = Kz, et pour solution particuliére évidente yp(xz) = 1. Les
solutions de I’équation sont donc de la forme y(z) = Kx + 1. Il est trés facile de constater
que sur | — oo, 0], les solutions sont de la forme y(x) = Lz + 1, et surtout de voir que toutes
les fonction y :  — Kx + 1 sont solutions sur R tout entier.

2. Clest trivial : f(P) est un polynome, et f(AP+Q) = AP+ Q—-AP'X —XQ' = \f(P)+ f(Q).

3. On a déja résolu plus haut 1’équation y —xy’ = 0 dans I'espace vectoriel de toutes les fonctions
dérivables sur R™, qui contient trés largement tous les polynéomes. Ce qui tombe bien, c’est

que les solutions étaient justement des polynoémes, qui sont donc les éléments du noyau de ¢.
Autrement dit, ker(f) = {KX | K € R} = Vect(X).

4. C’est un peu moins évident, mais on peut en fait constater que X n’est I'image de personne

par l'application f. En effet, si P = Zaka alors X P’ = Zkaka puis f(P) = Z(l —
k=0 k=1 k=0
k)aka, qui ne comporte jamais de terme non nul de degré 1. En fait, I'image de f est

constituée de tous les polynémes P = ZakX ko avec ap = 0 (ce qui constitue pour les
curieux un hyperplan de E. o
5. L’application f n’étant pas injective, f o f ne peut pas non plus l'étre (les éléments du noyau
de f sont aussi dans celui de f o f). Elle ne peut pas plus étre surjective, le polyndéme X
n’appartenant pas a I'image de f o f, sinon on pourrait écrire X = f(f(P)) pour un certain
polynéme P, donc X = f(Q), avec @ = f(P). On aurait alors X € Im(f), ce qui est absurde.
Pour déterminer le noyau de P, comme on ne sait pas résoudre I’équation différentielle
associée, utilisons le fait que, si fo f(P) = 0, alors f(P) = KX, pour un certain réel K. Or, on
a vu plus haut que les polynémes de la forme K X n’appartenaient justement pas a I'image de
f, donc n’admettent aucun antécédent ! Seul cas particulier, quand K = 0, ou les antécédents
sont tout simplement les éléments du noyau de f. Bref, ker(f o f) = ker(f) = Vect(X).



Exercice 18 (**)

1. Calculons f(A(z,y,2) + u(a’,y',2") = fox + pa’, Ay + py', Nz + p2’) = Ay + 2py’ — 2z —
2uz’ Ae + px’ + Ay + py' — 20z —2p2 e+ px’ — Ay — NY) = N2y — 2z, 2 +y — 2z, —
y) + u(2y — 222" + o — 22 2 — ) = Nf(x,y,2) + pf(2',y, 2"). Lapplication f est bien
une application linéaire.

2y — 2z =0
2. Le noyau est constitué des triplets solutions du systéme r + y — 2z = 0. Les
T — Yy =0
équations extrémes donnent immédiatement x = y = z, en reportant dans la deuxiéme on
trouve alors 0 = 0 qui est toujours vérifi¢ donc ker(f) = {(z,z,z) | = € R} = Vect((1,1,1)).
Pour I'image, on peut calculer les images des vecteurs de la base canonique de R3 : f(1,0,0) =
(0,1,1); £(0,1,0) = (2,1,—1) et £(0,0,1) = (=2, —2,0). Comme (2,1, —1) = —(—2, —2,0) —
(0,1,1), on peut I'oublier et conclure que Im(f) = Vect((0,1,1), (-2, —2,0)) = Vect((0,1,1), (1,1,0)).
L’application n’est donc pas injective (le noyau contient d’autres vecteurs que le vecteur nul)
ni surjective (le vecteur (1,0,0) par exemple n’appartient pas a l'image, on ne peut pas 1’écrire
comme combinaison linéaire de (1,1,0) et (0,1,1)). A fortiori, f n’est pas bijective.

3. Commengons par prouver que ker(f) N Im(f) = {0}. Soit donc un vecteur v appartenant a
la fois & ker(f) et a Im(f). On peut alors écrire u, d'une part sous la forme (z,x,z) pour un
certain réel =, d’autre part comme combinaison linéaire a(0,1,1)+5b(1,1,0) = (b,a+b,a). On
doit donc avoir a la fois x = a, z =b et x = a+ b, ce qui n’est possible que si x =a = b =0,
soit u = 0.

Montrons maintenant que ker(f) + Im(f) = R?. Soit donc u = (z,y, 2), on cherche trois
réels a, b et ¢ tels que v = a(1,1,1) + b(1,1,0) + ¢(0,1,1), ce qui se traduit par le systéme

a + b = x
a + b 4+ ¢ = y .Ensoustrayant la premiére et la troisiéme ligne du systéme a la
a + ¢ = =z

deuxiéme, on obtient immédiatement c=y —z et b =y — z. Ensuite, a =z —-b=2x—y + 2.
On peut donc écrire n’importe quel vecteur de I’espace comme somme d’un vecteur du noyau
et d’un vecteur de I'image de f. ces deux sous-espaces sont bien supplémentaires.

4. La question précédente nous permet d’affirmer que (z,y,z) = (x —y + 2)(1,1,1) + (y —
z)(1,1,0)+ (y—x)(0,0, 1), avec le premier terme de la somme de droite appartenant a ker(f),
et les deux suivants & Im(f). La projection sur Im(f) parallelement a ker(f) donne donc
p(z,y,2) =(y—2)(1,1,0) + (y — 2)(0,1,1) = (y — 2,2y — x — z,y — x). On vérifie facilement
si on le souhaite que p? = p.

5. Calculons donc : f2(z,y,2) = f(f(z,v,2)) = 2(x+y—22)—2(z—y), 2y—22+x+y—22—2(x—
Y),2y—2z—x—y+2z2) = (dy —4z, —x+5y — 4z, —x+y); puis f3(z,y,2) = (2(—2x+5y—4z) —
2(—z+vy),dy—4z—x+5y—4z—2(—x+y),dy—4z+x—5y+4z) = By—8z,2+Ty—8z,z—y).
Il ne reste plus qu’a vérifier que f3(z,y, 2) — f2(z,y, 2) +2f (z,y, 2) = (Sy—8z, 2+ Ty —8z, 2 —
y) — (dy — 4z, —x + by — 4z, —x +y) — (dy — 42,22 + 2y — 42,2z — 2y) = (0,0,0), ce qui est
vrai.

6. Calculons r or = %(ﬂ—i—f) o (f2+ f) = 1

g 27+ f%), Comme f5 = f* +2f,
JU= e (fPH2f) = P2 =374 2f et r? = (B 2f + 2[4+ A4S+ [7) =
3—16(6f2+6f) = %(fQ—i-f) = 7, donc r est un projecteur. De méme, s> = %(f2—2f)o(f2—2f) =
G AP HAP) = 5B 2 — AP = 8f +4%) = 53— 6) = 5(f ~2f) = s, donc s
est également un projecteur. De plus, f or = é(f” + f?) = é(2f2 +2f) = %(f2 + f) = 2r,

et Fos=S(fP—2f) = L (- +2f) = -
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1
7. Prouvons par récurrence la propriété P, : f* = 2"r+(—1)"s. Aurang 1,on a 2r—s = §(f2 +

f)

1 1
— §<f2 —2f) = §(3f) = f, donc P; est vraie. Supposons que P, est vraie, alors d’aprés les

résultats de la question précédente, f"H = fof" = fo(2"r+(—1)"s) = 2" for+(—1)"fos =

ontly 4 (_1)"“‘15. On en déduit que f* = %(f2 +f)+ (_31)71(!}02 —2f) =

2n71 + (_1)71
. 3
fosoit f(,y,2) = (211N Ay —42) + (27 2= 1)) 2y —22),.. ),

2+

qu’on peut simplifier si on a du temps & perdre.

Exercice 19 (**)

1. (a)

-z + 2z =0
Résolvons donc le petit systéme 3r 4+ y — 2z = 0 .On a bien slr intérét a
r + Yy =0

procéder par susbtitution ici : z = x et y —z, donc la deuxiéme équation devient
3x — x — 2x = 0, qui est manifestement toujours vérifice. On en déduit que ker(f) =
{(z,—z,x) | € R} = Vect((1,—-1,1)). Ce noyau est de dimension 1.

Le théoréme du rang nous permet de savoir que dim(Im(f)) = 2. Pour calculer I'image, on
calcule comme d’habitude les images des vecteurs de la base canonique de R3 : Im(f) =
Vect((—1,3,1),(0,1,1),(1,—2,0)). Puisque I'image doit étre de dimension 2, c’est sans
surprise qu'on constate que (—1,3,1) = (0,1,1) — (1,—2,0). On peut donc écrire plus
simplement Im(f) = Vect((0,1,1), (1,—2,0)).

En posant X = z—2x, Y =3x+y—2z et Z =x+y, on doit donc calculer fo f(x,y,z) =
(XY, 2)=(Z-X,3X+Y -2Z,X+Y)=02x4+y—2 20 —y+2z2x+y+2).

Un vecteur u(z,y, z) appartient a ker(f?) si et seulement si 2z 4y — 2z = 0 (les trois équa-
tions sont équivalentes), donc si z = 2z+y. Autrement dit, ker(f?) = Vect((1,0,2), (0,1,1)).
On remarque que le vecteur (0,1,1) est commun aux bases obtenues pour ker(f2) et pour
Im(f). De plus, (1,0,2) = (1,—2,0)+2x(0,1,1), donc (1,0, 2) € Im(f), ce qui prouve que
ker(f2) C Im(f). Les deux espaces étant de dimension 2 (les deux vecteurs obtenus pour
former la famille génératrice de ker(f2) ne sont pas proportionnels), ils sont nécessairement
égaux.

Soit u € R3, alors f(u) € Im(f) (c’est évident!), et donc, d’aprés la question précédente,
f(u) € ker(f?). Autrement dit, f2(f(u)) = 0, soit f3(u) = 0. Tout vecteur a donc une
image nulle par f3, on a bien f2 =0, et f est donc nilpotent.

Le fait que f est un endomorphisme est complétement évident. En fait, sa nilpotence
aussi : f2(z,y,2,t) = f(0,2,9,2) = (0,0, 2,y), puis f3(z,y,2,t) = (0,0,0,z) et f* =0.
Il suffit de poser f(z1,z2,...,2,) = (0,21,22,...,2,—1). La nilpotence est & nouveau
logique : f¥(z1,...,2,) = (0,...,0,21,...,Zy_k), jusqu’a avoir f™ = 0.

Le polynéme @ est clairement de degré au maximum 2 si P € Ry[X] (comme on va le
voir, il est méme de degré plus petit que ga). Vérifions la linéarité : si P; et P, appartient
aRo[X] et A € R, alors f(APL+ P) = (APL+ P2)(X +1) — (AP + P)(X) = AP (X +
1)+ Po(X +1) — APi(X) — P(X) = Af(P1) — f(P2). Aucun probléme, f est bien un
endomorphisme.

Soyons bourrins et posons P(X) = aX? + bX + ¢, alors f(P) = a(X + 1)+ b(X + 1) +
c—(aX?+bX +¢) =aX?+2aX+a+bX +b+c—aX?—bX —c=2aX +a+b.
Le polynéme P appartient donc au noyau de f si 2a = a + b = 0, autrement dit si P
est un polyndme constant. On peut écrire ker(f) = Vect(1), et le noyau est bien str de
dimension 1. L’image sera donc de dimension 2. Or, le calcul précédent prouve qu’on a
toujours f(P) € Ry[X]. Comme cet espace est lui-méme de dimension 2, on en déduit
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immédiatement que Im(f) = R;[X]. Noyau et images ne sont pas supplémentaires, les
polynémes constants appartenant aux deux.
(c) On calcule facilement (avec les mémes notations que précédemment) f2(P) = 2aX + 2a +
a+b—2aX —a—b = 2a, puis f3(P) = 0 puisque f2(P) est toujours un polynéme constant.
(d) Oui, bien str, puisque I"image d’un polynéme de degré n sera toujours un polynéme de
degré n —1 (le terme dominant de (X +1)" va s’annuler avec celui de P(X) dans le calcul

de f(P)). Par une récurrence évidente, f¥(P) sera de degré n— k, et on aura donc toujours
frt=o.

Exercice 20 (**)

1. Dans le cas d’une projection, on sait que ker(p) est I'espace parallélement auquel on projette
et Im(p) celui sur lequel on projette. Ces deux espaces étant supposés supplémentaires dans la
définition d’une projection, p vérifie donc la condition S. Pour une symétrie, c’est évidemment
aussi le cas puisqu’une symétrie est toujours bijective et qu'on a donc Im(s) = E et ker(s) =
{0}, qui sont évidemment supplémentaires. Le méme argument prouve d’ailleurs que tout
automorphisme de E vérifie la condition S.

2. Ici, ker(f) = Vect(1) (polynomes constants) et Im(f) = R;[X] (le théoréme du rang assure
que 'image est de dimension 2, et le polynéme dérivé d’un polyndéme appartenant a Ra[X]
étant nécessairement de degré inférieur ou égal a 1, on en déduit que 'image est nécessairement
égale a R;[X]). Alternativement, on peut aussi calculer les images des polynomes de la base
canonique, ce qui se fait immédiatement ici. Dans tous les cas, on constate que la condition
S n’est pas vérifiée puisque ker(f) NIm(f) = Vect(1) n’est pas réduit au vecteur nul.

3. Le calcul de f(M) donne bien une image appartenant a Ms(R). De plus, f(AM + N) =
MM +N+AMT+NT

5 = Af(M) + f(N) en exploitant la linéarité de la transposition.
L’application f est donc un endomorphisme, mais surtout f est une projection puisque

MT 4 (MT)T MT —I—M
FfO) = = =
satisfait a la condition S.

4. (a) La linéarité découle de celle de la dérivation. De plus, si d°(P) < 3, on aura d°(P") < 1,

= f(M). On a donc déja prouvé plus haut que f

donc %(X 2 _1)P" € E, et de méme pour le terme X P’, ce qui prouve facilement que f
est un endomorphisme de E.

(b) Calculons donc : P’ = 3aX?+2bX + ¢ puis P’ = 6aX +2b, donc f(P) = (X% —1)(3aX +
b) —3aX? —2bX% —cX +aX3+bX%2+cX +d=aX3—3aX +d—b.

(c) D’apres le calcul précédent P appartient au noyau si a = 0 et d = b (avec ¢ quelconque),
donc ker(f) = {bX? +cX +b| (b,c) € R?} = Vect(X2 + 1, X).

(d) On applique le théoréme du rang : dim(Im(f)) = dim(F) —2 = 2. Il suffit donc de trouver
deux polynémes de la base canonique ayant deux images non colinéaires pour connaitre
I'image, par exemple Im(f) = Vect(f(X?3), f(1)) = Vect(X?3 — 3X,1).

(e) Soit Q@ = aX? +bX? + cX +d, donc Q' = 3aX? + 2bX + ¢, alors Q € G si et seulement
si3a+2b+c¢c=3a—2b+c =0, donc si b =0 (en soustrayant les deux équations) et
¢ = —3a. On peut donc écrire G = {aX? —3cX +d | (a,c) € R?} = Vect(X? — 3X,1).
Ceci prouve que G est bien un sous-espace vectoriel de E, qu’il est de dimension 2 et
que (X? —3X,1) en forme une base (ces deux polynémes n’étant pas proportionnels, ils
forment une famille libre). Enfin, G = Im(f) est évident puisqu’on a obtenu la méme base
pour les deux espaces.

(f) Si on regroupe les deux bases obtenues pour le noyau et 'image de f, on obtient la famille
(X3—3X,1,X%+1, X) qui est une famille échelonnée de quatre polynoémes de E, et donc
une base de E. Cela suffit & prouver que ker(f) & Im(f) = E.
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(g) En posant A =a, B=0,C = —3a et D =d — b, on calcule f(f(P)) = AX3 — 34X +
D—B=aX?-3aX+d—b= f(P), ce qui prouve que f o f = f et donc que f est un
projecteur.

5. (a) Le vecteur v = (z,y,z2,t) appartient au noyau si y = 0 et z = =z, donc ker(f) =
Vect((1,0,1,0),(0,0,0,1)). En particulier, ker(f) est de dimension 2, donc Im(f) aussi
(théoréeme du rang). Il suffit donc de calculer deux images non colinéaires pour obte-
nir une base de I'image : f(1,0,0,0) = (0,0,3,0) et f(0,1,0,0) = (0,—3,0,1), donc
Im(f) = Vect((0,0,1,0), (0,-3,0,1)) (on a divisé par 3 la premiére image par souci de
simplicité).

(b) Regroupons les deux bases obtenues pour créer la famille (e1, e2, e3,e4) = ((1,0,1,0), (0,0,0,1),(0,0,1,0
Supposons que la combinaison linéaire aej 4 bes + ces + dey s’annule, cela se traduit par les
équations a =0, —3d =0, a+c=0 et b+ d =0, dont on devrait arriver a déduire assez
rapidement que a = b = ¢ = d = 0. La famille est donc libre, et comme elle est constituée
de quatre vecteurs de R*, c’en est une base, ce qui prouve que ker(f) @ Im(f) = R?.

(c) On sait déja que f n’est pas un automorphisme depuis le calcul du noyau. De plus,
f2(z,y,2,t) = (0,9y, -9z + 9z, —3y) = —3f(x,y,2,t), ce qui n’est pas vraiment carac-
téristique d’un projecteur (techniquement, f est la composée d’une projection et d’une
homothétie).

Exercice 21 (**)

1. L’application f est certainement a valeurs dans M (RR), et en notant o/, b/, ¢ et d’' les quatre
)\a+a’—|—)\d+d’1+)\b+b’+)\c+c’

coefficients d’une matrice N, on aura f(AM+N) = 5 5 J =
Af(M) + f(N).
atd btc
2. Un calcul trivial donne f(M) = < bre  atd ), donc M appartient au noyau de f si et
2 2
seulement si a+d = b+c = 0, soit d = —a et ¢ = —b. Le noyau est donc constitué des matrices

a b . 1 0 0 1 -
de la forme ( b —a >, soit ker(f) = Vect <( 0 —1 ) ) < 10 >) En particulier, la

dimension de ce noyau est égale a 2 (les deux matrices de notre Vect ne sont clairement pas
proportionnelles). Le théoréme du rang assure que I'image de f sera aussi de dimension 2. Or,
S(f) C Vect(I, J) puisque par définition f(M) est toujours une combinaison linéaire des deux
matrices I et J. Comme ces deux matrices ne sont pas proportionnelles, dim(Vect(I, .J)) = 2,
et on a donc nécessairement Im(f) = Vect(Z, J).

3. Pour déterminer ker(f —1id), on résout I’équation f(M) = M, qui donne les équations a = d =

d b d
@t etb:c:ﬁ.Remarquonsquea:d:> ot

= a (et de méme pour b et ¢), donc

les conditions a = d et b = ¢ suffisent en fait, ce qui revient a dire que les matrices appartenant

a ker(f — id) sont de la forme ( Z

linéaires des matrices I et J. On vient donc de constater que ker(f — id) = Im(f).

4. Puisque f(I) = I et f(J) = J, on a simplement f(f(M)) = CH_df([) + b—;—c

. fl) =
d b+c
ot I+ J = f(M), ce qui prouve que fo f = f, et donc que f est un projecteur.

b . .
, ce qui correspond exactement aux combinaisons
a

d

5. On sait que s = 2f —id, donc s(M) = (a+d) [+ (b+¢c)J — M = < b

Z > Il est trés facile

ici de vérifier que cette application vérifie s o s = id.
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Exercice 22 (**%)

1. L’application f va évidemment de R?® dans lui-méme. En notant u(z,y, z) et u/(2’,y', 2’) deux
vecteurs de R?, on calcule péniblement f(Au+v) = Az + 2’ — Ay — 9 + Az + 2/, —dov — 2/ +
3y +3y — 2z —22/, 2z — 22" + 6 y+ 6y —4X\z—42 )= Nx—y+2z,—x+ 3y —2z, -2+
6y —4z)+ (¢ —y' + 2/, —2' + 3y’ — 22/, —22' + 6y’ — 42") = Af(u) + f(v), donc Papplication
f est linéaire, et c’est un endomorphisme de R3.

r -y + z =0
2. Il faut résoudre le systéme —x 4+ 3y — 2z = 0 . Les deux derniéres équations
—2x + 6y — 4z = 0
du systéme étant manifestement équivalentes, on remplace simplement y = = + z dans la
deuxiéme équation pour obtenir —z+ 3z + 3x — 2z = 0, soit z = —2z, donc on déduit y = —z.
Autrement dit, ker(f) = {(z, —z, —2z) | x € R} = Vect((1, —1,—2)). La famille contituée de
I'unique vecteur (1,—1,—2) est bien entendu une base de ce noyau.

3. Le noyau de f étant de dimension 1, le théoréme du rang assure que son image sera de
dimension 2. On sait par ailleurs que Im(f) = Vect(f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1))
= Vect((1,-1,-2),(-1,3,6),(1,—2,—4)). Connaissant déja sa dimension, il doit y avoir
une relation de dépendance linéaire entre ces trois vecteurs. En effet, (1, —1,-2)—(—1,3,6) =
2% (1,—2,—4) (on peut bien sir écrire un systéme pour vérifier que la famille n’est pas libre et
retrouver cette relation). On se contentera donc d’écrire Im(f) = Vect((1, -1, -2), (-1, 3,6)),
et ces deux vecteurs restants forment une base de notre image.

4. Manifestement, (1,—1,—2) € Im(f), donc ker(f) = Vect((1,—1,—2)) C Im(f). Les deux
espaces ne sont certainement pas égaux puisqu'ils n’ont pas la méme dimension (et qu’il
existe des vecteurs de 'image qui n’appartiennent pas au noyau).

5. On a déja calculé v = f(u) = (—1,3,6), reste a calculer w = f(—1,3,6) = (—2,—-2,4). La
famille (u,v,w) étant une famille de trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3,
il suffit de prouver qu’'elle est génératrice pour qu'il s’agisse d’une base de R3 (la liberté est
plus facile & prouver mais moins utile pour la suite de Iexercice). Soit donc ¢t = (x,y, z) un
vecteur de R3, cherchons trois réels a, b et ¢ tels que t = au + bv + cw, ce qui revient &

— b - 2 ==z
résoudre le systéme < a + 3b — 2¢c = y . L’opération 2L + L3 donne 4b = 2z + z,
6b + 4c = =z
donc b ! —i—l O déduit 1b 3,1 i 3b+2 3T+
ncb=—-x+-2. Onen itec=—=b—=-x=—-x—- isa=y— =— —z.
onc 5%+ 7% en déduit ¢ 5057 ¥ gopuisa=y c TH+y—=z

Le systéme ayant toujours une (unique) solution, notre famille est bien une base de R3.

6. Il suffit dans les calculs précédents de fixer les valeurs de x, y et z égales & 1 en annulant les
1 3
deux autres coordonnées, pour trouver (1,0,0) = (—3, =, —> , (0,1,0) = (1,0,0)5 (ce qui
2" 4)4 L
n’est pas une surprise, c’est effectivement le vecteur v), et enfin (0,0,1) = (—1, T _8> .
B
Ces calculs n’ont absolument aucun intérét.

7. On constate assez facilement que f(w) = 0 (en effet, w est proportionnel au vecteur (1, —1, —2)),
dont on déduit f3(u) = f?(v) = f(w) = 0, puis f3(v) = f(0) = 0 et enfin f3(w) = f2(0) = 0.
Finalement, I’application f s’annule sur trois vecteurs formant une base de R3, il s’agit né-
cessairement de I'application nulle.

8. On peut composer : g% = (f + 3id)? = f2+ 6f + 9id, puis ¢> = (f +3id)3 = 3 +9f% +
27f +27id = 9f2 + 27f + 27id puisque f3 = 0. Les calculs s’effectuent en développant tout
simplement comme un produit puisque la composition est distributive par rapport a ’addition
(et qu'ici f et id commutent évidemment). Plus généralement, on peut donc appliquer la

-1
n(n )3n72f2 (les

formule du bindéme de Newton : ¢" = (f + 3id)" = 3"id+n3" "1 f + 5

termes suivant étant tous nuls).
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9. Le «sans aucun calcul » est un peu exagéré : avec un tout petit peu d’astuce, g3 = 9f2+27f+
27id = 9(f2+6f+9id)—27f—54id = 99> —27(f +2id) = 99> —27(g—id) = 99> —27g+27 id.

1 1
On a donc g% —9¢% +27g = —27d, soit go (—27g2 + gg — id) = id, ce qui prouve d’un seul

coup que g est un automorphisme et que g~ = 57 g>+ 3 g—1d (on ne cherchera bien sir pas

a étre plus explicites). La formule correspond exactement a celle de la question précédente,
et se généralise facilement & tous les entiers k négatifs.

Probléme (***)

I. Une somme directe intéressante.

2 1 \? 4 4 1
1. Comme f et id commutent, on peut calculer p? = <3f+ 3id> = §f2 + §f + +§z’d =

2 4 1 2 1
—(f+id)+ =f+ =id = - f + = id = p. L’application p est donc un projecteur.
9 9 9 3 3

2. Puisque p est un projecteur, son image est constituée des vecteurs x vérifiant p(x) = z, c’est-

2
a-dire 3 flx)+ 3T=7 On en déduit trés facilement que la condition est équivalente & avoir
f(z) =
3. Pour tout vecteur x, on peut écrire p(z) + ¢(x) = x. En effet, si on écrit  sous la forme
x = 11+ X9, avec x1 € ker(p) et x9 € Im(p), alors p(x) = z2 et ¢(x) = x1, donc p(x) +q(x) =

T1+x2 = x. Autrement dit, ¢ = id —p. Comme par ailleurs p = §f+§ td implique id = 3p—2f,
on en déduit que ¢ =3p —2f —p = 2p — 2f.

4. On sait que, p étant un projecteur, E = ker(p) @ Im(p). On a vu a la question 2 que Im(p) =
{z | f(x) = x} = ker(f — id). Par ailleurs, ker(p) = Im(g). Comme ¢ est un projecteur,

() = {2 ] 4(e) = 2} = {& | 2(2) — 2/(2) = 2}. Or, 20(a) — 2/ (2) = 3 (&) + 50— 2/ (2)

2 1 1
donc 2p(z) — 2f(x) =z & —gf(:v) = 3, ou encore flz) = —5% Autrement dit, Im(q) =

1
ker < f+ 3 id), ce qui donne bien 1’égalité souhaitée.

II. Expression des puissances de f.

1. Tentons une démonstration par récurrence. Au rang 0, f° = id et p + ¢ = id (résultat
utilisé plus haut), donc la relation est vraie. Supposons-la vérifiée au rang n, alors f*+ =

Foft=fop+(=3) fou Onfop= 24 3f = L 4id)+3f = 57+ yid=p

2
et fogq= fo(2p—2f) =2p—2f% =2p— f—id. En utilisant id = 3p — 2f, on trouve
1
fogq=—p+ [ = —5(2]) —2f) = —54-en reportant ces deux égalités dans notre calcul
n+1
précédent, on trouve f"tt = p + 5 ¢, ce qui est bien la formule attendue au rang

n + 1. Par principe de récurrence, elle est donc valable pour tout entier n.

1 1
2. Reprenons la relation initiale f2 = §(f +1d). On peut I'écrire sous la forme fo <f ~3 id> =

1
3 id, ou encore f o (2f — id) = id. L’application f est donc bijective, de réciproque f~! =
2f —id.
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1\ !
3. La relation nous donnerait f~! = p + (—) gq=p—2q.Or,p—29=p—22p—2f) =

2
4f — 3p = 4f — 2f —id = 2f — id. La relation reste donc valable pour n = —1. Pour
regarder ce qui se passe pour un n négatif quelconque, on peut refaire une récurrence. On
vient de vérifier que, pour n = —1, la formule était vraie. Supposons-1a au rang —n (si ga

vous choque vraiment de faire une récurrence sur des entiers négatifs, vous appelez @, la
propriété f~" = p 4 (—2)"q), et calculons f™" 1 = f~lo f" = (2f —id) o (p+ (=2)"q) =
2fop+(=2)"(2foq) — p— (—2)" 0 q. En utilisant les relations fop=pet foqg= —3¢ on
trouve f"1 =2p — (—2)"q¢ —p— (—2)"q = p+ (—2)"*'q, ce qui prouve la propriété au rang
n + 1. Celle-ci reste donc valable pour tous les entiers relatifs.

On pouvait aussi, alternativement, prouver que la formule donnait bien pour —n la ré-

1 n
ciproque de f™, autrement dit que <p+ (—2) q> o(p+ (=2)"q) = id. En effet, cette

n

1
expression se développe en p? + (—2")p o q + <—2> gop+q.Or,pog=po(2p—2f) =

2 1 2 2 4 2 2 1
gop =0 (tout celd commute puisqu’on peut tout exprimer en fonction de f et de id). Il ne
reste donc de notre calcul que p + ¢, qui est bien égal a 'identité.

(f +id). De méme,

III. Un exemple concret.

3 3 1 3 3
1. Calculons donc f o f(z,y,2) = <4x—2y—2z— §x+§y—|—§z—3x—|—y+2z,3x— ¥~ 5%

9 9 3 3 1 3 3 1
—4x+4y+4z—2x+2y+z,6x—3y—3z—2:c+2y+22—6a:+2y+4z>
1 1 1 3 5

=|—52+zy+ 52—+~ +71 3 -I—-i-fl +73 i d bi ‘71( ( )+
x z T z T z |, ce qui correspond bien & —(f(x,y, 2
2 2y 2 Y y ) 2 2y 2 Y q p 2 7y7

(x,y,2)) (calcul passionnant).

2. Appartenir a ker(f — id) est équivalent a vérifier 'équation f(x) = x, ce qui nous méne

—2r + y 4+ z = =z
au systéme —%x + %y + %z = gy . Quitte & multiplier la deuxiéme équation par
-3z + y + 2z = z

deux, les trois équations se raménent & —3z + y + z = 0, soit z = 3x — y. Autrement dit,

ker(f —id) = {(x,y,3z — y) | (z,y) € R?} = Vect((1,0,3),(0,1,—1)).

2z + y + =z —%x
De méme, le deuxiéme noyau se calcule en résolvant —%a: + %y + %z = —%y
—3r + y + 22 = —3z

-3z + 2y + 2=z
Multiplions partout par 2 et passons tout a gauche pour obtenir ¢ —3z + 4y + =z
—6x + 2y + Hz =
La différence des deux premiéres équations donne 2y — z = 0, et 2Ly — L3 donne 2y — z =0
aussi. Sans surprise, le systéme n’est donc pas de Cramer, on peut exprimer z = 2y, puis

0
0 .
0

1
3x = 2y + 2z = 6y, donc z = 2y. Finalement, ker (f—i— 2id> = {(2y,y,2y) | y € R} =
Vect((2,1,2)).

3. Si on tient vraiment & donner les expression analytiques,

2 2 4 1 2 5
p(xvyVZ) = —$+*y+*z, —x+*y+*z, _2x+*y+7z ) et Q(l‘,y,Z) = (m,y,z) -

3773 3773 3773
2 2 11 2 2
=(2z—Sy—Zz0—cy—-z20—y—2z).
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d’écrire la matrice A = (

f"(m,y,z):A ( Yy )

—1— (3!
—1+ ()"
2 (=3
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