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Exerie 1

On ommene par e�etuer un hangement de variable en posant Z =
z + 1

z − 1
. L'équation devient

alors Z3+
1

Z3
= 0, e qui implique Z6 = −1. Les raines sixièmes de −1 sont les nombres de la forme

Zk = ei
π
6
+

2kπ
6 = ei

(2k+1)π
6

(ave k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}), puisque −1 = eiπ admet pour raine sixième

primitive ei
π
6
. Il reste à remonter jusqu'au alul de z. L'équation Z =

z + 1

z − 1
donne Zz−Z = z+1,

don Z + 1 = Zz − z, soit z =
Z + 1

Z − 1
. Or, si Z = eiθ, une fatorisation par l'angle moitié (ou plut�t

deux) donne z =
ei

θ
2 (ei

θ
2 + e−i θ

2 )

ei
θ
2 (ei

θ
2 − e−i θ

2 )
=

2 cos(θ
2
)

2i sin(θ
2
)
= − i

tan(θ
2
)
. En reprenant des notations ohérentes

ave les préédentes, il faut ommener par aluler z0 = − i

tan( π
12
)
. Pour retrouver rapidement

ette tangente pas totalement remarquable, on érit par exemple

π

12
=

π

3
− π

4
, puis on applique

une formule d'addition : tan
( π

12

)

=
tan(π

3
)− tan(π

4
)

1 + tan(π
3
) tan(π

4
)
=

√
3− 1

1 +
√
3
=

(
√
3− 1)2

3− 1
= 2 −

√
3. On en

déduit que z0 = − i

2−
√
3
=

−i(2 +
√
3)

4− 3
= −i(2 +

√
3). Ensuite, z1 = − i

tan(π
4
)
= −i, puis z2 =

− i

tan(5π
12
)
= − i

tan(π
2
− π

12

= −i tan
( π

12

)

= i(
√
3 − 2). Les trois dernières valeurs sont simplement

les opposées des trois premières : z4 = i(2−
√
3), z5 = i et z6 = i(2 +

√
3).

Exerie 2

1. Il faut faire une réurrene. Au rang initial, S0 = u0 = ±1 ∈ Z, et si on suppose que Sn ∈ Z,

alors Sn+1 = Sn + un+1 est la somme de deux entiers relatifs, don reste un entier relatif.

2. Si on se ontente de prendre la suite onstante égale à 1, la suite (Sn) ne prendra jamais la

valeur 0. Il faut don par exemple poser u0 = −1 puis ∀n > 1, un = 1. On aura alors S0 = −1
et ∀n > 1, Sn+1 = Sn + 1, don (Sn) sera une suite arithmétique de raison 1 et d'expression

expliite Sn = n− 1, qui prend bien exatement une fois haque valeur entière naturelle. La

suite (un) n'est pas unique, on aurait aussi pu prendre u0 = u1 = −1 puis ∀n > 2, un = 1 (la

suite Sn va alors � desendre jusqu'à −2 � avant de remonter et de passer par tous les entiers

naturels). Il est en fait assez faile de voir qu'il existe une in�nité de suites onvenables.

3. On peut onstruire (un) de la façon suivante : un terme initial égal à 1 (pour avoir S0 = 1),
puis deux termes onséutifs égaux à −1 (pour que Sn desende jusqu'à la valeur −1), puis
trois termes onséutifs égaux à 1 pour remonter jusqu'à 2, quatre termes égaux à −1 pour

redesendre jusqu'à −2 et ainsi de suite. C'est en fait assez pénible de faire une démonstration

rigoureuse du fait que ette suite onvient.
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On ne peut pas obtenir exatement une fois haque valeur entière. En e�et, si 'était le as,

la suite (Sn) serait néessairement onstante à partir du rang 1 : s'il existe un entier n > 1
tel que un = 1 et un+1 = −1 (ou le ontraire), alors Sn+1 = Sn−1, e qui ontredit le fait que

(Sn) prend exatement une fois haque valeur. Or, il n'y a que quatre suites (un) onstantes
à partir du rang 1 (on hoisit la valeur de u0 puis le signe de un pour tous les termes à

partir de l'indie 1), qui donnent toutes des suites arithmétiques d'expressions un = −1 + n,

un = −1 − n, un = 1 + n et un = 1 − n. Elles sont soit majorées, soit minorées par leur

premier terme, et ne prennent pas toutes les valeurs entières.

4. � On voit bien que � les termes d'indie pair de (Sn) seront égaux à 1, et les termes d'indie

impair égaux à 0. Une formule unique pour dérire ela est par exemple Sn =
1 + (−1)n

2
. On

prouve la onstatation intuitive par réurrene. Pour n = 0, S0 = 1 et
1 + (−1)0

2
=

1 + 1

2
= 1,

ça marhe. Supposons ensuite que, pour un ertain entier n, Sn =
1 + (−1)n

2
, alors Sn+1 =

Sn + un+1 =
1 + (−1)n

2
+ (−1)n+1 =

1− (−1)n+1

2
+ (−1)n+1 =

1 + (−1)n+1

2
, e qui prouve

l'hérédité de notre réurrene. Bien sûr, la suite (Sn) a don deux valeurs in�niment répétées :

0 et 1 (elle ne prend d'ailleurs auune autre valeur que es deux-là).

5. C'est enore une fois assez faile à dérire intuitivement : n premiers termes égaux à 1 (pour

monter jusqu'à Sn−1 = n), puis n termes suivants égaux à −1 (on aura S2n−1 = 0), les
n d'après égaux à 1 et ainsi de suite. Si on veut être préis, on hoisira don up = 1 si

p est un entier véri�ant p ∈ {kn, kn + 1, . . . , (k + 1)n − 1}, ave k pair, et up = −1 si

p ∈ {kn, kn + 1, . . . , (k + 1)n− 1}, ave k impair. Autrement dit, up = (−1)⌊
p

n
⌋
onvient.

6. Supposons par l'absurde que e soit le as, et que (Sn) admette par exemple 0 omme unique

valeur in�niment répétée (le raisonnement est identique si on remplae 0 par un autre entier).

L'ensemble A = {n ∈ N | Sn = 0} est don in�ni. L'ensemble B = {n+1 | n ∈ A} est don lui

aussi in�ni. Or, pour tout entier n appartenant à B, on aura Sn = ±1 puisque Sn = Sn−1+un,

ave par hypothèse Sn−1 = 0 et un = ±1. On a don une in�nité de valeurs de la suite (Sn)
qui sont égales à ±1. C'est impossible si ni 1 ni −1 ne sont des valeurs in�niment répétées de

la suite, e qui prouve l'absurdité de notre hypothèse.

7. (a) L'ensemble dont on herhe le minimum est un sous-ensemble de N minorée par p (par

dé�nition) et non vide ar il ontient au moins l'entier q (puisqu'on a fait l'hypothèse

Sq = b > Sp = a, qui est la seule à véri�er pour avoir q dans notre ensemble), il admet

don un minimum.

(b) La dé�nition de n1 impose Sn1 > c. Supposons par l'absurde que Sn1 > c, alors Sn1 > a,

don n1 6= p. Comme n1 > p, ela implique que n1 − 1 > p. De plus, Sn1−1 = Sn1 ± 1 est

lui-même supérieur ou égal à c si Sn1 est un entier stritement supérieur à c. Comme par

ailleurs les entiers suivants (n1, . . ., q) véri�ent Si > c à ause de l'hypothèse faite sur n1,

on se rend alors ompte que n1 − 1 véri�e lui aussi l'hypothèse de dé�nition du minimum

n − 1. Autrement dit, on a un entier stritement inférieur à notre minimum dans notre

ensemble, 'est absurde. On a don bien Sn1 = c.

() C'est évident, p 6 n1 par dé�nition, et on a déjà dit que q appartenait à l'ensemble minoré

par n1. On a démontré une sorte d'équivalent du théorème des valeurs intermédiaires :

pour passer de Sp = a à Sq = b, la suite (Sn) doit néessairement prendre au moins une

fois haque valeur entière omprise entre a et b.

(d) Si a = b le résultat est trivial. Et si a > b, on peut faire exatement le même raisonnement

en hangeant le sens de toutes les inégalités. Le résultat est don toujours vrai.

8. Supposons par l'absurde que la valeur c n'est pas une valeur in�niment répétée. Autrement

dit l'ensemble des valeurs de la suite (Sn) égales à c est �ni, et admet don un maximum n0.

La valeur a étant quant à elle in�niment répétée, ∃n1 > n0, Sn1 = a. De même, ∃n2 > n0,
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Sn2 = b. D'après la question préédente, il existe alors un entier ompris entre n1 et n2 (et

don stritement supérieur à n0) pour lequel Sn = c, e qui ontredit l'hypothèse faite sur n0.

La valeur c est don aussi in�niment répétée.

9. Soit k ∈ Z, par dé�nition de la limite, si (Sn) tend vers +∞, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, Sn > k. Il

existe don au maximum n0 valeurs pour lesquelles on peut avoir Sn = k, e qui prouve que

k ne peut pas être une valeur in�niment répétée de (Sn). La suite n'admet don dans e as

auune valeur in�niment répétée.

10. Si (|Sn|) ne tend pas vers +∞, alors il existe un entier k pour lequel on ne peut pas trouver

d'entier n0 à partir duquel |Sn| est toujours stritement supérieur à k. Autrement dit, pour

et entier k, il existe néessairement une in�nité de valeurs de n véri�ant |Sn| 6 k, don Sn ∈
{−k, . . . , k}. Si on note, pour un entier i, Ai = {n ∈ N | Sn = i}, alors A−k ∪A−k+1∪· · · ∪Ak

est un ensemble in�ni. Comme une union �ni d'ensembles �nis est �nie, ela implique qu'au

moins un des ensembles Ai est in�ni, e qui revient exatement à dire qu'il existe un entier i

qui est une valeur in�niment répétée de la suite (Sn).

11. On peut prendre un exemple très similaire à elui donné en question 3 : u0 = 1, u1 = −1,
u2 = u3 = 1, u4 = u5 = −1, puis trois termes égaux à 1, trois termes égaux à −1 et, pour

avoir des � vagues � de plus en plus hautes qui reviennent toujours jusqu'à 0 avant haque

nouvelle montée. Chaque � vague � étant de longueur �nie (2n pour la vague qui part de 0,
monte jusqu'à n puis redesend à 0), il y a une in�nité de vagues et 0 est don une valeur

in�niment répétée de (Sn) puisque 0 est atteint à haque vague. Par ailleurs, si k > 0, l'entier
k est atteint une première fois lors de la vague numéro k, puis sera à nouveau atteint deux fois

lors de haune des vagues suivantes (une fois en montant, une fois en desendant). Il s'agit

don d'une valeur in�niment répétée, e qui prouve bien que tout entier naturel est in�niment

répété pour (Sn). Bien sûr, auune valeur stritement négative ne peut être in�niment répétée

pour ette suite puisqu'elle ne prend que des valeurs positives.

12. Une telle suite admet en fait tous les entiers relatifs omme valeurs in�niment répétées. Sup-

posons une nouvelle fois par l'absurde que k est un entier qui n'est pas in�niment répété pour

une telle suite. Alors il existe un entier n0 pour lequel Sn0 = k (toute valeur est néessairement

atteinte au moins une fois par une telle suite en appliation du � théorème des valeurs inter-

médiaires � démontré plus haut puisqu'elle doit prendre des valeurs arbitrairement grandes

et arbitrairement négatives), mais Sn 6= k pour tout entier n > n0. Supposons par exemple

un0+1 = 1, don Sn0+1 = k+1 (l'autre as est similaire). Alors tout entier p < k ne sera plus

jamais atteint par la suite (Sn) après l'indie n0, toujours en vertu du théorème des valeurs

intermédiaires démontré plus haut (sinon, on devrait atteindre la valeur k après l'indie n0

pour passer de la valeur k + 1 à la valeur p). La suite (Sn) sera don minorée par k à partir

de l'entier n0, don minorée tout ourt (il n'y a qu'un nombre �ni de termes avant l'indie

n0), e qui ontredit les hypothèses faites.

Problème

A. Un exemple d'homographie omplexe.

1. On peut tout faire à la fois en herhant simplement l'expression de la réiproque. Si on pose

Z = f(z) =
iz + 1 + 2i

z − i
, alors Zz − iZ = iz + 1 + 2i, don z(Z − i) = iZ + 1 + 2i. Cette

équation admet une unique solution lorsque Z 6= i, donnée par z =
iZ + 1 + 2i

Z − i
= f(Z). Ce

alul prouve bien que f est bijetive de C\{i} vers lui-même, et aessoirement que f−1 = f .

2. En posant z = a+ ib, f(z) =
ia− b+ 1 + 2i

a+ ib− i
=

(1− b+ i(a+ 2))(a + i(1 − b))

(a2 + (b− 1)2

=
a(1− b) + (a+ 2)(b − 1) + i(a(a+ 2) + (1− b)2)

a2 + (b− 1)2
=

2b− 2 + i(a2 + 2a+ b2 − 2b+ 1)

a2 + (b− 1)2
.
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3. En reprenant le alul préédent, on veut que la partie imaginaire de f(z) soit nulle, et don
que a2+2a+ b2−2b+1 = 0. On reonnaît une équation de erle : (a+1)2−1+(b−1)2 = 0.
Il s'agit du erle de entre A(−1 + i) et de rayon 1 (privé du point d'a�xe i qui appartient

à e erle).

4. C'est enore plus simple, on doit ette fois-i avoir 2b− 2 = 0, don b = 1, e qui orrespond

à l'équation d'une droite � horizontale � dans le plan omplexe (à nouveau privée du point

d'a�xe i si on veut être rigoureux).

5. Cette fois-i, il vaut nettement mieux repartir de l'expression initiale de f : f(z) ∈ U si

∣

∣

∣

∣

iz + 1 + 2i

z − i

∣

∣

∣

∣

, don si |iz + 1 + 2i| = |z − i|. en posant maintenant z = a + ib (et en élevant

tout au arré pour ne pas traîner des raines arrées inutiles), on obtient l'équation équivalente

(1 − b)2 + (a + 2)2 = a2 + (b − 1)2, don a2 + 4a + 4 = a2. Finalement, il reste simplement

a = −1, l'ensemble reherhé est don ette fois-i une droite � vertiale �.

6. Le erle de la question 3 est en bleu, la droite de la question 4 en rouge et elle de la question

5 en vert :

0 1−1−2−3

0

1

2

3

−1

7. On résout don l'équation iz + 1 + 2i = z2 − iz, soit z2 − 2iz − 1 − 2i = 0. Cette équation

du seond degré a pour disriminant ∆ = −4 + 4 + 8i = 8i. Pas vraiment besoin d'utiliser la

méthode habituelle pour déterminer un nombre omplexe δ véri�ant δ2 = ∆, on peut, pour

une fois, proéder sous forme exponentielle : 8i = 8ei
π
2
, on peut don hoisir δ =

√
8ei

π
4 =

2
√
2

(

1√
2
+

1√
2
i

)

= 2+2i. On en déduit les deux points �xes de f : z1 =
2i+ 2 + 2i

2
= 1+2i,

et z2 =
2i− 2− 2i

2
= −1. On notera don α = −1 et β = 1 + 2i.

8. Calulons don

f(z)− 1− 2i

f(z) + 1
=

iz+1+2i
z−i

− 1− 2i
iz+1+2i

z−i
+ 1

=
iz + 1 + 2i− (z − i)(1 + 2i)

iz + 1 + 2i+ z − i

=
−z(1 + i)− 1 + 3i

z(1 + i) + 1 + i
= −

z +
1− 3i

1 + i
z + 1

en fatorisant en haut et en bas par 1+ i. Or,

1− 3i

1 + i
=

(1− 3i)(1 − i)

2
=

−2− 4i

2
= −β, don on retrouve bien

f(z)− β

f(z)− α
= −z − β

z − α
=

z − β

α− z
.
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9. On pose z = a+ib et on élève tout au arré : |a+ib−1−2i|2 = 4|a+ib+1|2 ⇔ (a−1)2+(b−2)2 =
4(a+1)2+4b2 ⇔ a2−2a+1+ b2−4b+4 = 4a2+8a+4+4b2 ⇔ 3a2+10a+3b2+4b−1 = 0.

On divise tout par trois pour reonnaître l'équation de erle : a2 +
10

3
a+ b2 +

4

3
b− 1

3
= 0,

don

(

a+
5

3

)2

− 25

9
+

(

b+
2

3

)2

− 4

9
− 1

3
= 0, soit enore

(

a+
5

3

)2

+

(

b+
2

3

)2

=

(

4
√
2

3

)2

.

Il s'agit du erle de entre B

(

−5

3
− 2

3
i

)

et de rayon

4
√
2

3
.

10. Il faut au maximum éviter les aluls ompliqués, en exploitant le résultat de la question 8.

On a supposé |z − β| = 2|z −α|, don |f(z)− β|
|f(z)− α| =

|z − β|
|z − α| = 2. Autrement dit, |f(z)− β| =

2|f(z)−α|, e qui prouve que f(z) appartient au erle qu'on vient de déterminer à la question

préédente ! Réiproquement, si z est l'a�xe d'un point du erle, alors f(z) (qui appartient
au erle omme on vient de le voir) est aussi un antéédent par f de z puisque f−1 = f ,

don tout point du erle est bien image par f d'un point du erle. Autrement dit, notre

erle a pour image lui-même par f .

B. Suites homographiques réelles à unique point �xe.

1. L'équation f(x) = x est équivalente à ax+ b = cx2 + dx don cx2 + (d− a)x− b = 0. Cette
question est don omplètement triviale.

2. D'après la question 1, on aura don f(β) = β. Si on impose u0 = β, alors u1 = f(β) = β et

ainsi de suite, la suite est onstante égale à β (réurrene triviale).

3. On sait déjà que β est un antéédent de β par f . Or, 'est le seul : l'équation f(x) = β est

équivalente à l'équation du premier degré ax+ b = cβx+ dβ, soit (a− cβ)x = dβ − b. Cette

équation aura une solution unique, sauf éventuellement si a − cβ = d − b = 0. Or, β étant

raine double du polyn�me P , on peut a�rmer que β =
a− d

2c
, don a − cβ =

a+ d

2
. Pour

avoir a−cβ = d−b = 0, il faudrait don d = −a et dβ = b, don −aβ = b, soit −a×−2d

2c
= b,

e qui implique ad = bc. Or, ette possibilité est justement exlue dans l'énoné !

Une fois qu'on sait que β n'a qu'un seul antéédent par f , on a don, ∀n ∈ N, un+1 = β ⇒
un = β, don par ontraposée un 6= β ⇒ un+1 6= β. Une réurrene triviale su�t alors à

onlure.

4. Attention, alul bien mohe en perspetive. Le but est de prouver que vn+1−vn est onstant

(égal à r). On alule don

1

un+1 − β
− 1

un − β
=

un − un+1

(un+1 − β)(un − β)
. On va aluler séparé-

ment numérateur et dénominateur. Commençons par le numérateur : N = un − un+1 = un −
aun + b

cun + d
=

cu2n + (d− a)un − b

cun + d
. Au numérateur deN , ave les notations de l'énoné, on reon-

naît P (un) qui est par hypothèse égal à c(un − β)2. On en déduit don que N =
c(un − β)2

cun + d
.

On passe au dénominateur, ou plut�t diretement à son inverse :

1

(un+1 − β)(un − β)
=

1

(f(un)− f(β))(un − β)
. Or,

1

f(un)− f(β)
=

1
aun+b
cun+d

− aβ+b
cβ+d

=
(cun + d)(cβ + d)

(aun + b)(cβ + d)− (cun + d)(aβ + d)
=

(cun + d)(cβ + d)

un(ad− bc) + β(bc− ad)
=

(cun + d)(cβ + d)

(ad− bc)(un − β)
.

On reolle les moreaux : vn+1−vn =
c(un − β)2

cun + d
× (cun + d)(cβ + d)

(ad− bc)(un − β)× (un − β)
=

c(cβ + d)

ad− bc
=

r. On a bien prouvé que la suite auxiliaire (vn) était arithmétique de raison r.
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5. Puisque v0 =
1

u0 − β
=

1

α− β
, on se ontentera d'érire que vn = v0 + nr =

1

α− β
+ nr =

1 + nr(α− β)

α− β
. On en déduit que un = β +

1

vn
= β +

α− β

1 + nr(α− β)
.

6. Le dénominateur de la fration préédente ayant toujours une limite in�nie quand α 6= β. On

ne peut pas avoir r = 0 sinon on aurait cβ+d = 0, don aβ+b = 0 puisque aβ+n = β(cβ+d),

et don β = −d

c
= − b

a
, d'où

d

c
=

b

a
don ad − bc = 0, e qui est exlu par hypothèse. La

suite (un) a don une limite égale à β, indépendamment de la valeur de α.

C. Quelques généralités sur les homographies omplexes.

1. En admettant que les onstantes vont être � négligeables � par rapport aux termes en z qui

vont � tendre vers l'in�ni �, il est logique de poser f(∞) =
a

c
, du moins quand a et c sont non

nuls. Si a et c sont nuls tous les deux, la fontion f est onstante, as qui aurait être exlu

par l'énoné. Si a = 0 mais c 6= 0, on aura logiquement f(∞) = 0, e qu'on peut inlure dans

le as préédent. En�n, si c = 0 ave a 6= 0, on aura f(∞) = ∞.

2. On va séparer, omme à la question préédente, deux ou même plut�t trois as di�érents :

• si a et c sont tous les deux non nuls, on fait un alul similaire à elui de la toute première

question du problème : si Z =
az + b

cz + d
, alors cZz+ dZ = az + b, don z(cZ − a) = b− dZ.

Tout nombre omplexe autre que Z =
a

c
admet don un unique antéédent par f , égal

à f−1(Z) =
b− dZ

cZ − a
, e qui est bien l'expression d'une homographie. De plus, omme on

a posé f(∞) =
a

c
, on aura f−1

(a

c

)

= ∞, e qui tombe bien puisque

a

c
était justement

le seul omplexe n'ayant pas enore d'image par f−1
. En�n, on omplète en imposant

f−1(∞) = −d

c
, e qui est ohérent à la fois ave l'expression obtenue pour l'homographie

f−1
et les règles dé�nies à la question préédente, et surtout ave le fait que −d

c
était le

seul élément de C à ne pas enore avoir d'image par f−1
en tant que valeur interdite de

f . On a don bien réé une bijetion de C vers lui-même.

• si a = 0 et c 6= 0, on a f(z) = Z =
b

cz + d
, ave f(∞) = 0, et f

(

−d

c

)

= ∞. On trouve

alors z =
1

c

(

b

Z
− d

)

=
b− dZ

cZ
, expression valable pour tout nombre omplexe non nul.

Enore une fois, on omplète de façon ohérente en posant f−1(0) = ∞ et f−1(∞) = −d

c
,

e qui donne bien une appliation bijetive dont la réiproque reste une homographie.

• dernier as, si a 6= 0 mais c = 0, on a don f(z) = Z = az + b (quitte à renommer a et b,

on peut imposer d = 1), ave f(∞) = ∞ et exeptionnellement auune valeur interdite.

Dans e as, f−1(Z) =
1

a
Z − b

a
, qui est une homographie sans valeur interdite véri�ant

f−1(∞) = ∞, don tout olle une fois de plus.

3. Un alul bête et méhant : si f(z) =
az + b

cz + d
et g(z) =

αz + β

γz + δ
, alors g◦f(z) =

α× az+b
cz+d

+ β

γ × az+b
cz+d

+ δ
=

(αa + βc)z + αb+ βd

(γa+ δc)z + γb+ δd
, qui est bien l'expression d'une homographie. On a don prouvé que

l'ensemble des homographies est un sous-ensemble de l'ensemble des bijetions de C dans

lui-même qui est stable par omposition et par passage à la réiproque. C'est un sous-groupe

(même pas besoin de véri�er la présene du neutre dans le sous-ensemble mais l'appliation

identité est bel et bien une homographie, obtenue pour a = 1 et b = c = d = 0).
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4. Là enore, il y a quelques as à distinguer :

• si auun des trois éléments u, v et w ne sont in�nis, on a don les onditions (ave les

notations habituelles) u = f(∞) =
a

c
, v = f(0) =

b

d
et w = f(1) =

a+ b

c+ d
. Remarquons

tout de suite que d est non nul et qu'on peut lui imposer la valeur 1. En e�et, si on

multiplie haun des quatre oe�ients a, b, c et d par une même onstante, on dé�nira en

fait exatement la même homographie, e qui permet d'en normaliser un. Une fois imposé

d = 1, on a don b = v, puis w =
a+ v

c+ 1
, soit a + v = cw + c, ave la ondition restante

a = cu. On remplae : cu+ v = cw+ c, don c =
v

w + 1− u
, e qui impose à son tour une

valeur unique pour a. L'homographie est don bien unique (et existe).

• si u = ∞, on veut don f(∞) = ∞, e qui impose c = 0. Restent les onditions v =
b

d
, où

on impose omme tout à l'heure d = 1 don b = v, et w = a+ v qui donne a = w − v.

• si v = ∞, on a f(0) = ∞, don d = 0. Cette fois, on va imposer c = 1 (il ne peut pas être

nul), et on a les deux autres onditions u = a (puisque c = 1) qui impose la valeur de a,

puis w = a+ b, don b = w − a = w − u.

• en�n, si w = ∞, on doit avoir c+ d = 0, don d = −c. On impose alors c = 1 et d = −1,
et on a les onditions restantes u = a et v = −b qui permettent de onlure trivialement.

5. Il y avait en fait une erreur dans l'énoné dans la dé�nition du birapport : pour que la formule

de la question a fontionne, il faut dé�nir le birapport omme l'image par z de l'homographie

véri�ant f(u, v, w) = Ω (don f est la réiproque de e qui est érit dans l'énoné).

(a) Ave la bonne dé�nition, on herhe don f(z) =
az + b

cz + d
véri�ant f(u) = ∞, f(v) = 0 et

f(w) = 1. La ondition f(v) = 0 impose av + b = 0, permet de � transformer � az + b

(le numérateur du alul de f(z)) en az + b− (av + b) = a(z − v). De même, la ondition

f(u) = ∞ impose cu + d = 0, don cz + d = cz + d − (cu + d) = c(z − u). Ces deux

aluls permettent d'a�rmer que f(z) =
a

c
× z − v

z − u
. Or, on a une dernière information à

disposition : f(w) = 1, don
aw + b

cw + d
= 1, ou enore (ave la même astue que pour z),

a

c
× w − v

w − u
= 1, don

a

c
=

w − u

w − v
. Il ne reste plus qu'à remplaer dans l'expression de f(z)

pour obtenir l'expression du birapport demandée dans l'énoné.

(b) Il y a a priori 4! = 24 permutations possibles des quatre variables mais heureusement,

ertaines donnent le même quotient. Par exemple, si on éhange à la fois les valeurs de u

et v, et elles de w et z, on retombe sur la même expression :

z−v
z−u
w−v
w−u

= [u, v, w, z]. Si on est

assez masohiste pour tester toutes les possibilités, on doit obtenir six valeurs di�érentes

possibles :

• le birapport reste aussi inhangé si on fait les éhanges u ↔ w et v ↔ z, ou si on fait

les éhanges u ↔ z et v ↔ w.

• le birapport est transformé en son inverse si on fait simplement l'éhange w ↔ z (ainsi

que trois autres possibilités de permutation, je ne vais pas les donner toutes à haque

fois).

• le birapport r (je lui donne un nom, e sera plus faile) est hangé en 1 − r si on fait

l'éhange v ↔ w. En e�et,

w − u

w − v
×z − v

z − u
+
v − u

v − w
×z − w

z − u
=

(w − u)(z − v)− (v − u)(z − w)

(w − v)(z − u)

=
wz − uz − vw + uv − vz + vw + uz − uw

wz − vz − uw + uv
= 1 ('est merveilleux, non ?).

• le birapport r est transformé en

1

1− r
si on ompose les deux as préédents, don en

remplaçant z par v, w par z et v par w.
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• le birapport r est transformé en

r − 1

r
= 1− 1

r
en omposant les deux mêmes as, mais

dans l'autre sens, don en remplaçant v par z, z par w et w par v.

• en�n, le birapport r est transformé en

r

r − 1
si on ompose le as préédent par le

deuxième, par exemple en éhangeant simplement v et z.

Il est assez logique que ça s'arrête là, puisque les six formules obtenues forment bel et bien

un groupe pour la omposition (ça doit vous rappeler un bel exerie de la feuille sur les

groupes).

() On peut démontrer e résultat de façon subtile, mais on peut aussi faire un alul très

bourrin, e qui me semble une façon raisonnable de terminer e orrigé : si g est l'homogra-

phie dé�nie par l'équation g(z) =
az + b

cz + d
, alors [g(u), g(v), g(w), g(z)] =

aw+b
cw+d

− au+b
cu+d

aw+b
cw+d

− av+b
cv+d

×
az+b
cz+d

− av+b
cv+d

az+b
cz+d

− au+b
cu+d

. Le produit des dénominateurs en haut et en bas étant identique, on peut

simplement tout même brutalement au même dénominateur pour obtenir

((aw + b)(cu+ d)− (au+ b)(cw + d))× ((az + b)(cv + d)− (av + b)(cz + d))

((aw + b)(cv + d)− (av + b)(cw + d)) × ((az + b)(cu+ d)− (au+ b)(cz + d))

=
((bd− ad)u+ (ad− bc)w) × ((ad− bc)z + (bc− ad)v)

((ad− bc)w + (bc− ad)v)× ((ad− bc)z + (bc− ad)u)
. Mirale, on peut tout simpli�er

joyeusement par ad − bc pour retomber sur

w − u

w − v
× z − v

z − u
, 'est-à-dire exatement l'ex-

pression de [u, v, w, z]. Bon, les plus pointilleux feront remarquer à juste titre que le alul

devrait être adapté si l'une des valeurs intervenant dedans est in�nie. C'est tout à fait

exat, les détails en sont laissés au leteur (sinon, on peut invoquer des arguments de

ontinuité pour éviter les as partiuliers, mais omme on n'a pas enore évoqué e genre

de hose sur des fontions omplexes, enore moins ave un point à l'in�ni, on va éviter).
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