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Exerie 1

1. Commençons par poser x = y = 0. L'équation donne alors f(0) = 0 × f(0) + 0× f(0), don
f(0) = 0. Posons ensuite x = y = 1 pour obtenir f(1) = f(1) + f(1), don f(1) = 2f(1),
e qui impose évidemment f(1) = 0. En�n, posons x = y = −1, e qui donne ette fois-

i f(1) = −f(−1) − f(−1), don 2f(−1) = f(1) = 0, puis f(−1) = 0. Les trois valeurs

demandées sont don néessairement nulles.

2. Gardons x quelonque dans l'équation fontionnelle et posons y = −1 : f(−x) = xf(−1) −
f(x). Puisqu'on a déjà prouvé que f(−1) = 0, on en déduit f(−x) = −f(x), et f est don

impaire.

3. Puisque f est supposée dérivable sur R
∗
, on peut �xer x > 0 et dériver par rapport à y

l'équation fontionnelle, pour obtenir xf ′(xy) = xf ′(y) + f(x). On pose alors y = 1, et on
trouve xf ′(x)−f(x) = xf ′(1), équation valable sur tout l'intervalle ]0,+∞[. On pose k = f ′(1)
(valeur qu'on ne onnaît pas pour l'instant) et on a la forme demandée par l'énoné.

4. On est en présene d'une équation linéaire de premier ordre. Les solutions de l'équation

homogène normalisée assoiée y′ − 1

x
y = 0 sont les fontions de la forme yh : x 7→ Keln(x) =

Kx, ave K ∈ R (la onstante K n'a rien à voir ave le k = f ′(1) dé�ni juste avant). Reste à

trouver une solution partiulière de l'équation normalisée y′ − 1

x
y = k, qu'on va herher par

variation de la onstante sous la forme yp(x) = xK(x). On aura alors y′p(x) = K(x)+xK ′(x),

don yp est solution si K(x)+xK ′(x)− 1

x
×xK(x) = k, soit xK ′(x) = k, don K ′(x) =

k

x
. On

peut hoisir K(x) = k ln(x), don yp(x) = kx ln(x). Les solutions de l'équation di�érentielle

sont don les fontions y : x 7→ kx ln(x) +Kx, ave k et K qui sont deux onstantes réelles a

priori indépendantes.

Revenons maintenant au problème posé : d'après les aluls préédents, on doit avoir f(x) =
kx ln(x) +Kx, ave k = f ′(1). Or, ave la formule imposée, on aura f ′(x) = k ln(x) + k+K,

don f ′(1) = k + K, e qui impose don K = 0 pour avoir k = f ′(1). Finalement, on

doit don avoir f(x) = kx ln(x), mais on n'est toujours pas sûrs que toutes les fontions

de ette forme soient solutions, puisqu'on a proédé par ondition néessaire (la dérivation

e�etuée en ours de route n'est pas une équivalene). Véri�ons don : si f(x) = kx ln(x), alors
∀(x, y) ∈]0,+∞[2, f(xy) = kxy ln(xy) = kxy ln(x)+kxy ln(y) = x×ky ln(y)+y×kx ln(x) =
xf(y)+yf(x), don f véri�e bien l'équation fontionnelle, du moins sur ]0,+∞[. Sur ]−∞, 0[,
on est obligés de respeter le fait que f est impaire, on impose don f(x) = kx ln(−x) quand
x < 0, et l'équation fontionnelle restera vérifée (même alul que i-dessus). En�n, on doit

avoir f(0) = 0, et là enore ça ne peut pas perturber la véri�ation de l'équation fontionnelle.

Finalement, toutes les fontions dé�nies sur R
∗
par f(x) = kx ln(|x|) et prolongées en 0 en

posant f(0) = 0 sont solutions de l'équation fontionnelle.

5. Si on impose f(e) = e, on doit avoir ke ln(e) = e, don k = 1. Il y a bien une unique

fontion solution, dé�nie par f(x) = x ln(|x|) si x 6= 0, et f(0) = 0. La fontion f est ontinue
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en 0 (par roissane omparée, lim
x→0

x ln(|x|) = 0). On a sans di�ulté lim
x→+∞

f(x) = +∞ et

lim
x→+∞

f(x) = −∞ (e qui est aussi on�rmé par la parité de f ). Sur ]0,+∞[, f est dérivable et

f ′(x) = ln(x)+ 1, don f est déroissante sur

]

0,
1

e

]

et déroissante sur

[

1

e
,+∞

[

, admettant

pour minimum f

(

1

e

)

= −1

e
. On omplète le tableau de variations par parité :

x −∞ −1
e

0 1
e

+∞

f

−∞

�✒
�

�

1
e ❍❍❍❥0

❍❍❍❥−1
e

�✒
�

�

+∞

Avant de traer la ourbe, on peut signaler que f(−1) = f(1) = 0 :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

Exerie 2

1. Allons-y pour des aluls niveau Maths Sup (maternelle supérieure) : S0 = 1, S1 = 1− 1

3
=

2

3
,

S2 = 1 − 1

3
+

1

5
=

2

3
+

1

5
=

13

15
, et S3 = 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
=

13

15
− 1

7
=

76

105
. La suite n'est

évidemment pas monotone puisqu'on ajoute alternativement des termes positifs (pour obtenir

une valeur plus grande que la préédente) et négatifs (pour obtenir une valeur plus petite).

Si la suite onverge, 'est logiquement vers une valeur omprise entre deux termes suessifs

de la suite (on pourrait même le démontrer assez failement). Ave les aluls déjà e�etués,

la limite appartient don à l'intervalle

[

76

105
,
13

15

]

. Si on est plus paresseux (l'énoné a dit de
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ne pas être préis, après tout), elle est dans

[

2

3
, 1

]

.

2. Tout le monde sait, bien entendu, que tan′ =
1

cos2
= 1 + tan2. Ii, 'est plut�t la deuxième

version qui va nous être utile, puisque la fontion tan2 est don la dérivée de x 7→ tan(x)−x.

On en déduit I1 =

∫ π

4

0
tan2(x) dx = [tan(x)− x]

π

4

0 = tan
(π

4

)

− π

4
= 1− π

4
.

3. En e�et, I1 + I2 =

∫ π

4

0
tan2(x) + tan4(x) dx =

∫ π

4

0
(1 + tan2(x)) tan2(x) dx. On reonnaît

sous l'intégrale une forme u′u2 qui est la dérivée de

u3

3
, don I1 + I2 =

[

tan3(x)

3

]

π

4

0

=
1

3
. On

en déduit I2 =
1

3
−
(

1− π

4

)

=
π

4
− 2

3
.

4. C'est exatement le même prinipe que i-dessus : In+In+1 =

∫ π

4

0
tan2n(x)+tan2n+2(x) dx =

∫ π

4

0
(1 + tan2(x)) tan2n(x) dx =

[

tan2n+1(x)

2n+ 1

]

π

4

0

=
1

2n+ 1
.

5. Sur l'intervalle

[

0,
π

4

]

, on a 0 6 tan(x) 6 1, don 0 6 tan2n+2(x) 6 tan2n(x) (les puissanes

sont de plus en plus petites sur l'intervalle [0, 1]) puis en intégrant les inégalités 0 6 In+1 6 In.
La suite est don déroissante.

6. On a déjà signalé l'inégalité 0 6 In+1 i-dessus. De plus, d'après la déroissane de la suite,

2In+1 6 In+1 + In =
1

2n + 1
, don In+1 6

1

4n + 2
. On en déduit (en déalant la valeur de n)

que 0 6 In 6
1

4n− 2
. Une appliation direte du théorème des gendarmes prouve alors que

lim
n→+∞

In = 0.

7. Prouvons par réurrene la propriété Pn : Sn =
π

4
+ (−1)nIn+1. Pour n = 0,

π

4
+ (−1)0I1 =

π

4
+I1 = 1, e qui est bien la valeur de S1, don P0 est vraie. Supposons la formule vraie au rang

n, alors, en utilisant le fait que In+1 + In+2 =
1

2n + 3
, on peut érire Sn =

π

4
+ (−1)nIn+1 =

π

4
+(−1)n× 1

2n+ 3
−(−1)nIn+2, soit Sn+

(−1)n+1

2n+ 3
=

π

4
+(−1)n+1I2n+2, e qui est exatement

la propriété Pn+1, puisque Sn +
(−1)n+1

2n+ 3
= Sn+1. On a don prouvé l'hérédité de notre

réurrene, toutes les propriétés Pn sont vraies.

8. Puisque In tend vers 0, on a immédiatement lim
n→+∞

Sn =
π

4
. De la formule préédente déoule

que π = 4Sn ± 4In+1, ave 4In+1 6
4

4n + 2
<

1

n
. La valeur de 4Sn est don une valeur

approhée de π à

1

n
près, e qui prouve qu'il su�t de aluler 4S1 000 pour avoir notre valeur

approhée à 10−3
près. Il faudrait quand même une grosse motivation pour le faire en pratique,

mais Wolfram donne S1 000 ≃ 3.1426. Wolfram donne aussi la fration exate orrespondante,

mais vu le nombre de hi�res du numérateur et du dénominateur, je vais vraiment éviter de

la reopier !

Exerie 3

1. (a) Puisque y(x) = z(ln(x)), on peut dériver deux fois pour obtenir y′(x)
1

x
z′(ln(x)), puis

y′′(x) = − 1

x2
z′(ln(x)) +

1

x2
z′′(ln(x)). En reportant dans l'équation initiale, (E) est don
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équivalente à −z′(ln(x)) + z′′(ln(x)) − z′(ln(x)) + z(ln(x)) = x. Autrement dit, z′′(t) −
2z′(t) + z(t) = et, puisque t = ln(x) ⇔ x = et.

(b) L'équation aratéristique assoiée à l'équation obtenue est r2 − 2r + 1 = 0, qui peut
diretement se fatoriser sous la forme (r − 1)2 = 0 et a don pour raine double r0 = 1.
Les solutions de l'équation homogène assoiée sont don de la forme zh(t) = (A + Bt)et,
ave (A,B) ∈ R

2
. Le seond membre de notre équation étant une exponentielle qui a

le très mauvais goût d'être exatement elle orrespondant à notre raine double, on va

herher une solution partiulière de la forme zp(t) = at2et (on augmente le degré de

deux, ou plut�t on déale de deux pour ne pas faire de alul inutile, eux qui auront

dérivé deux fois du (at2 + bt+ c)et auront fait des aluls inutiles). On aura alors z′p(t) =
2atet+at2et = (2at+at2)et, puis z′′p (t) = (2a+2at)et+(2at+at2)et = (2a+4at+at2)et.
Quitte à tout simpli�er par et (qui ne s'annule jamais), zp est solution de l'équation si

2a + 4at + at2 − 4at − 2at2 + at2 = 1, don si 2a = 1 (il est normal que tout le reste

se simpli�e). On peut don poser zp(t) =
1

2
t2et, et toutes les solutions de notre équation

omplète sont les fontions de la forme z : t 7→
(

1

2
t2 +A+Bt

)

et, ave (A,B) ∈ R
2
.

() Il su�t de remonter le hangement de variable (on a proédé par équivalenes, pas de

véri�ation à faire) : y(x) = z(ln(x)) =

(

1

2
ln2(x) +A+B ln(x)

)

x, ave (A,B) ∈ R
2
.

2. (a) Puisqu'on a posé y(x) = xw(x), on aura y′(x) = w(x) + xw′(x), puis y′′(x) = w′(x) +
w′(x)+xw′′(x) = 2w′(x)+xw′′(x). On remplae dans l'équation (E) : 2x2w′(x)+x3w′′(x)−
xw(x)−x2w′(x)+xw(x) = x. On a le droit de tout simpli�er par x (puisqu'on résout sur

]0,+∞[) pour en déduire que x2w′′(x) + xw′(x) = 1, 'est-à-dire exatement l'équation

demandée en posant v = w′
.

(b) L'équation normalisée s'érit v′ +
1

x
v =

1

x2
. L'équation homogène assoiée a pour solu-

tions les fontions vh : x 7→ Ke− ln(x) =
K

x
, ave K ∈ R. Pour déterminer une solution

partiulière, on va appliquer la méthode de variation de la onstante en la herhant sous

la forme vp(x) =
K(x)

x
. On a alors v′p(x) =

xK ′(x)−K(x)

x2
, don vp est solution si

xK ′(x)−K(x)

x2
+

K(x)

x2
=

1

x2
, don si K ′(x) =

1

x
. On peut don hoisir K(x) = ln(x),

et vp(x) =
ln(x)

x
. Les solutions de l'équation omplète sont don toutes les fontions de la

forme v : x 7→ K + ln(x)

x
.

Puisqu'on a posé v = w′
, il faut aluler toutes les primitives des solutions qu'on vient

d'obtenir. On remarque que x 7→ ln(x)

x
est de la forme u′(x)×u(x) (en posant u(x) = ln(x))

et admet don pour primitive x 7→ 1

2
ln2(x). Les primitives reherhées sont don les

fontions de la forme w : x 7→ K ln(x)+
1

2
ln2(x)+L, ave (K,L) ∈ R

2
. Il ne reste plus qu'à

remonter le hangement d'inonnue initial : y(x) = xw(x) =

(

K ln(x) +
1

2
ln2(x) + L

)

x,

e qui orrespond bien entendu aux formules trouvées par la première méthode.

() Ave les notations de ette question, y(1) = 1 si L = 1, don y(x) =

(

K ln(x) +
1

2
ln2(x) + 1

)

x.

On dérive : y′(x) =

(

K

x
+

ln(x)

x

)

× x +K ln(x) +
1

2
ln2(x) + 1, don y′(1) = K + 1. La

ondition y′(1) = −1 impose don K = −2, puis y(x) = x

(

1

2
ln2(x)− 2 ln(x) + 1

)

.
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Exerie 4

1. La fration à l'intérieur du arccos est dé�nie sur R puisque son dénominateur ne s'annule

jamais. Mais pour que f soit dé�nie, il faut en plus véri�er si

1− x2

1 + x2
∈ [−1, 1]. Si x ∈ [−1, 1],

on a 0 6 1 − x2 6 1 + x2, don 0 6
1− x2

1 + x2
6 1, e qui prouve que f est dé�nie sur [−1, 1].

Et si x /∈ [−1, 1], on peut érire 0 6 x2 − 1 6 x2 + 1, don −1 − x2 6 1 − x2 6 0, e qui

implique −1 6
1− x2

1 + x2
6 0, et f est à nouveau dé�nie. Finalement, Df = R. Pour que f soit

dérivable, il ne faut pas que e qui se trouve à l'intérieur du arccos soit égal à −1 ou 1 (on

rappelle que arccos n'est dérivable que sur ]− 1, 1[). Or,
1− x2

1 + x2
= −1 ⇔ 1−x2 = −1−x2, e

qui ne se produit jamais. Et

1− x2

1 + x2
= 1 ⇔ 1− x2 = 1 + x2 ⇔ 2x2 = 0, don la seule valeur

problématique est x = 0, et f est dérivable sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[.

2. Ce qui se trouve dans le arccos est pair, don f est paire.

3. Histoire de réviser les valeurs remarquables en trigo : f(0) = arccos(1) = 0, f(1) = arccos(0) =

π

2
et f

(√
3

3

)

= arccos

(

1− 1
3

1 + 1
3

)

= arccos

(

1

2

)

=
π

3
.

4. Pour résoudre l'équation f(x) =
π

4
, on peut omposer par cos pour obtenir l'équation équiva-

lente (ii, on sait que les deux angles dont on ompare les osinus appartiennent à l'intervalle

[0, π] sur lequel la fontion cos est bijetive)

1− x2

1 + x2
=

√
2

2
, soit 2 − 2x2 =

√
2 +

√
2x2,

ou enore 2 −
√
2 = (2 +

√
2)x2. On en déduit que x2 =

2−
√
2

2 +
√
2

=
(2−

√
2)2

2
, don

x = ±2−
√
2√

2
= ±(

√
2−1). On proède de même pour les antéédents de

3π

4
:

1− x2

1 + x2
= −

√
2

2
,

don 2− 2x2 = −
√
2−

√
2x2, e qui donne x2 =

2 +
√
2

2−
√
2
=

(2 +
√
2)2

2
, puis x = ±(

√
2 + 1).

5. En onservant le quotient des termes de plus haut degré, lim
x→±∞

1− x2

1 + x2
= −1, don lim

x→±∞
f(x) =

arccos(−1) = π.

6. Commençons par poser u(x) =
1− x2

1 + x2
, et alulons u′(x) =

−2x(1 + x2)− 2x(1 − x2)

(1 + x2)2
=

− 4x

(1 + x2)2
, puis dérivons f sur ]0,+∞[ : f ′(x) = − u′(x)

√

1− u2(x)
=

4x

(1 + x2)2
× 1
√

1− (1−x2)2

(1+x2)2

=

4x

(1 + x2)2
× 1 + x2
√

(1 + x2)2 − (1− x2)2
=

4x

(1 + x2)
√
1 + 2x2 + x4 − 1 + 2x2 + x4

=
4x

(1 + x2)
√
4x2

=

2

1 + x2
(notons tout de même que la dernière simpli�ation n'est valable que sur ]0,+∞[, si-

non on aurait

√
x2 = −x et la formule serait l'opposée de elle obtenue). Cette dérivée est

lairement positive sur ]0,+∞[, don f y est roissante. La fontion f étant paire, elle est

déroissante sur ]−∞, 0[.

x −∞ 0 +∞

f

π

❅
❅
❅❘
0

�✒
�

�

π
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7. On a bien sûr remarqué que ∀x > 0, f ′(x) = 2 arctan′(x). On peut en déduire qu'il existe

une onstante K telle que f(x) = 2 arctan(x) + K sur ]0,+∞[. En posant x = 1, on doit

avoir f(1) = 2 arctan(1) +K =
π

2
+K, e qui impose K = 0 puisque f(1) =

π

2
. On a don

simplement f(x) = 2 arctan(x) sur ]0,+∞[. La parité de f et l'imparité de arctan imposent

alors f(x) = −2 arctan(x) sur ]−∞, 0[ (sinon, on peut aussi proéder omme sur ]0,+∞[ en
partant de l'expression de f ′

).

8. Un alul trivial donne lim
x→0+

f ′(x) = 2. La symétrie de la ourbe de f par rapport à l'axe

des ordonnées, qui implique elle de ses tangentes en x et en −x par rapport à e même axe,

impose alors lim
x→0−

f ′(x) = −2. Ces valeurs on�rment que f n'est pas du tout dérivable en 0,

on aura à l'origine du repère une � pointe �, ave une pente −2 à gauhe de 0 et une pente 2
à droite de 0.

9. Il y a une asymptote horizontale d'équation y = π (valable des deux �tés), et les seules

tangentes remarquables sont les deux demi-tangentes en 0 signalées à la question préédente.

Pour obtenir une ourbe soignée, on peut exploiter les quelques valeurs alulées en ours de

route, notamment f(1) = f(−1) =
π

2
, et bien sûr le fait que la ourbe est failement obtenue

à partir de elle de la fontion arctan vu les formules trouvées en question 7 :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

10. On sait bien sûr que 1 + tan2(θ) =
1

cos2(θ)
, don

1− tan2(θ)

1 + tan2(θ)
= cos2(θ)(1 − tan2(θ)) =

cos2(θ)×
(

1− sin2(θ)

cos2(θ)

)

= cos2(θ)− sin2(θ) = cos(2θ) puisqu'on reonnaît une des formes de

la formule de dupliation des osinus. Notons que la formule est en fait valable sur tous les

intervalles où la tangente est dé�nie.

11. Le hangement de variable est toujours possible puisqu'il su�t de poser θ = arctan(x), e qui

est possible pour tout réel x. On alule don f(x) = arccos

(

1− tan2(θ)

1 + tan2(θ)

)

= arccos(cos(2θ)).

On ne peut simpli�er sans ré�éhir que si 2θ ∈ [0, π], don si θ ∈
[

0,
π

2

]

, e qui sera le as

si x > 0. Sous ette ondition, on a bien f(x) = 2θ = 2arctan(x). Par ontre, si x < 0,
alors 2θ ∈ [−π, 0], don arccos(cos(2θ)) = arccos(cos(−2θ)) = −2θ = −2 arctan(x), e qui est
onforme aux formules de la question 7.
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