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Exer
i
e 1

1. Puisqu'il s'agit d'une équation du troisième degré, il s'agit de 
ommen
er par en trouver une

ra
ine évidente. Ça tombe bien, 1 est solution de l'équation : 1− 3− 2+4 = 0. On peut don


fa
toriser notre membre de gau
he sous la forme x3 − 3x2 − 2x+4 = (x− 1)(ax2 + bx+ c) =
ax3+(b−a)x2+(c−b)x−c. Par identi�
ation des 
oe�
ients, on obtient les 
onditions a = 1,
puis b−a = −3 qui donne b = −2 et c− b = −2 qui donne c = −4, 
ohérent ave
 le 
oe�
ient


onstant. Il ne nous reste plus qu'à résoudre l'équation du se
ond degré x2 − 2x− 4 = 0, qui

a pour dis
riminant ∆ = 4 + 16 = 20, et admet pour ra
ines réelles x1 =
2−

√
20

2
= 1−

√
5

et x2 =
2 +

√
20

2
= 1+

√
5. On n'oublie pas d'y ajouter la ra
ine évidente avant de 
on
lure :

S = {1−
√
5, 1, 1 +

√
5}.

2. On e�e
tue le 
hangement de variable X = ex pour se ramener à l'équation 2X − 1

X
= 1,

équivalente à 2X2 −X − 1 = 0. Cette équation a pour dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9 et pour

ra
ines X1 =
1− 3

4
= −1

2
et X2 =

1 +
√
9

4
= 1. Puisqu'on a posé X = ex, la valeur négative

X1 est à éliminer, et la seule solution est obtenue lorsque ex = 1, don
 x = 0. Con
lusion :

S = {0}.
3. Avant de faire quoi que 
e soit, il 
onvient de pré
iser les valeurs de x pour lesquelles l'in-

équation a un sens, 
'est-à-dire 
elles pour lesquelles les trois expressions dans les ln sont

stri
tement positives. On doit don
 avoir x > 2, x > −1 et x >
1

2
, 
e qui est vrai pour les va-

leurs de x stri
tement supérieures à 2. Ave
 
ette hypothèse, l'inéquation peut se mettre sous

la forme ln((x−2)(x+1)) < ln(2x−1), soit x2−x−2 < 2x−1 (en passant les deux membres

à l'exponentielle), ou en
ore x2 − 3x− 1 < 0. Ce trin�me a pour dis
riminant ∆ = 8+4 = 13

et admet don
 pour ra
ines x1 =
3−

√
13

2
et x2 =

3 +
√
13

2
. Le trin�me est négatif entre ses

ra
ines, mais il ne faut pas oublier la 
ondition x > 2 imposée plus haut. Comme x1 <
3

2
< 2

et x2 >
3 + 3

2
> 2, on obtient �nalement S =

]

2,
3 +

√
13

2

[

.

4. Là en
ore, il ne faut pas se pré
ipiter pour é
rire n'importe quoi. On distingue en fait trois


as selon les valeurs prises par x :

• si x < −1

3
, la ra
ine 
arrée du membre de gau
he n'est pas dé�nie, et l'inéquation n'a

dans 
e 
as au
un sens.

• si −1

3
6 x <

1

2
, le membre de gau
he est dé�ni et positif, et 
elui de droite est stri
tement

négatif. L'inéquation ne peut don
 avoir au
une solution sur 
et intervalle.

• en�n, si x >
1

2
, les deux membres de l'inéquation sont positifs et on peut élever au


arré sans se poser de questions (
e que vous aviez tous envie de faire dès le départ) :
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3x+1 6 4x2−4x+1, don
 4x2−7x > 0, soit x(4x−7) > 0. Comme x est toujours positif

sur notre intervalle de résolution, on est ramenés à l'inéquation fort simple 4x− 7 > 0, et

S =

[

7

4
,+∞

[

.

5. Un grand 
lassique : on passe tout du même 
�té et on met au même dénominateur (sans en

prendre un inutilement gros) avant de faire un tableau de signes :

x+ 1

x2 − 4
− (x− 1)(x − 2)

x2 − 4
> 0

donne

−x2 + 4x− 1

x2 − 4
> 0. Le dénominateur de notre fra
tion a pour ra
ines 2 et −2, il est

négatif uniquement entre 
es ra
ines. Le numérateur, lui, a pour dis
riminant ∆ = 16−4 = 12

et pour ra
ines x1 =
−4−

√
12

−2
= 2+

√
3 et x2 =

−4 +
√
12

−2
= 2−

√
3. Il sera positif entre 
es

ra
ines puisque son 
oe�
ient dominant est négatif. Reste à pla
er 
orre
tement les di�érentes

valeurs dans le tableau de signes : 2+
√
3 > 2 et 2−

√
3 < 2 de façon évidente, mais 2−

√
3 > −2

(
'est même un nombre positif). D'où le superbe tableau suivant :

x −2 2−
√
3 2 2 +

√
3

−x2 + 4x− 1 + + 0 − − 0 +

x2 − 4 + 0 − − 0 + +
−x2+4x−1

x2−4 + − 0 + − 0 +

Puisqu'on veut que le quotient soit stri
tement négatif, S =]− 2, 2 −
√
3[∪]2, 2 +

√
3[.

6. Déjà vu dans le devoir de rentrée : deux valeurs absolues sont égales si et seulement si 
e qui

se trouve à l'intérieur est égal ou opposé. On a don
 deux équations à résoudre. La première,

x2−x−1 = x2+2x+5, donne −3x−6 = 0, soit x = −2. La deuxième, x2−x−1 = −x2−2x−5,
donne 2x2 + x + 6 = 0, équation du se
ond degré dont le dis
riminant ∆ = 1 − 48 = −47
est assez peu 
ompatible ave
 l'obtention de solutions réelles. On 
on
lut don
 rapidement :

S = {−2}.

Exer
i
e 2

1. ∀n ∈ N, un ∈ Z (personne n'a dit que les valeurs entières devaient être positives).

2. ∀n ∈ N, un+1 < un.

3. ∃n ∈ N, un+1 < un (on nie simplement l'énon
é 
orrespondant à � (un) est 
roissante �).

4. ∀n ∈ N, un 6 5.

5. ∃n ∈ N, un = 5 et ∀n ∈ N, un 6 5.

6. ∃(m,M) ∈ R
2
, ∀n ∈ N, m 6 un 6 M .

7. ∃q ∈ R, ∀n ∈ N, un+1 = qun (alternativement, on peut rempla
er l'égalité de droite par

un = qnu0).

8. ∃M ∈ R, ∀n0 ∈ N, ∃n > n0, un < M .

9. L'impli
ation proposée est 
omplètement fausse, par exemple la suite (un) véri�ant un = n

pour tout entier pair, mais un = 0 pour tout entier impair, n'est pas majorée mais ne tend

pas vers +∞. La ré
iproque de 
ette propriété serait : si (un) a pour limite +∞, alors (un)
n'est pas majorée (ça 
'est vrai). La 
ontraposée dit quant à elle : si (un) n'a pas pour limite

+∞, alors (un) est majorée (
e qui est faux au vu de 
e qu'on a dit plus haut).
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Exer
i
e 3

1. Le dis
riminant du trin�me x2+2x+5 étant stri
tement négatif, 
ette expression est toujours

positive etDf = R. La fon
tion f n'est ni paire ni impaire : par exemple f(1) = 8 et f(−1) = 4,

es deux valeurs ne sont ni égales ni opposées.

2. Il n'y a que les limites du 
�té des in�nis à 
al
uler : lim
x→±∞

x2+2x+5 = +∞, don
 lim
x→±∞

f(x) =

+∞.

3. On utilise la te
hnique de la quantité 
onjuguée : f(x)−2 =
√
x2 + 2x+ 5−2 =

x2 + 2x+ 5− 22√
x2 + 2x+ 5 + 2

=

x2 + 2x+ 1√
x2 + 2x+ 5 + 2

=
(x+ 1)2√

x2 + 2x+ 5 + 2
, 
omme demandé dans l'énon
é. Cette quantité est

manifestement toujours positive, 
e qui prouve qu'on a f(x) > 2, et don
 que f est minorée

par 2. Pour que 
e minorant soit atteint, il faut que le membre de droite de la relation obtenue

s'annule, 
e qui est le 
as pour x = −1. On a don
 prouvé de façon indire
te que f admet un

minimum en −1, de valeur f(−1) = 2.

4. Cal
ulons don
 f(x) − x =
√
x2 + 2x+ 5 − x =

x2 + 2x+ 5− x2√
x2 + 2x+ 5 + x

=
2x+ 5√

x2 + 2x+ 5 + x
.

On va fa
toriser partout par x, en supposant x > 0 pour avoir le droit d'é
rire

√
x2 = x :

f(x) − x =
x(2 + 5

x
)

x(
√

1 + 2
x
+ 5

x2 + 1)
=

2 + 5
x

1 +
√

1 + 2
x
+ 5

x2

. Le 
al
ul de limite ne pose plus de

problème : lim
x→+∞

2+
5

x
= 2 et lim

x→+∞
1+

√

1 +
2

x
+

5

x2
= 2, don
 lim

x→+∞
f(x)−x = 1. Autrement

dit, lim
x→+∞

f(x)− (x+ 1) = 0, 
e qui prouve que la droite d'équation y = x+ 1 est asymptote

oblique à la 
ourbe représentative de f en +∞.

Du 
�té de −∞, on a envie de faire le même 
al
ul, mais il faut faire attention au fait que√
x2 = −x lorsque x < 0. On va don
 plut�t 
al
uler la limite de f(x) + x pour avoir un

résultat intéressant (de toute façon, la limite égale à +∞ de f en −∞ montre que, s'il y a

une asymptote, son 
oe�
ient dire
teur doit être négatif) : toujours en exploitant la quantité


onjuguée, f(x) + x =
2x+ 5√

x2 + 2x+ 5− x
. En supposant x < 0, on peut tout fa
toriser par x

(quasiment le même 
al
ul que pré
édemment) pour obtenir f(x) + x =
2 + 5

x

−1−
√

1 + 2
x
+ 5

x2

.

Cette fois-
i, on obtient lim
x→−∞

f(x)+x = −1, 
e qui prouve que la droite d'équation y = −x−1

est asymptote à la 
ourbe de f du 
�té de −∞.

5. La fon
tion f est dérivable sur R (
e qui est sous la ra
ine 
arrée ne s'annule jamais) et

f ′(x) =
2x+ 2

2
√
x2 + 2x+ 5

=
x+ 1√

x2 + 2x+ 5
. Sans surprise, 
ette dérivée s'annule en x = 1,

qui 
orrespond au minimum déjà trouvé en question 2. La fon
tion f est dé
roissante sur

]−∞,−1] et 
roissante sur [−1,+∞[.

6. La dérivée qu'on vient d'obtenir est elle-même dérivable, et

f ′′(x) =

√
x2 + 2x+ 5− (x+ 1)× x+1√

x2+2x+5

x2 + 2x+ 5
=

(x2 + 2x+ 5)− (x+ 1)2

(x2 + 2x+ 5)
3

2

=
4

(x2 + 2x+ 5)
3

2

.

Cette dérivée se
onde est toujours positive, la fon
tion f est don
 
onvexe sur R tout entier.

7. On tra
e bien évidemment les asymptotes en même temps que la 
ourbe :
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Problème (d'après un vieux sujet de ba
)

I. Étude d'une fon
tion.

1. (a) La fon
tion h est dé�nie sur Dh =]− 1,+∞[. Elle est dérivable sur tout 
et intervalle, et

h′(x) =
1

1 + x
. En parti
ulier, h′(0) = 1.

(b) Puisque h(0) = ln(1) = 0, le quotient

ln(1 + x)

x
est égal à

h(x)− h(0)

x
, sa limite en 0

est don
 égale à h′(0). On en déduit que lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1. Cette limite étant la valeur

imposée par l'énon
é pour f(0), on peut a�rmer que la fon
tion f est 
ontinue en 0.

2. (a) Si t > 0, 1 + t > 1, don

1

1 + t
6 1 (retournement de l'inégalité par passage à l'inverse).

Pour l'inégalité de gau
he, puisque 1 + t > 0, elle est équivalente à (1− t)(1 + t) 6 1, soit
1− t2 6 1, 
e qui est évidemment vrai.

(b) On intègre l'en
adrement pré
édent entre 0 et x :

∫ x

0
1 − t dt =

[

x− x2

2

]x

0

= x − x2

2
,

∫ x

0

1

1 + t
dt = [ln(1 + t)]x0 = ln(1 + x)− ln(1) = ln(1 + x), et en�n

∫ x

0
1 dt = [t]x0 = x, 
e

qui donne bien l'en
adrement demandé.

3. (a) La fon
tion g est dérivable sur ] − 1,+∞[, et g′(x) =
1

1 + x
− 2(2 + x)− 2x

(2 + x)2
=

1

1 + x
−

4

(2 + x)2
=

(2 + x)2 − 4(1 + x)

(1 + x)(2 + x)2
=

x2

(1 + x)(2 + x)2
. Cette dérivée est positive sur tout

l'intervalle ] − 1,+∞[ (et en parti
ulier quand x > 0, don
). De plus, son dénominateur,

si on le développe brutalement, est égal à (1 + x)(4 + 4x + x2) = x3 + 5x2 + 8x + 4,
expression qui est plus grande que 4 quand x > 0. On en déduit dire
tement la majoration

g′(x) 6
x2

4
.

(b) Si on intègre simplement l'en
adrement pré
édent, en tenant 
ompte du fait que g(0) = 0,

on obtient 0 6 g(x) 6
x3

12
.

4. La fon
tion f est dérivable sur ]0,+∞[, et f ′(x) =
x

x+1 − ln(1 + x)

x2
. Le signe du numérateur

n'est pas évident, mais on a prouvé à la question pré
édente que g(x) > 0, don
 ln(1 + x) >
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2x

2 + x
, et

x

x+ 1
− ln(1+x) 6

x

x+ 1
− 2x

2 + x
=

x(2 + x)− 2x(x+ 1)

(1 + x)(2 + x)
= − x2

(x+ 1)(x + 2)
6 0.

La dérivée de f est don
 toujours négative, et f est dé
roissante sur ]0,+∞[.

5. (a) On a bien sûr envie d'utiliser de la 
roissan
e 
omparée, mais si on est rigoureux, on

ne peut pas tout à fait se 
ontenter de 
et argument 
ar notre numérateur ln(1 + x) est
légèrement plus grand que ln(x). Une façon de faire est de dé
ouper 
e numérateur à l'aide

des règles de 
al
ul sur la fon
tion ln : ln(1+x) = ln

(

x

(

1 +
1

x

))

= ln(x)+ ln

(

1 +
1

x

)

,

don
 f(x) =
ln(x)

x
+

ln(1 + 1
x
)

x
. Le premier terme de 
ette somme a une limite nulle en

+∞ par 
roissan
e 
omparée, le deuxième a une limite nulle 
ar son numérateur tend déjà

vers 0, don
 on obtient désormais sans problème lim
x→+∞

f(x) = 0.

(b) En repartant de l'en
adrement de la question 2.b, −x 6 − ln(1 + x) 6
x2

2
− x, don


0 6 x− ln(1 + x) 6
x2

2
. L'inégalité de gau
he ne va pas nous servir à grand 
hose, mais


elle de droite, une fois divisée par x2 (qui est bien sûr positif) permet d'a�rmer que

x− ln(1 + x)

x2
6

1

2
. On sait par ailleurs que g(x) 6

x3

12
, don
 ln(1 + x) 6

2x

2 + x
+

x3

12
. En

passant à l'opposé et en ajoutant x, on obtient don
 x − ln(1 + x) > x − 2x

2 + x
− x3

12
=

2x+ x2 − 2x

2 + x
− x3

12
=

x2

2 + x
− x3

12
. On peut à nouveau diviser par x2 :

x− ln(1 + x)

x2
>

1

2 + x
− x

12
. Le membre de droite de 
ette inégalité a le bon goût de tendre vers

1

2
quand

x tend vers 0. Comme notre expression est par ailleurs majorée par

1

2
, on peut don


appliquer le théorème des gendarmes pour 
on
lure que lim
x→0

x− ln(1 + x)

x2
=

1

2
.

(
) On remarque que

f(x)− f(0)

x
=

ln(1+x)
x

− 1

x
=

ln(1 + x)− x

x2
. Au signe près, 
'est exa
te-

ment l'expression dont on a 
al
ulé la limite 
i-dessus. On a don
 lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= −1

2
,


e qui prouve que f est dérivable en 0 et que f ′(0) = −1

2
. Puisqu'on a par ailleurs f(0) = 1,

la tangente demandée a pour équation y = −1

2
(x− 0) + 1 = 1− 1

2
x.

(d) On ne dispose en fait que de très peu d'éléments : la tangente qu'on vient de 
al
uler (on

peut 
onstater en passant que l'inégalité de gau
he de l'en
adrement de la question 2.b
prouve, une fois divisé par x, que la 
ourbe est toujours au-dessus de 
ette tangente), la

limite en +∞, et 
'est tout. Mais l'allure de la 
ourbe est très simple (tangente en noir

sur mon graphique, l'é
helle n'est pas la même sur les deux axes, d'où l'impression d'une

pente plus négative que 
e qu'on a 
al
ulé) :
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II. Une étude de suite.

1. Pour que la suite soit bien dé�nie, il su�t de toujours avoir un > −1 (pour que l'expression

dans le ln dé�nissant un+1 soit stri
tement positive). On va prouver mieux (par
e que 
'est

plus fa
ile) : montrons par ré
urren
e que un > 0 pour tout entier naturel n. C'est le 
as

pour n = 0 puisque u0 = 1 par hypothèse. Si on suppose la propriété véri�ée au rang n, alors

1 + un > 1, don
 ln(1 + un) > ln(1) = 0 (
roissan
e de la fon
tion ln), don
 un+1 > 0, 
e qui

prouve l'hérédité de notre propriété. La suite (un) est don
 bien dé�nie.

Pour la monotonie, on 
onstate que un+1 − un = ln(1 + un) − un. Or, on a prouvé dans la

première partie du problème (question 2.b) que, ∀x > 0, ln(1 + x) 6 x. On peut appliquer


e résultat à un (qui est positif d'après la ré
urren
e pré
édente), don
 ln(1 + un) − un 6 0,
et la suite (un) est don
 dé
roissante. Étant minorée par 0, elle 
onverge don
 (théorème de


onvergen
e monotone). Notons l sa limite. Si (un) 
onverge vers l, alors lim
n→+∞

un+1 = l, don


lim
n→+∞

ln(1+un) = l. Or, la fon
tion ln étant 
ontinue, on devrait aussi avoir lim
n→+∞

ln(1+un) =

ln(1+ l) (on passe simplement à la limite dans le ln). En 
omparant 
es deux expressions, on


onstate que ln(1 + l) = l. Si l 6= 0, on peut en déduire, en divisant par l, que f(l) = 1, 
e
qui est impossible (la fon
tion f est stri
tement dé
roissante et f(0) = 1). Con
lusion : on a

né
essairement lim
n→+∞

un = 0.

2. Par dé�nition, vn+1 − vn =
1

un+1
− 1

un
=

1

ln(1 + un)
− 1

un
=

un − ln(1 + un)

un × ln(1 + un)
. On va é
rire


e quotient légèrement di�éremment pour exploiter les di�érentes limites 
al
ulées dans la

première partie du problème : vn+1 − vn =
un − ln(1 + un)

u2n
× un

ln(1 + un)
. Comme (un) tend

vers 0, le premier quotient a pour limite

1

2
(question 5.b de la première partie). Le deuxième

quotient, lui, est l'inverse d'un quotient de limite 1 (question 1.b de 
ette même première

partie), don
 tend également vers 1. Il ne reste plus qu'à faire le produit des deux limites :

lim
n→+∞

vn+1 − vn =
1

2
.

3. On va démontrer les deux inégalités séparément 
ar les 
al
uls 
ommen
ent à devenir extrê-

mement laids. Celle de droite est en
ore assez tranquille si on repart de la bonne inégalité, à

savoir g(x) > 0 : on a don
 ln(1 + x) >
2x

2 + x
, don


1

ln(1 + x)
6

2 + x

2x
=

1

x
+

1

2
(en séparant

simplement le numérateur de la fra
tion et en simpli�ant). On en déduit dire
tement que

1

ln(1 + x)
− 1

x
6

1

2
.

On peut alors se douter que l'inégalité de gau
he va s'obtenir à partir de la majoration
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g(x) 6
x3

12
. En e�et, mais il faut un 
ertain 
ourage pour aller jusqu'au bout du 
al
ul :

ln(1 + x) 6
2x

2 + x
+

x3

12
=

24x+ 2x3 + x4

24 + 12x
. On passe à l'inverse en 
hangeant le sens de l'in-

égalité, et on soustrait

1

x
:

1

ln(1 + x)
− 1

x
>

24 + 12x

24x+ 2x3 + x4
− 1

x
=

24 + 12x− 2x2 − x3 − 24

x(24 + 2x2 + x3)
=

12− 2x− x2

24 + 2x2 + x3
. On ne voit pas trop le rapport ave
 l'expression donnée dans l'énon
é, on va

don
 faire apparaître le

1

2
en forçant un peu :

12− 2x− x2

24 + 2x2 + x3
=

12 + x2 + x3

2 − 2x− 2x2 − x3

2

24 + 2x2 + x3
=

1

2
− 2x+ 2x2 + x3

2

24 + 2x2 + x3
. Or, 
omme on se pla
e sur l'intervalle [0, 1], x2 > 0 et x3 > 0, don


24+2x2+x3 > 24 (ça 
'est fa
ile) et

1

24 + 2x2 + x3
6

1

24
. Mais on a aussi x3 6 x2 6 x, don


2x + 2x2 +
x3

2
6 2x + 2x +

x

2
=

9x

2
. Finalement, on peut en déduire que

2x+ 2x2 + x3

2

24 + 2x2 + x3
6

9x
2

24
=

3x

16
, dont dé
oule en�n l'horrible inégalité

1

ln(1 + x)
− 1

x
>

1

2
− 3

16
x. Ouf !

4. Une parenthèse de trivialité inattendue dans 
ette �n de problème a�reusement te
hnique, il

su�t de poser x = un dans l'en
adrement pré
édent. On a le droit de le faire 
ar la suite (un)
est stri
tement positive, dé
roissante et u0 = 1, don
 on a toujours un ∈]0, 1].

La deuxième partie de la question est à nouveau horrible et impose de pro
éder par ré
urren
e.

On va traiter séparément les deux inégalités, en 
ommençant par 
elle de gau
he. On va don


prouver par ré
urren
e la propriété Pn : un >
2

n+ 2
. Pour n = 0, on 
al
ule

2

0 + 2
= 1 = u0,

don
 l'inégalité est véri�ée (
'est même une égalité). Supposons désormais un >
2

n+ 2
pour

un 
ertain entier naturel n. D'après la première partie de la question, vn+1 − vn 6
1

2
, don


1

un+1
6

1

2
+

1

un
. Or, ave
 l'hypothèse faite,

1

un
6

n+ 2

2
, on en déduit don
 que

1

un+1
6

1

2
+
n+ 2

2
=

n+ 3

2
. Un dernier passage à l'inverse donne un+1 >

2

n+ 3
, 
e qui est exa
tement

la propriété Pn+1. Notre propriété est don
 héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel

n.

Même méthode pour l'inégalité de droite, on va démontrer par ré
urren
e la propriété Qn :

un 6
4

n+ 4
. Pour n = 0, le membre de droite est à nouveau égal à 1, don
 l'inégalité est

vraie puisque 
'est une égalité. Supposons la propriété Qn véri�ée, et partons 
ette fois de

l'autre inégalité obtenue au début de la question :

1

2
− 3

16
un 6 vn+1 − vn. On en déduit que

1

un+1
>

1

2
− 3

16
un +

1

un
. On peut minorer les deux termes dépendant de un en exploitant

l'hypothèse de ré
urren
e :

1

un
>

n+ 4

4
, et − 3

16
un > − 3

16
× n+ 4

4
= − 3

4(n + 4)
. On a don


1

un+1
>

1

2
+

n+ 4

4
− 3

4(n+ 4)
=

2(n+ 4) + (n+ 4)2 − 3

4(n + 4)
=

n2 + 10n+ 21

4(n + 4)
. Ce n'est pas

très beau. Pour obtenir la propriété Qn+1 en passant à l'inverse, il faudrait que le n + 4 du

dénominateur disparaisse et qu'un fa
teur n + 5 apparaisse au numérateur. Autrement dit,

on voudrait un numérateur égal à (n + 4)(n + 5) = n2 + 9n + 20. En fait, ça tombe très

bien, le numérateur qu'on a obtenu est plus grand que 
elui re
her
hé, on peut don
 é
rire

1

un
>

n2 + 9n+ 20

4(n + 4)
=

(n+ 4)(n + 5)

4(n + 4)
=

n+ 5

4
, et passer à l'inverse pour en déduire Qn+1, 
e

qui prouve l'hérédité et a
hève la ré
urren
e. Je sens 
onfusément que 
ette question ne sera
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pas traitée par beau
oup d'élèves...

5. On pourrait naïvement penser avoir un peu de répit pour la dernière question et s'en sortir ave


le théorème des gendarmes, mais en fait non : après multipli
ation du dernier en
adrement

obtenu par n, on aura une limite égale à 2 à gau
he, mais à 4 à droite. Il faudrait don
 réussir à
améliorer la majoration de l'en
adrement pré
édent (la limite est 
ensée être égale à 2), et là, je
vais être très honnête ave
 vous, je ne vois pas de façon élémentaire de le faire (je n'ai pas sous

la main de 
orrigé o�
iel de 
ette superbe épreuve). Pour ne pas laisser un 
orrigé in
omplet,

je vous donne une méthode, mais que vous ne pourrez pas 
omprendre avant quelques mois :

en é
rivant le début du développement asymptotique de la suite (un) sous la forme un =
a

n
+

b

n2
+ o

(

1

n2

)

(forme qu'il faudrait d'ailleurs justi�er, 
e qui n'a rien d'évident), on aura

un+1 =
a

n+ 1
+

b

(n+ 1)2
+ o

(

1

n2

)

=
a

n
× 1

1 + 1
n

+
b

n2
+ o

(

1

n2

)

=
a

n
− a

n2
+

b

n2
+ o

(

1

n2

)

.

D'un autre 
�té, un+1 = ln(1+un) = ln

(

1 +
a

n
+

b

n2
+ o

(

1

n2

))

=
a

n
+

b

n2
− a2

2n2
+ o

(

1

n2

)

en e�e
tuant un développement limité à l'ordre 2 de notre ln. En identi�ant les deux formes

obtenues pour le développement asymptotique de un+1, on trouve l'équation a =
a2

2
, don


a = 1 (impossible vu l'en
adrement de la question 4), ou a = 2. Con
lusion : un ∼ 2

n
, don


lim
n→+∞

nun = 2.
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